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Zur  Theorie  des  rächsiU@^/IKtb^iM£^>Ton  Alexander  Hasch. 


Znr  Theorie  des  ränmliclien  Facliwerks. 

Von  Dr.  Ing.  Alexandeb  Hasch  in  Wien. 
Mit  8  Doppeltafeln  in  Lithographie. 

L  Einleitimg. 

Zweck  dieser  Arbeit  ist  es^  die  theoretische  Berechnung  des  wich- 
tigsten räumlichen  Fachwerks  —  des  Euppelfachwerks  —  weiter  aus- 
zuführen als  dies  bis  jetzt  geschehen  ist^  namentlich  in  Bezug  auf  ein- 
seitige ungünstigste  Belastungen^  die  immer  nur  eine  sehr  spärliche 
Behandlung  erfahren  haben. 

Vor  allem  aber  ist  es  nötige  diejenigen  wichtigsten  Methoden  der 
Theorie  des  räumlichen  Fachwerks  zusammen  zu  fassen^  welche  ent- 
weder im  folgenden  Anwendung  finden  oder  aber  den  Anstoß  zu  vor- 
liegender Arbeit  gaben  und  so  die  Ansätze  und  teilweisen  Ausführungen 
derselben  erkennen  lassen. 

Schwedler  sagt  (die  Konstruktion  der  Kuppeldächer,  Zeitschrift 
f&r  Bauwesen  1866):  „. . .  bei  den  bisherigen  Betrachtungen  ist  die 
angleichförmige  Belastung  nicht  berücksichtigt  worden,  da  durch  diese 
die  Berechnung  sehr  kompliziert  wird,  indem  die  elastischen  Verschiebungen 
der  einednen  Punkte  in  dieselbe  eintreten  müssen. 

Für  die  Praxis  kann  man  indessen  die  Kenntnis  der  Grenzen  der 
Änderungen  der  Spannungen  nicht  entbehren  und  sind  dieselben  des- 
halb durch  die  nachstehenden  einfachen  Anschauungen,  wenn  auch 
vielleicht  etwas  zu  weit,  bestimmt  worden.  . . .  (Für  die  Gh-enzen  der 
Spannungen  der  einzelnen  Sparren-,  Ring-  und  Diagonalstäbe  sind  nun 
die  bekannten  Schw  edler  sehen  Annahmen  gemacht).  .  .  .  Bei  Be- 
rechnung der  Diagonale  ist  zu  erwägen,  daß  neben  dem  Durchmesser, 
welcher  die  Belastung  begrenzt,  ein  belasteter  und  ein  unbelasteter 
Sparren  liegt,  und  daß  die  Spannung  beider,  wenn  sie  in  zwei  ver- 
schiedenen gleichförmig  belasteten  Kuppeln  gelegen  wären,  sich  wie 
die  Belastungen  p  und  q  pro  Flächeneinheit  verhalten  würden.  Nimmt 
man  an,  daß  durch  die  Diagonalen  die  ganze  Spannungsdifferenz  über- 
tragen wird,  so  ist  diese  Annahme  jedenfalls  zu  groß,  wenn  aber  die 
Diagonalen  derselben  widerstehen  können,  so  sind  sie  als  ausreichend 
stark  zu  erachten'^ 

Ztlttohrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  49.  Band.  190S.  1.  Heft.  1        ^  j 
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2                                  Zur  Theorie  des  rämnlichen  Fachwerks. 
Also  anAlytisch  ansgedraekt:  (siehe  Figur  1): 
2)co8a  +  S  =  0,    2)  = ^. 

'  '  cos  * 

über  den  Winddmck  ab  diejenige  Ursache,  welche  die  größten 
Spannungen  heryorroft^  spricht  Schwedler  gar  nicht. 

Die  Schwierigkeit,  eine  möglichst  zutreffionde  Annahme  über  die 
ungünstigste  Belastung  zu  treffen,  tritt  namentlich  deutlich  bei  den  Diago- 
nalen hervor. 

ZusammenfBLSSxmg:  einseitige  Belastungen  sind  ganz  yermieden;  die 
einzige  Belastungsart  (Winddruck  überhaupt  ausgenommen)  in  Bezug 
auf    ungünstigste    Spannungen    der    einzelnen    Stabgattungen    ist    die 

der  gleichförmigen,  totalen  Ring- 
*  *  belastung. 

Der  nächste  Schritt  in  der 
Entwicklung  der  Berechnung  von 
Fachwerkkuppeln  war  die  Span- 
nungsbestimmung mittelst  Yon 
Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt 
fortschreitender  Kraftezerl^pomg. 
Gewissermaßen  als  Normal- 
kuppelfachwerk halten  wir  uns 
im  folgenden  eine  statisch  be- 
stimmte*) Schwedlerkuppel  vor 
Augen,  deren  Knotenpunkte  auf  einer  Drehungsfläche  liegen  und  deren 
Sparrenausteilung  eine  regelmäßige  ist.  Die  Berechnung  eines  der- 
artigen Schwedlergeflechtes  erfolgt  immer  durch  wiederholte  Lösung 
der  Au%abe:  Drei  in  einem  Punkt  m  angreifende  Kräfte  S^S^S^y 
deren  Richtungen  bekannt  sind,  so  zu  bestimmen,  daß  sie  einer  eben- 
falls in  m  angreifenden  Kraft  P  das  Gleichgewicht  halten.  Die  Lösung 
geschieht  graphisch,  bei  erforderlicher  großer  Genauigkeit  analytisch. 
Die  allgemeine  Berechnung  eines  Schwedlergeflechtes  kann  nun  nach 
den  zwei  Methoden  erfolgen: 

1.  nach  Föppl.*)  (Ahnlich  der  Gulmannschen  Methode  in  der  Ebene). 

1)  Unter  einem  statisch  bestimmten  Fachwerke  soll  immer  ein  solches  ver- 
standen werden,  bei  welchem  1.  die  notwendige  Stabzahl  vorhanden  ist,  2.  die 
dem  Fachwerk  eigentOmliche  Funktionaldetenninante  ^  0  ist  (Dieser  letztere 
Ponkt  entscheidet  bekanntlich,  ob  die  Anordnung  der  vorhandenen  notwendigen 
Stäbe  ein  steifes  (xebilde  erzeugt  oder  nicht.  Ist  die  Fnnktionaldeterminante  =»  0, 
so  ist  Labilität  des  Fachwerks  vorhanden,  und  zwar  entweder  „endliche  Beweg- 
lichkeit*^ oder  „unendlich  kleine  Beweglichkeit^   {Momentmechanismus}). 

2)  FOppl,  Das  Fachwerk  im  Baume. 
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2.  nach  Müller-Breslau^)  mittelst  Anwendung  des  Satzes  aus 
der  projektiven  Geometrie:  drehen  sich  die  Seiten  eines  venLnderlichen 
n-Eckes  um  feste  Punkte^  die  auf  einer  Geraden  Uegen^  und  verschieben 
sich  hierbei  (n  —  1)  Ecken  längs  beliebiger  gegebenener  Geraden^  so 
beschreibt  auch  die  letzte  Ecke  eine  Gerade.  (Dabei  ist  natürlich  das 
n-Eck  veränderlich  in  Bezug  auf  Seitenlängen  und  Winkel). 

Bei  Belastung  eines  Knotenpunktes  durch  eine  irgendwie  ge- 
richtete Einzellast  kommt  immer  nur  eine  bestimmte  Stabgruppe  bei 
der  Lastübertragung  auf  die  Widerlagerknotenpunkte  in  Betracht. 

Die  Netewerkkuppd  kann  auf  dieselbe  Weise  aus  einem  Eugel- 
fiechtwerk  (Foppl)  abgeleitet  werden^  wie  eine  Schwedlerkuppel;  nur 
muß  das  dabei  zugrunde  gelegte  Eugelflechtwerk  eine  andere  Stab- 
anordnung besitzen.  Bei  den  Schwedlergeflechten  fallen  je  zwei  Drei- 
ecke der  Mantelflache  in  eine  Ebene;  bei  den  Netzwerken  ist  jedes 
Dreieck  der  Mantelfläche  unabhängig  von  den  beiden  Nachbardreiecken 
desselben  Geschosses,  (um  zu  erklären,  warum  im  folgenden  immer 
Netzwerkkuppeln  mit  ungerader  Seitenzahl  angewandt  wurden,  sei  er- 
wähnt, daß  symmetrische  Netzwerkgeflechte  .mit  gerader  Seitenzahl 
Fachwerke  mit  ;,endlicher  Beweglichkeit^',  daher  praktisch  unbrauchbar 
sind;  das  ganze  labile  Fachwerk  bildet  einen  geschlossenen  Mechanismus 
entstanden  aus  einer  zwangläufigen  kinematischen  Kette,  so  daß  sich 
der  überschüssige  Zwang  in  der  Kette  mit  dem  Kettenschluß  verträgt). 

Die  Berechnung  der  Stabspannungen  kann  geschehen: 

1.  nach  der  Methode  von  FöppL*)  Dieselbe  führt  wieder  die 
Berechnung  der  Stabspannungen  eines  Netzwerkgeschosses  selbst  bei 
imregelmäßigem  Grundriß  und  allgemeinster  Lage  und  Bichtung  der 
angreifenden  Kraft  schließlich  auf  die  Aufgabe  der  Zerlegung  einer 
Kraft  in  drei  Komponenten  zurück.  Eine  in  einem  Knotenpunkt  an- 
greifende Kraft  versetzt  sämtliche  Stäbe  in  Spannung  (in  Zonen  unter- 
halb dieses  Knotenpunktes). 

2.  mittelst  Anwendung  des  Verfahrens  von  Henneberg  auf  die 
Netzwerkgeflechte. 

Dieses  ist  hier  von  Wichtigkeit,  weU  das  von  Müller-Breslau 
gegebene  Verfahren  zur  Beurteilung  ungünstigster  (einseitiger)  Be- 
lastungen auf  den  Begriff  der  zwangläufigen  kinematischen  Kette  in 
Verbindung  mit  Berechnung  elastischer  Knotenpunktsverschiebungen 
nach  einer  Methode  gegründet  ist,  welche  der  Hennebergschen  Span- 
nungsbestimmung nachgebildet  ist. 

1)  MÜller-Breslan,  Beitrag  zur  Theorie  des  räumlichen  Fach werks.  Central- 
blatt  der  BauTerwaltang  1891—1892. 

2)  Föppl,  Das  Fachwerk  im  Baume. 
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Dasselbe  gibt  bekanntlich  eine  Stabspannung  in  der  Form: 

/S  =  ©0  +  ®a^a  +  ©b^6  +  ©c^c  +  .  .  .  +  ©n^«. 

Dabei  sind  ©a;  . . .;  ©n  unabhängig  von  den  Lasten;  die  Spannungen  ©0 
müssen  für  jeden  Belastungsfall  ermittelt  werden.  Z^y  Z^j  Z^y  . . .,  Z^ 
bedeuten  die  Spannungen  der  beseitigten  Stäbe.  Setzt  man  die  Span- 
nungen in  den  ,^rsatzstäben^'  gleich  Null^  so  erhält  man  ebensoviele 
Gleichungen  ersten  Grades  als  Kräfte  Z  vorhanden  sind^  ist  also  im- 
stande die  letzteren  zu  berechnen.  Bedingung  ist  jedoch,  daß  die 
Nennerdeterminante  jener  Gleichungen  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  annimmt.  (Sonst  wäre  nämlich  das  Pachwerk  entweder  eines  von 
,,endlicher  Beweglichkeit^^,  oder  aber  von  ,,unendlich  kleiner  Beweglich- 
keif' oder  ein  sog.  ,,Momentmechanismus'^.  * 

Die  elaBüBOhen  Versohiebungen  der  Knotenpunkte. 
(BlaBtiflohe  Formändeningen). 

Die  allgemeine  Untersuchung  der  Formänderung  eines  statisch  be- 
stimmten  räumlichen  Fachwerks  kann  man  nach  einem  Verfahren  aus- 
führen (Müller-Breslau)^),  welches  sich  dem  oben  gezeigten  für  die 
Ermittlung  der  Spannkräfte  anschließt. 

Die  Längen  der  beseitigten  Stäbe  seien  z^^i^gf,  . . .,  die  Längen  der 
Ersatzstäbe  y'y  y"y  y"\  . . .  Schreibt  man  den  letzteren  zunächst  die 
wirklichen  Änderungen  Ay'y  Jy\  ^y"\  ...  zu,  so  erhalt  man  für  die 
Verschiebung  *^,  welche  irgend  ein  B[notenpunkt  m  nach  einer  be- 
stimmten Richtung  erfährt,  den  Ausdruck: 

worin  i^  den  Wert  von  8^  für   den  Fall  bedeutet,   daß   die  Längen- 
änderungen  von  ^y   sämtlicher  Ersatzstäbe   gleich  Null  angenommen 
werden,  während  dm,  dm,  . . .  beziehungsweise  die  den  Zuständen  ^y  » 1, 
z/y"  =1,  ...  entsprechenden  Werte  von  8^  vorstellen. 
Femer  hat  man  für  die  Änderungen  von  z^  z^  .  .  ., 

^^6  ==  ^0^6  +  ^h^y  +  ^'z,  z/y"  +  z/'"^,  z/y  "  +  . . . 


Mittelst  dieser  Gleichungen  kann  man  die  Ay  berechnen;  dadurch  sind 
auch  die  8^  bekannt. 


1)  Müller-Breslau,  Beitrag  zur  Theorie  des  räumlichen  Fachwerks.  Central- 
blatt  der  Bauverwaltung  1891—1892. 
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EinematiBOhe   Srmittliing   der  Stabkräfte.     Sinflnßsahlen.     Sinflufl- 
linien  der  Senkungen  (MüUer-Breslaa).^) 

Es  soll  die  Spannung  S^j^  irgend  eines  Stabes  ik  (Länge  =»  s^^^  in 
der  Form: 

dai^estellt  werden,  wo  x^,  x,,  x,,  . . .  die  EinflußzaUen  sind.  Zur 
Lösung  dieser  für  die  Beurteilung  des  gefährlichsten  Belastungszustandes 
wichtigen  Aufgabe  erhält  man  die  Gleichung 

Ä„^s,t  -  P,d,  +  P,tf,  +  . . .  +  p^d„  +..., 

in  welcher  dj,  dj,  ...  die  Projektionen  der  Verschiebungen  der  Punkte 
1,  2,  3f  . . .  auf  die  Richtungen   von  P^^y  P^,  ...  bedeuten^   und   man 

d 
findet  die  Einflußzählen  mittelst  der  Beziehung:  x„  »  -^  *    Die  Auf- 

gäbe  der  Berechnung  der  Einflußzahlen  ist  nur  ein  einfacher  spezieller 
Fall  der  früher  behandelten  Darstellung  der  elastischen  Verschiebungen. 
Dort  handelte  es  sich  um  die  Ortsveränderungen  der  Knotenpunkte  in- 
folge von  Längenanderungen  sämtlicher  Stäbe;  hier  wird  nach  dem 
Einfluß  einer  einzigen  willkürlichen  Längenänderung  gefragt.  Setzt 
man  diese  letztere  gleich  1,  so  erhalt  man:  «,„  ^  d^-  Hat  man  nun 
für  einen  bestimmten  Stab  die  der  Längenänderung  z/^^;^  »•  1  ent- 
sprechenden Verrückungen  der  übrigen  Knotenpunkte  mittelst  eines 
Verschiebungsplanes  (nach  Williots  für  den  Baum  erweiterter  Methode) 
bestimmt^  und  diese  erhaltenen  Verrückungen  der  Einfachheit  halber 
in  je  drei  Komponenten  S^  ij,  ^  zerlegt^  so  ist  man  imstande,  dies  im 
wesentlichen  so  auszunützen: 

a)  der  Einfluß  lotrechter  Lasten  P^,  P,,  ...  auf  die  gesuchte 
Spannung  ist  dann  S^^  »  SP^. 

b)  der  Einfluß  einer  lotrechten  Last  P^l,  welche  sich  längs 
eines  Sparrens  und  hierauf  längs  des  obersten  Ringes  bewegt,  kann 
durch  eine  Einfl/ußinie  der  Senhmgen  l  dargestellt  werden. 

c)  kann  man  den  Einfluß  S^^  =-  EP^d^  einer  Gruppe  von  in 
Meridian-Ebenen  liegenden  Lasten  P^  (z.  B.  der  Windkräfte  nach 
Loessl)  berechnen. 

Damit  ist  aber  nur  der  eine  Stab  S^j^  erledigt,  für  welchen  eben 
der  ganze  Verschiebungsplan  gezeichnet  wurde. 


1)  Müller-Breslaa,  Beitrag  zur  Thorie  des  räumlichen  Fachwerks,  Central- 
blatt  der  Baayerwaltung  1891—1892. 
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Anmerkung.  Man  kann  hierbei  die  Einführong  der  zwanglanfigen 
kinematischen  Eette  auch  zur  Anwendung  des  Verfahrens  „der  um  90^ 
gedrehten  Verschiebungen^'  benützen. 

n.  Einflnßraiime;  Einflußflächen  und  -Linien. 

Netzwerkknppel;  Schwedlerkuppel.    YeraUgemeinertes  System  der  Berliner 

Beichstagskuppel. 

Die  wichtigste  Methode  der  allgemeinen  Berechnung  ebener  (sowohl 
Fachwerk-  als  auch  Vollwand-)Baukon8truktionen  bildet  die  der  „Ein- 
fluß- oder  Influenzlinien''  irgend  einer  „Wirkung  2".  Wir  fassen  hier 
Z  vorläufig  nur  als  Stabspannung  auf. 

Bebhann  war  der  erste^  der  analytisch  bewies,  daß  es  fOr  Diagonal- 
stabe  eines  ebenen  Fachwerks  im  allgemeinen  einen  neutralen  oder 
y^ullpunkf  geben  müsse.  Die  einfache  graphische  Konstruktion  und 
den  Beweis  dazu  gab  dann  G.  Gulmann.  Müller-Breslau  erweiterte 
dies  durch  die  Benützung  der  sog.  „Zustande  A^\  und  B  =  1%  um 
so  direkt  die  Einflußlinie  der  Stabspannung"  für  einen  bestimmten 
Stab  zu  konstruieren. 

Es  soU  nun  in  den  folgenden  Zeilen  in  der  Berechnung  des  Euppel- 
fachwerks^  deren  Entwicklung  oben  in  gedrängtester  Form  mit  be- 
sonderer Betonung  des  für  diesen  Aufsatz  Wesentlichsten,  bis  zur  teil- 
weisen Bestimmung  der  ungünstigsten  Lasten  hinauf^  gegeben  wurde,  der 
Schritt  zum  Allgemeinsten  getan  werde. 

Es  sei  ein  beliebiges  Euppelgeflecht  gegeben.  Die  Lastüber- 
tragung findet  nur  an  den  Knotenpunkten  statt;  wir  denken  uns  dieselbe 

etwa  durch  Stander  vermittelt.  Oben  sei 
auf  dieselben  eine  materielle  Ebene  gelegt, 
die  entsprechend  den  Lastübertragungs- 
punkten zerschnitten  gedacht  wird  (so  wie 
die  Längstrager,  welche  auf  den  Quer- 
tiugem  ruhen,  in  der  ebenen  Theorie). 

Über  dieselben  wandere  nun  eine 
Einzellast  =»  1.  Bei  einer  allgemeinen 
aber  ganz  bestimmten  Lage  dieser  wandern- 
den Last  =  1  besteht  im  Kuppelfachwerk 
ein  ganz  bestimmter  Spannungszustand. 
Trägt  man  nun  für  einen  bestimmten  Stab  S  die  ihm  entsprechende 
Spannung  auf  der  Lastlotrechten  auf  (s.  Figur  2),  und  tut  'dies  fOr 
jede  Lage  der  Last  1,  so  entsteht  fOr  den  Stab  eine  ,^influß-  oder 
Influenzfläche^^    Die  „Wirkung'^  ist  gleich  der  Stabspannung. 
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Betrachten  wir  zunächst  eine  solche  allgemeine  EinfluSfläche.  Die 
entstehenden  Räume  A,  B  (s.  Fig.  3)  nennen  wir  ,^influß-  oder  In- 
fluenzräume'', die  Linien  a  b  ,,neutrale  oder  Nulllinien"  (eine  Ver- 
wechslung mit  den  Nulllinien  eines  Mob  ins  sehen  Nullsystems  ist 
wohl  nicht  möglich);  auch 
gibt  es  ,pieutrale  oder  Null- 
flächen''. 

Es  ist  nun: 

dZ ^p  '  dx  •  dy  '  fj, 
also 

Z  =-  j  j  p  '  dx  '  dy  '  ri 

9 

p  =  Belastung      für      die 
Flächeneinheit. 

Ist  die  Belastung 
gleichförmig  verteilt,  also 
p  =»  const.,  so  ist 

Z^pjyrj'dX'dyy 

9 

d.h. 

Z^p.K, 

wobei  £=  Einflußraum  über 
dem  Gebiete  G. 

Anmerkung:  K  ist  nur  in  der  Darstellung  und  nicht  in  der 
Dimension  ein  Körper.  Daß  diese  Gleichung  nur  eine  Zahlengleichung 
isi^  sieht  man  auch  daraus,  dafs  die  Dimensionen  links  und  rechts  nicht 
übereinstimmen. 

Allgemein  ist  für  ein  senkrechtes  Lastsystem 

Die  Ermittlung  von  max  Z  und  min  Z  bei  gegebenem  Einfluß- 
raume  ist  dieselbe  wie  in  der  Ebene. 

Als  Belastung  ziehen  wir  von  jetzt  an  nur  die  gleichförmig  ver- 
teilte (natürlich  auch  partiell)  in  Betracht. 

Bevor  wir  in  der  allgemeinen  Betrachtung  weitergehen,  sei  erwähnt, 
daß  man  den  oben  aufgestellten  Begriff  auch  „Einflußfläche  über 
Ebenen"  nennen  kann;  daß  diese  Form  für  Flechtwerktnlger^)  (bei  all- 

1)  Wir  sagen  bei  den  theoretischen  Untersnchnngen  gewöhnlich  ,,Fachwerk^' 
oder  fyFlechtwerk'^  ohne  zwischen  „Fachwerk^^  und  „Fachwerkträger^^  immer  streng 
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gemeinster  Form  und  Lage  derselben)  nicht  brauchbar  ist,  sieht  man 
sofort  ein.  Wohl  kann  man  bei  einem  Flechtwerkträger  allgemeinster 
Form  sich  ^^Einflußflächen  um  Punkte^^  denken  (dadui'ch  entstanden^  daß 
man  die  in  einem  Flechtwerkknotenpunkt  angreifende  ^^Kraft  1^  sich  be- 
liebig gedreht  denkt  und  immer  auf  der  Richtung  derselben  den  je- 
weiligen Spannungsbetrag  8  aufträgt)^  doch  auch  diese  sind  der  Natur 
der  Sache  nach  ohne  Bedeutung  für  die  wirkliche  Berechnung  der 
ungünstigsten  Stabspannungen.  ^) 

a)  Das  Netswerkgefleoht. 

Denken  wir  uns  nun  die  Stabspannung  in  einem  bestimmten 
Stabe  S  für  die  LaststeUungen  a,  by  c  ermittelt  und  über  a,  by  c  auf- 
getragen. Es  läßt  sich  dann  leicht  zeigen:  Die  Einflußlinie  zwischen 
zwei  Nachbarknotenpunkten  ist  eine  Gerade. 

Femer:  Die  Einflußfläche 
zwischen  drei  Nachbarknoten- 
punkten ist  eine  Ebene. 

Man  hat  nämlich  im  ersten 
Fall  (s.  Fig.  4): 


Wg 

.4. 

^ 

A 

„...ec  ., 

B 

9 

'         ' 

f 

ß       A      B 
'  a>     'ß~'a' 

1 

A 

8,  +  BS,= 

l-5„, 

Sa 

=  5,.i.«. 

=  Ca, 

also  eine  Gerade. 
Da  die  Einflußlinien  ab,  bo,  ca  (s.  Fig.  5)  Gerade  sind,  so  ist 
auch  die  Einflußfläche  zwischen  drei  Knotenpunkten  eine  Ebene.  Denn 
durch  den  beliebigen  Ort  o  der  Einzellast  =  1  kann  man  einen  Strahl 
durch  einen  der  Nachbarknotenpunkte^  etwa  durch  b  ziehen;  zerlegt 
man  nun  1  in  zwei  Eomponanten  bei  b  und  ß,  so  hat  man  in  Bezug 
auf  y  dieselben  Verhältnisse,  wie  früher  bei  g. 


zu  nnierscheiden;  es  ist  dies  erlaubt,  weil  man  ja  die  Auflagerbedingungen  in 
jedem  Auflagerknotenpunkte  durch  „Auflagerstäbe*^  ersetzen  kann,  wodurch  sofort 
der  zuerst  wesentlich  erscheinende  Unterschied  so  gut  wie  verschwindet. 

1)  Demnächst  sollen  einmal  die  interessanten  Beziehungen  besprochen  werden, 
welche  bei  Inangriffiiahme  eines  Flechtwerks  (beziehungsweise  eines  Flechtwerk- 
trägers) durch  ein  ,^ebfMdene8  Kräftesystem"  zwischen  diesen  äußeren  Kräften, 
den  durch  dasselbe  im  Flechtwerk  hervorgerufenen  Stabspannungen  und  gewissen, 
mit  dem  Flechtwerk  zusammenhängenden  charakteristischen  Flächen  bestehen. 
(Anwendung  der  Astatik  auf  die  Flechtwerktheorie). 
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Dadurch  ist  also  für  den  Mantel  des  Netzwerkgeflechtes  als  Einfluß- 
fläche eine  Polyederfläche  bestimmt^  die  aus  lauter  Dreiecken  besteht 

Wir  haben  vorausgesetzt^  daß  die  Knotenpunkte  der  Kuppel  auf 
einer  Drehungsfläche  liegen.  Wegen  der  Symmetrie  des  ganzen  KuppeL 
fachwerks  genügt  es  bei  der  Bestimmung  der  Einflußflächen  der 
Spannungen  für  sämtliche  Kuppelstäbe  nur  die  Belastungsfälle:  1'  in 
Knotenpunkt  A,  in  Bj  u.  s.  w.  (s.  Fig.  6)  d.  h.  also  nur  in  je  einem 


Fig.  6. 


Fig.  6. 


Knotenpunkt  eines  Ringes  zu  betrachten.  Diese  zur  Bestimmung  der 
Einflußflächen  sämtlicher  Stabgattungen  ausreichenden  nBelastungsfälle 
(n  »  Geschofszahl  der  Kuppel)  soUen  heißen; 

Zustand  -4  =  1,    Zustand  5=1,  Zustand  0=1  u.  s.  w. 

Für  jeden  solchen,, Zustand'^  müssen  die  Stabspannungen  bestimmt  werden 
(nach  den  früher  angegebenen  Methoden).  Beim  NeU!toerkg$flecht  sind 
stets  sämtliche  Stäbe  (unterhalb  des  belasteten  Knoten/pmktes)  in  Spannung. 


b)  Das  Sohwedlergefleoht. 

Zur   wirklichen  Ausführung   der  Methode  der  „Einfluß-  oder  In- 
flnenzräume^'  dienen  hier  wieder  die  Belastungsfölle,  welche  wir  als  die 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


Zustände   Ä^l,    B=l,    C«=l,   ...    bezeichnet   haben,   im   ganzen 
n  (=  Geschoßzahl)  Zustände. 

Hier  tritt  nun  ein  Umstand  ein,   den  wir   schon   in  a)  (in  Bezug 
auf  den  Raum  des  Latemenringes)   stillschweigend  übergangen   haben. 
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10  Zur  Theorie  des  rätimlichen  Fachwerks. 

Steht  nämlich  in  cd  über  einem  Trapezfelde  die  Einzellast  »1^  so 
liegen  um  dieselbe  vier  benachbarte  Lastübertragongspunkte.  Im  ersten 
Augenblick  erscheint  es^  als  ob  es  drei  wären  und  man  infolgedessen 
1  sofort  in  drei  Komponenten  zerlegen  könnte^  und  ähnlich  so  die 
Einflußflächen  der  Stabspannungen  zu  konstruieren^  wie  es  beim  Netz- 
werkgeflechtmantel der  Fall  war.  Man  muß  diesen  Gedanken  aber 
sofort  aufgeben.  Es  ist  luLmlich  auf  der  früher  erwähnten,  der  leichteren 
Vorstellung  wegen  eingeführten  Ebene  ee^  welche  die  Lastübertragung 
vermittelt^  Schnitt  ad  von  derselben  Berechtigung  wie  (der  durch  die 
vorhandene  Diagonale  bestimmte)  hc.  Man  erkennt  dies  aber  auch 
daraus,  daß  eine  zugelassene  zweifache  Zerlegung  von  1  (Lasteinheit) 
einmal  nach  hcd  (s.  Fig.  8),  ein  anderes  Mal  nach  ahd  (bei  der  an- 
genon^menen  Lage  von  ci)  nicht  ein  und  denselben  Wert  des 
Einflusses  auf  die  Stabspaimungen  gibt,  also  falsch  ist.  Überdies 
spielt  die  in  das  Feld  eingespannte  Diagonale  schon  deswegen 
nicht  die  ihr  oben  zugedachte  Rolle,  weil  sie  ja  auch  ganz  fehlen 
kann,  (um  beim  statisch  bestimmten  Geflecht  zu  bleiben,  stelle 
man  sich  etwa  vor,  daß  die  Diagonalen  eines  Geschosses,  höchstens 
bis  auf  drei,  entfernt  und  im  Latemenring  zur  BUdung  eines 
sogenannten  „Scheibenringes^^  oder  in  sonstiger  Anordnung  ver- 
wendet wurden.^)) 

Wären    die    vier    Knotenpunkte    des    Trapezfeldes    absolut    feste 
Punkte,  so  wäre  die  Zerlegung  der  Last  1  (im  Punkte  o)  nach  diesen 

vier  vertikalen  Komponenten  oo^fach  mög- 
^*'^  lieh.      Diese    Erörterung    läßt    sich   auch 

ganz   analog   auf  den  noch  allgemeineren 
Fall   des   Latempolygons   des  Kuppelfeu^h- 
werks  (das  System  des  Geflechtes  ist  hie- 
bei     ganz     gleichgültig)     anwenden.       Es 
haben    mm    infolge    der    Elastizität    des 
ganzen  Stabgebildes  die  Punkte  1,  2,  . . .,  8 
(s.   Fig.  9)    gewisse     Senkungsfähigkeiten 
(-P  oder  — ).     Das  Fachwerk  ist  ein   sta- 
tisch    bestimmtes     und     setzt    sich    den 
auf  dasselbe   einwirkenden  Lasten   gegen- 
über in  einer   und   nur  in   einer   ganz  bestimmten  Weise  ins  Gleich- 
gewicht.    Es   ist    diejenige   Zerlegung    der    im    Punkt    m    wirkenden 
Last  =  1   die  wirklich  eintretende,  welche   die   wahre  Formänderungs- 


1)  Die  Prüfung,  ob  bei  diesem  AustauBch  von  Stöben  das  Fachwerk  auch 
wirklich  ein  stabiles  bleibt,  ist  eine  Sache  füx  sich. 
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Fig.  10. 


arbeit  des  Fachwerks  zu  einem  Minimum  macht*)  Dabei  ist  aber 
vorausgesetzt ,  (was  wir  auch  immer  tun  werden,  wenn  nicht 
eigens  anderes  hervorgehoben): 

1.  ein  spannungsloser  An- 
fangszustand; 

2.  die    Temperaturande- 
rung  Jt=^  0; 

3.  unverschiebbare  Wider- 
lagerknotenkunkte  ^c  =  0. 
(Die     bew^lichen     Auflager 
seien  reibungslos). 

Es    sei    nun    irgend    ein 
Euppelgeflecht  gegeben;  seine 

Latemringknotenpunkte 
heißen  A^p  A^y  A^,  A^  . . .,  A^, 
(n  =  Anzahl  der  Sparren). 

Die    für    eine   bestimmte 
Stellung  der  Last  1   auf  der  Latemenfläche  im  Punkte  cd  (rr,  y)  sich 
eingebenden  Komponenten   seien   entsprechend:   X^^  X^,  X^y  . . .,  X„. 
Die  Last  wandere  über 
die     ganze     Laternen- 
flache.       Welches     ist 
die    Einfiußfläche     der 
wahren  inneren  Defor- 
mationsarbeit des  Eup- 
pelfachwerks? 

Die   wahre  Defor- 
mationsarbeit ist 

Ef' 

Dabei  sind:  S  die 
Stabspannungen  für  den  ' 
ins  Auge  gefaßten  be- 
stimmten Belastungs- 
fall y  8  die  Stablange, 
f  der  Stabquersehnitt; 
E    der    Elastizilätsmodul    (der    für    sämtliche    Stabe    konstant    sei). 

1)  Daß  hier  bei  der  Benfitznng  des  Minimmnsatzes  von  Alberto  Castigliano 
eine  neae  allgeineine  Form  der  „Deformationsarbeit*^  angewendet  werden  mufi, 
wird  sich  später  zeigen. 


Fig.  11. 


w  ^-2't 
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Für  eine  'bestimmte  Laststellung  o  erhalt  man  die  Komponenten 
Xi)  X^,  -  •  -1  X^  immer  aus  der  Bedingung^  daß  die  Formändenmgs- 
arbeit  ein  Minimum  wird.  Die  Komponenten  X^,  . . .,  X^  die  das  Min  Ä 
erzeugen^  lassen  sich  ans  dem  Gleichungssystem: 

berechnen. 

Es  ist  nämlich: 

(3)  8^SiX,  +  S,X,  +  ...  +  8,X,..., 

wobei  S^  die  Stabspannung  entsprechend  der  Last  =  1  im  Knoten- 
punkte Ä^  u.  s.  w.  ist.  Führt  man  (3)  in  das  System  (2)  ein,  so  er- 
hält man  ein  System  homogener,  linearer  Gleichungen  in  den  X^  X^, . . .,  X^. 

Dasselbe  gibt  in  diesem  Falle  (außer 
^8- 12.  Xi  =  0,    X;  =  0,    .  .  .,  .  was    hier 

der  Natur  der  Sache  nach  keine 
Rolle  spielt)  ein  ganz  bestimmtes 
Verhältnis  Xj :  X, :  Z,  :  . . .  :  X„  der 
unbekannten,  unabhängig  Yon  der 
Größe  der  wandernden  Last;  d.  h. 
geometrisch,  es  ist  dadurch  ein  ganz 
bestimmter  Ort  der  Latemenfläche 
hervorgehoben,  in  welchem  eben 
die  wandernde  Last  stehen  muß, 
damit  das  Min  Ä  eintritt.  Im  all- 
gemeinen ist  dieses  analytische  Minimum  der  Formänderungsarbeit 
über  der  Latemenfläche  Vorhemden,  und  fällt  dessen  Ort  mit  der  Kuppel- 
achse zusammen.  Die  Fläche  der  Deformationsarbeiten  ist  eine  in  Be- 
zug auf  die  Kuppelachse  symmetrische. 

Wir  gehen  nun  zur  allgemeinen  Berechnung  der  Großen  Xj,  X,, 
X^  .  . .,  X^  selbst  über.i)     Mit  einem  Trapezfelde  (s.  Fig.  10)  sei  der 

1)  Als  ein  spezieller  Fall  der  obigen  Angabe,  der  auch  nicht  ohne  prak- 
tisches Interesse  ist,  sei  folgender  erwähnt:  eine  ideelle  gewichtslose  Ebene  ruht 
auf  n  Vertikalstäben  von  verschiedener  Länge  und  verschiedenem  Querschnitt; 
Ei^  E^,  .  .  .y  E^  seien  die  Elastizitätsmoduln  der  einzelnen  Stabmaterialien.  In 
einem  beliebigen  Punkte  to  der  Ebene  wirkt  auf  dieselbe  die  Last  =1';  wie  groß 
sind  die  n  Komponenten,  welche  auf  die  Yertikalsi&be  Übertragen  werden? 

Nennt  man  die  Spannung  in  einem  Auf  lagerstab  allgemein  jS,  so  kann  diese  durch 

S~S,  +  8,X,  +8,X,  +  S,X,  +  ... 
dargestellt  werden. 

Verwandelt  man  nämlich  die  statisch  unbestimmte  Stüteung  in  eine  statiKh 
hesHmnUe,   d.  h.  entfernt  man  alle  übrigen  Stützen  bis  auf  drei,   und  nennt  die 
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Ein&cUieit  halber  begonnei).  Die  Einflußlinien  längs  der  Sparrenstab- 
und  Ringstabzüge  seien  schon  bestimmt.  Fig.  12  zeigt  ein  Trapezfeld 
mit  denselben. 

Wir  schlagen  znr  Bestimmung  der  Gleichung  der  Einflußfläche 
folgenden  Weg  ein: 

Es  muß  die  wahre  innere  Deformationsarbeit  ein  Minimum  sein. 
Dabei  ist  aber  fest  zu  halten: 

Bei  vollkommen  willkürlicher  Bewegung  des  Punktes  a  über  das 
ganze  Feld  ist  die  mögliche  Eomponentenmannigfaltigkeit  (X)';  bei 
einem  bestimmten  Punkte  a  ist  diese  nur  mehr  (X)^.  Die  Festlegung 
des  Punktes  oj  hat  aber  auch  im  Ausdrucke  der  Formänderungsarbeit 
Berücksichtigung  zu  finden.    Mit  anderen  Worten  es  muß 

^  -^  2  W 

ein  Minimum  werden  unter  den  Bedingungen: 

n  n 

(4)  ^*X^x^=^Px,nnd  da  P=l,     '^X-x^x, 

(5)  ^X^.y^^P.y,    „     „    P=l,    ^Xy^y, 

1  1 

oder  aber,  wenn  wir 


80  erhaltenen  Spannungen  S^^  behält  man  weiter  die  statiach  bestimmte  Stützung 
bei  und  setzt  X^  =  1,  so  erhält  man  die  Spannungen  8^  u.  s.  w.;  es  ergeben  sich 
80  (n  —  3)  „Zustände  X  =  1^\  weil  es  (n  —  3)  statisch  unbestimmbare  Größe  X 
giebt.  Um  nun  die  Xj,  X,,  .  .  .,  X^_g  zu  bestimmen,  wendet  man  auf  alle  Zu- 
stiUide  X^  =  1,  X,  »  1,  .  ,  .,  X^_g=  1  das  Gesetz  der  virtuellen  Verschiebungen 
an,  indem  man  als  ,, virtuelle*'  Verschiebungen  die  dem  statisch  bestinunten  Zu- 
stand entsprechenden  Verschiebungen  annimmt;  dadurch  erhält  man  so  viele 
Arbeitsgleichungen  als  unbekannte  Größen  X  vorhanden  sind  und  kann  letztere 
leicht  berechnen.  Hat  man  die  X,  so  sind  auch  die  übrigen  Stabspannungen 
(Auflagerkomponenten)  leicht  bestimmt.  Man  sieht,  daß  sich  auf  diesen  Fäll 
eine  ganz  analoge  Methode  anwenden  läßt,  wie  bei  der  Berechnung  statisch  un- 
bestimmter Fachwerke.  Als  wesentlich  für  diesen  speziellen  Fall  ist  die  Unab- 
hängigkeit der  Verschiebungen  der  Stützpunkte  zu  betrachten.  (Man  hätte  auch 
davon  ausgehen  können,  daß  die  Größen  X  so  zu  wählen  sind,  daß  die  Form- 
änderungsarbeit des  ganzen  Systems  ein  Minimum  wird).  Bei  dem  Hinweis  auf 
das  Riesenflechtwerk  der  Weltausstellung  zu  Saint-Louis  werden  wir  noch  einmal 
auf  diese  Methode  zurückkommen. 


Digitized  by 


Google 


14  Zur  üieoiie  des  linmHdieii  FmAwvA». 

und 

1 

setzen  und  die  Methode  der  unbestimmten  Multiplikatoren   anwenden^ 

folgt,  daB 

(6)  Ä  =  A  +  X'q}  +  ii't 

ein  Mmimum  werden  muß,  wobei  X  und  f*  unbestimmte  Multiplikatoren 
sind.     Damit  dies  eintritt,  muß  das  Gleichungssystem  bestehen: 

Die  Gleichung  (4),  (5),  (7)  ermöglichen  die  Berechnung  der  Großen 
X^,  X^y  X^  X^  Xj  fi,  von  welchen  uns  nur  die  vier  ersten  interessieren. 

Anmerkung.  Die  Funktion  Ä  soll  y,idedU  Formänderungsarbaif' 
heißen.    Man  hat  schon  firüher  fBr  den  Ausdruck 

Ä  +  Z^  +  Z,, 

(wobei  Ä  die  gewohnliche  Formänderungsarbeit,  ohne  Bücksicht  auf 
Temperaturänderungen  und  Verschiebungen  der  unbeweglich  kon- 
struierten Auflager,  ist,  und  Z^,  Z^  zwei  Zusatzglieder  sind,  wdche 
beziehungsweise  die  Temperaturanderungen  und  die  Langenanderungen 
der  ideellen  Auf  lagerstabe  berücksichtigen)  den  Namen  „ideelle  Form- 
änderungsarbeit^  gebraucht,  und  es  ist  auf  diesen  wesentlichen  Unter- 
schied wohl  zu  achten. 

Entwickelt  man  die  erste  der  Gleichungen  (7),  so  hat  man: 

oder 

Ebenso  findet  man  die  drei  übrigen  Gleichungen: 

wobei  die  27  (Summe)  über  das  ganze  Fachwerk  zu  erstrecken  ist. 
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Setzen  wir 


ET  "  ^^' 


Ef 


=-  «13    U.  8.  W. 


wobei 


«11  ""«M^ 


U.  8.  W. 


«M 


ist  (die  Koeffizienten  a  sind  in  gewissem  Sinne  Fachwerkkonstante), 
so  erhalten  wir  f&r  die  Berechnung  von  X^,  X^,  X^,  X^  k,  {i  znsammen- 
gestellty  folgende  6  Gleichungen: 


(70 


(4') 
(5') 


\iXi  +  OijX,  +  «ijX,  +  «1^X4  +  a?!  •  A  +  ^1  •  fi  «  Ö 
0,1X1  +  a«X^  +  «jjXj  +  0,4X4  +  x^'  X  +  y^'  fL^O 
0,1  Zi  +  «wX,  +  OjjXj  +  «34X4  +  rc8-A  +  y8*f*=-0 
O41X1  +  a4,X,  +  04,^  +  044X4  +  a;g  •  X  +  y*  •  f*  =  0 

a?i  Xj  +  a;,  X,  +  o;,  X,  +  ^4  X4 

^  +  y»  ^8  +  »4  ^4 


pi  Xi  +  a;, 
Wi  ^1  +  Vi 


=  a? 


Man  kann  durch  Elimination  von  X  und  (i  sich  4  weitere  Glei- 
chungen abgeleitet  denken,  die  nur  Xi  X,  X,  X4  linear  enthalten,  von 
denen  2  homogen  und  2  nichthomogen  sind: 

«iXi  +  OjX,  +  OjXg  +  «4^4  ="  0 

6iXi  +  6,X,  +  6,X3  +  64X4  =  0 
aTjXi  +  a:jX,  +  x^X^  +  x^^X^  =  x 
yiXi  +  y,  X,  +  ygX,  +  y4X4  -  y. 

Diese  Gleichungen  kann  man  sich  sofort  nach  den  Xi,  X^,  X^y  X4 
au%elo8t  denken.  (Die  Ghrofien  {1^,  a^  . , .  \,  b^,  \  . . .  sind  Zahlen- 
koeffizienten, entstanden  aus  denen  der  Gleichungen  (7').) 

Es  folgt  aus  dieser  Auf  losung  (etwa  durch  allmähliche  Elimination), 
daß  die  Größen  X  lineare  Funktionen  der  Punktkoordinaten  x,  y  sind, 
Attö  Gleickung  (3)  folgte  daß  auch  die  Spannung  8  eine  lineare  Funktion 
der  Koordinaten  x,  y  des  Punktes  o  ist;  mit  anderen  Worten,  es  ist 
bewiesen,  dafi  die  Einflußfläche  einer  beliebigen  Stabspannung  innerhalb 
eines  Trapezfddes  eine  Ebene  ist. 

Der  Vollständigkeit  halber  betrachten  wir  noch  kurz  die  EinfluB- 
yeriiattnisse  in  d^r  Latemenfläche  (Text  Fig.  2).    Es  muß  auch  hier 
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bei  Festlegung  eines  bestimmten  Punktes  cd  die  Funktion  (6)  zn  einem 
Minimum  werden.     Man  hat  die  Gleichungen: 


(7*) 


(4*)  Ix,  X^+x,  X^+x^  X^+x^  X^+ +x,  X,  -a: 

(5*)  \y,  X,+y,  X,+y,  X,+y,  X,+  •  •• +y,  X,  «y. 

Diese  (n  +  2)  linearen  Gleichungen  bestimmen  die  (n  +  2)  Unbekannten 
X|  . .  .  X,,  A;  /i.  Man  sieht  wieder  sofort,  daß  aus  diesem  Gleichungs- 
system sich  die  X^,  X^  ...  X,  als  lineare  Funktionen  der  Punktkoor- 
dinaten Xf  y  bestimmen  lassen.  Es  sind  also  auch  die  Einflußflächen 
der  Stabspannungen  8  über  der  Latemenfläche  (unabhängig  vom  Kuppdr 
System)  Ebenen, 

An  die  wirkliche  Auflösung  der  Gleichungen  (7*)  (4*)  (5*)  ist, 
weil  sie  viel  zu  zeitraubend  wäre,  wohl  nicht  zu  denken;  sie  soUten 
uns  nur  dazu  dienen  das  Gesetz  der  Einflußflächen  zu  finden.  Spricht 
man  also  Yon  Einflußflächen  der  Stabspannungen  eines  Euppelfachwerks^ 
so  hat  man  immer  zweierlei  im  Auge  zu  behalten: 

1.  Die  Einflußlinien  der  Stabspannungen  längs  der  Sparrenstab- 
und Ringstabzüge  (diese  sind  in  den  Zeichnungen  der  Tafeln  dargestellt), 

2.  Die  Einflußflächen  über  den  Trapezflächen  und  der  Latemen- 
fläche, die  nach  dem  Vorhergehenden  Ebenen  sind. 

Anmerkung.  Yon  den  vertikalen  Lasten  ist  tatsächlich  nur 
die  gleichförmig  verteilte  im  Auge  behalten  worden.  Man  könnte  nun 
noch  zu  schief  stehenden  Lasten  übergehen  und  deren  Einfluß  all- 
gemein durch  Einflußflächen  darzustellen  versuchen.  Dieser  Fall  ist 
aber  praktisch  nicht  von  Bedeutung;  denn  wirken  Einzellasten  von 
schiefer  Richtung  auf  die  Knotenpunkte,  so  ist  dies  bei  bestimmter 
Windrichtung  ein  Belastungsfall,  für  den  man  einen  Kräfbeplan  zeichnet. 
Läßt  man  dann  alle  Windrichtungen  als  gleich  möglich  zu  (wie  man 
es  bei  Kuppeln  gewöhnlich  tut),  so  gilt  der  am  ungünstigsten  in 
Anspruch  genommene  Stab  einer  Stabgattung  als  Norm.^) 

1)  Wir  haben  oben  immer  als  mobile  vertikale  Belastung  die  Sckneelast  im 
Auge  gehabt.  In  einem  vereinzelten  aber  vom  theoretischen  Standpunkte  sehr 
interessanten  Fall  werden  auch  Menschengedränge  und  andere  mobile  Lasten 
überhaupt  auf  das  Geflecht  wirken.  Es  ist  dies  so  bei  dem  für  die  Weltaussieüung 
in  Saint -Louis  als  ,,clou^^  geplantem  Eugelflechtwerk   mit  sehr  großem  Durcb- 
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Es  wurde  oben  gezeigt^  daß  innerhalb  des  Latemenraomes  die 
Einflußfläche  einer  Stabspannong  eine  Ebene  ist.  Sei  nun  nn  die 
Nnlllinie  (Schnittlinie  der  Einflnßebene  mit  der  Grundebene^  7on  welcher 
ans  die  Einflnüsstrecken  aufgetragen  werden)  innerhalb  der  Laternen- 
flache  für  einen  bestimmten  Stab  eines  Geschosses;  n'n\  n"n'  . . .  seien 
die  Nulllinien  (innerhalb  der  Laterne)  für  die  cyklisch  nächstfolgenden 
Stäbe  derselben  Gattung  und  desselben  Geschosses^  so  sieht  man,  daß 
sich  infolge  der  Achsensymmetrie  der  Kuppel  innerhalb  des  Latemen- 
polygons  1,  2,  3,  . . .,  w,  ein  Kempolygon  l\  2\  . . .,  n'  für  diese  Stäbe 
zeichnen  läßt.  Wie  der  Name  sagt,  ist  seine  Bedeutung  folgende: 
Lmerhalb  von  1',  2\  . .  .^  n'  (des  Kernes)  stehende  Lasten  rufen  in 
sämtlichen  Stäben,   auf  welche 

sich    derselbe    bezieht,    gleich-  Fig.w. 

artige  Spannungen  hervor;  steht 
die  Last  (=  1)  außerhalb  des 
Kempolygons  (jedoch  noch  inner- 
halb des  Latemenpolygons),  so 
sind  diese  Spaimungen  un- 
gleichartig. 

Eine  andere  Frage  ist  die 
nach  etwaiger  Vereinfachung 
der  Konstruktion  der  Einfluß- 
linien. Man  weiß,  eine  Einfluß- 
linie eines  Fachwerkstabes  in 
der  Ebene  geht  geradlinig  un- 
ter mehreren  Lastübertragungs- 
punkten hindurch.  Dort  ist  es  leicht,  dies  zu  zeigen,  da  die  analytischen 
Gesetze  für  die  Spannungsgrößen  relativ  einfach  sind.  Man  kann  hier 
eine  Vereinfechung  mittelst  projektiver  Geometrie  versuchen.  Wir  wollen, 
um  diese  vereinfachende  Behandlung  zu  zeigen,  ein  Kuppelfachwerk  all- 
gemeinster Form  betrachten  und  seine  Berechnung  auf  die  oben  vor- 
geführte Einflußmethode  zurückführen. 

Es  sei  ein  Kuppelgeflecht  mit  elliptischem  Grundriß  gegeben.  (Bisher 
hatten  wir  immer  als  Knotenpunktfläche  eine  Drehungsfläche  voraus- 
gesetzt).    Man  kann  sich  immer  denken,  daß  dieses  Kuppelfachwerk 


messer,  dessen  Äqnatorknotenpankte  durch  eine  große  Anzahl  von  Fachwerk- 
pfeilem  gestützt  werden.  In  das  Flechtwerk  selbst  werden  horizontale  BOden 
eingebaut,  woraus  sich  die  oben  erwähnte  Belastung  ergiebt.  Leider  ist  es  dem 
Verfasser  bis  jetzt  nicht  gelungen,  die  fOr  dieses  Bauwerk  in  Saint- Louis  an- 
gestellten theoretischen  Berechnungen  oder  schematische  Skizzen  der  Konstruktion 
desselben  zu  erhalten. 

Z«itaehrift  f.  MAthenuttik  o.  Physik.  4».  Band.  1908.  I.Heft  ^  ^^  T 

Digitized  by  VjOOQIC 


18 


Zur  Theorie  des  räumlichen  Fachwerks. 


Fig.  14. 


aus  einem  Drehungsfachwerke  entstanden  ist  (s.  Fig^  14).  Das  kugel- 
förmige und  das  ellipsoidisclie  Fachwerk  sind  bekanntlicli  zwei  raumlich 
affine  Gebilde  und  zwar  ist  hier  die  Papierebene  die  „Affinitätsebene" 
und  die  darauf  senkrechte  Strahlenrichtung  die  „Richtung  der  Affinitäts- 
strahlen*^ 

Das  die  Affinität  kennzeichnende  Verhältnis  ist  —  •    Jede  Strecke 

a 

des  EUipsoidgebildes  hat  mit  der  entsprechenden  im  Kugelgebilde  eine 

X-  und  jEf-Komponente  von  gleicher  Größe, 
die  y-Eomponente  dagegen  ist  im  Ver- 
hältnis —  verkürzt. 
a 

Leicht  läßt  sich  nun  beweisen: 
Affinen     Bdastwngen     der     beiden 

affinen     Fachwerkhufppeln     entsprechen 

affine  Eräfteplä/ne, 

(Affine    Belastungen     sind    solche^ 

welche  affine  Kraftstrecken  zur  Dar- 
stellung haben.)  Um  dies  zu  beweisen^  denken  wir  uns  etwa  bei 
beiden  Kuppeln  einen  Fachwerkknoten  herausgeschnitten,  an  welchem 
man  die  Spannungsbestimmung  (Zeichnung  des  räumlichen  Kräfte- 
polygons)  beginnen  kann,  an  dem  also  eine  „äußere  Kraft"  und  drei 
Fachwerkstäbe  angreifen.  Um  in  beiden  Kuppelgeflechten  diese  drei 
Stabspannungen  zu  bestimmen,  wenden  wir  die  Föpp Ische  Methode 
an.  Das  jedem  der  zwei  Knotenpunkte  entsprechende  Bjräffcepolygon 
ist  ein  räumliches  Viereck.  Dasselbe  zerfällt  durch  die  Strecke  der 
„Hüfskrafb"  in  zwei  Dreiecke.  Wir  fassen  nun  diejenigen  zwei  Drei- 
ecke ins  Auge,  welche  je  einer  Kuppel  entsprechen  und  je  die  äußere 
Kraft  als  Seite  enthalten.  In  denselben  sind  die  äußeren  Kraftstrecken 
als  affin  vorausgesetzt,  ebenso  je  die  Richtungen  der  beiden  anderen 
Seiten.  Da  einander  affin  entsprechende  Geradenpaare  affine  Schnitt- 
punkte besitzen,  so  sind  auch  die  dritten  Punkte  der  oben  betrachteten 
zwei  Kräftedreiecke  entsprechende  Punkte.  Da  sich  aber  der  ganze 
räumliche  Kräfteplan,  der  dem  jeweiligen  Spannungszustande  ent- 
spricht, aus  solchen  Dreiecken  zusammengesetzt  denken  läßt,  so  kommt 
man  durch  schrittweise  Anwendung  des  soeben  Gefandenen  zu  dem 
oben  behaupteten  Satz. 

Damit  ist  die  allgemeinste  Berechnung  dieser  Kuppeln,  nämlich 
mittelst  imgünstigster  einseitiger  Belastungen,  wesentlich  vereinfacht. 
Da  nämlich  das  ellipsoidische  Kuppelfachwerk  einer  Symmetrie  um 
seine  Achse  entbehrt,  so  wäre  die  Bestimmung  der  Einflußflächen 
mittelst   direkter   Spannungsberechnung   im    eUipsoidischen  Fachwerke 
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durch  Zeidmung  von  nur  solchen  Erafkeplänen,  welche  den  Belastungen 
von  1'  längs  der  Knotenpunkte  eines  Sparrens  entsprechen^  unmöglich. 
Mittelst  der  oben  aufgestellten  Beziehung  aber  zwischen  den  Spannungs- 
größen beider  Kuppelfachwerke  bei  affinen  Belastungen  kann  man  die 
Einflußflächen  der  Stabspannungen  für  das  ellipsoidische  Fachwerk  in 
folgender  einfacher  Weise  bestimmen.  Man  berechnet  zuerst  das  Hilfs- 
kugelfachwerk  wie  früher  gezeigt  wurde.  Faßt  man  eine  beliebige 
Spannung  im  Eugelfachwerk  heraus^  so  findet  man  die  Größe  der  ent- 
sprechenden Spannung  im  ellipsoidischen^  wenn  man  die  y- Kom- 
ponente der  ersteren  im  Verhältnis  von  —  verkürzt.     Weiter  laßt  sich 

zeigen:  Die  von  den  irgend  einer  Stabspannung  entsprechenden  neutralen 
Linien  beim  Kreisknppelfachwerk  in  der  xy-Ebene  gebildeten  Figuren 
sind  affin  zu  denjenigen,  welche  dem  entsprechenden  Stabe  beim  eUip- 
soidischen  angehören.  Denkt  man  sich  nämlich  die  einander  ent- 
sprechenden Spannungen  eines  Stabes  (für  einander  entsprechende  Be- 
lastungen von  je  1')  in  Komponenten  nach  den  Achsen  x^  y^  z  zerlegt, 
so  folgt  aus  der  AffiniiÄtsbeziehung;  daß  die  x-  xmd  ir- Komponenten 

immer  gleich,  die  y-Komponenten  im  Verhältnis  von       verkürzt,  also 

auch  immer  gleichzeitig  Null  sind. 

Eine  ähnliche  geometrische  Beziehung  zwischen  den  Einflußflächen 
der  Spannungen  zweier  einander  entsprechender  Stäbe  besteht  nickt. 
Wohl  aber  besteht  sie,  wenn  man  die  einander  entsprechenden  Stab- 
spannungen in  die  drei  Komponenten  8^^  8^  8^  zerlegt;  dann  sind  die 
den  Komponenten  8^  und  8^  entsprechenden  Einflußflächen  affin,  bei 
den  8^  geht  wegen  der  zweiten  Verkürzung  in  der  y-Richtung  die 
AffiniiÄt  verloren. 

Dadurch  ist  es  also  möglich,  selbst  bei  elliptischem  Grundriß  im 
Vergleich  zur  Verwickeltheit  der  allgemeinen  Berechnung  räumlicher 
Fachwerke  in  relativ  einfacher  Weise  bei  großen  Kuppelfachwerken 
(sind  doch  Gkis werkkuppeln  mit  25 — 30  m  Halbmesser  nichts  Außer- 
gewöhnliches) einseitige  ungünstigste  (Schnee -)Lasten  in  Betracht  zu 
ziehen. 

Es  sei  endlich  hier  darauf  hingewiesen,  daß  man  ähnliche  Be- 
ziehungen zwischen  den  Spannungsbildem  von  Kuppelfachwerken  ab- 
leiten kann,  welche  sich  im  kreisförmigen  Grundriß  voUslÄndig  decken, 
jedoch  gegeneinander  abgeflacht  oder  überhöht  sind. 

Es  wären  nun  weiter  aus  den  oben  analytisch  abgeleiteten  Grund- 
begriffen zu  bestimmen: 

1)  Die  Beziehungen  der  Einflußlinien  untereinander, 
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2)  der  Emflu£iläGhen   der   einzelnen  Felder    fiir   eine   bestimmte 
Stabgattung  za  einander,  sowie  auch 

3)  diejenigen    zwischen   Einflufilinien    und   Einflufiebenen    unter- 
einander. 

Ob  dazu  der  analytische  oder  der  projektiv-geometrische   Weg  der 
gangbarere  ist,  wird  die  Zukunft  lehren. 


0)   VeraUgemeinertes  System  der  Berliner  Beichstagskuppel. 

In  letzterer  Zeit  ist  das  System  der  Berliner  Reichstagskuppel 
seiner  Vorteile  wegen  in  den  Vordergrund  des  Interesses  gerückt, 
namentlich    wegen    besonders    zweckmäßiger  Art    der    Lagerung    mit 

horizontal     £reien     und 
*'**•  ^^'  Tangentiallagem  und  re- 

lativ großer  elastischer 
Steifheit  im  Vergleich 
zu  anderen  Geflechten. 
(Vgl.  Zschetzsche,  Die 
Kuppel  des  Berliner 
Reichstagshauses ,  Zeit- 
schrift der  österr.  Ing.- 
und  Arch.- Vereins  1901; 
Zimmermann,  Über 
Raumfachwerke,  Berlin 
1901  u.  a.)  Fig.  15  steUt 
schematisch  ein  yerall- 
gemeinertes  System  die- 
ser Art  dar.  (Man  kann 
es  ein  „gemischtes" 
Kuppelgeflecht  nennen, 
allerdings  in  anderer  Bedeutung  als  dies  Zimmermann  tut.)  1,  2, .  . . 
16  sind  horizontal  freie  Lager,  a,  b,  c,  . . .  h  Tangentiallager.  In  dem- 
selben bestehen  Einflußflächen  über  Dreiecksfachen  und  solche  über 
Trapezfachen  nebeneinander.     Alles  oben  Gesagte  gilt  auch  hier. 


/T^^vTT 


III.  Beispiele. 

In  den  beiliegenden  Tafeln  sind  eine  Schwedler-  und  eine  Netz- 
werkkuppel mit  Anwendung  der  im  vorigen  abgeleiteten  Begriffe  be- 
rechnet. Die  Kräftepläne  erfordern,  nach  den  in  der  Einleitung  — 
allerdings   nur   in  knapper  Form  —  erwähnten  Methoden   ihrer  Her- 
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Stellung  keinerlei  weitere  Erklärung.  Die  Zeichnungen  zeigen  weiter 
die  Spannungszustande  der  Geflechte  für  Belastungen  in  den  einzelnen 
Knotenpunkten  derselben.  Das  Ziel  jeder  derartigen  Berechnung  eines 
Geflechtes  ist  die  Gewinnung  der  ^^Einflußzahlen'^  der  Stabspannungen 
für  die  einzelnen  Ejiotenpunkte  desselben. 

SchlußbemerJctmg,  Im  obigen  theoretischen  Teil  ist  gefunden  worden, 
daß  man  zu  unterscheiden  hat  zwischen  1)  den  leicht  bestimmbaren 
Einflußlinien  längs  der  Sparren-  und  Ringstabzüge ,  und  2)  den  Ein- 
fluJBebenen  der  einzebien  Fache  (den  Latemraum  mit  eingeschlossen)^ 
welche  relativ  schwer  bestimmbar  sind. 

Mit  Rücksicht  hierauf  kann  man  für  die  praktische  Anwendung 
die  Regel  aufstellen: 

Es  ist  am  besten  jeden  Teil  der  aus  Eigengewicht^  Schneelast  und 
Winddruck  bestehenden  Belastung  gesondert  zu  betrachten. 

1)  Der  Einfluß  des  Eigengewichts  wird  am  schnellsten  durch  die 
schon  von  Schwedler  gegebene  graphische  Methode  bestimmt. 

2)  Die  Schneelast  (80—100  kg/m*  Grundriß).  Bisher  wurde  im 
allgemeinen  die  Schwedlerkuppel  mit  Schnee  gänzlich  belastet  ge- 
dacht^ und  diese  Belastung  zum  Eigengewicht  derselben  zugeschlagen. 
Zeichnet  man  sich  den  Euppelgrundriß  mit  den  entsprechenden 
Spannungszahlen,  so  kann  man  auf  strenger  Grundlage  einseitige  un- 
günstigste Belastungen  berücksichtigen  (streifenartig).  Dabei  umgeht 
man  die  (bis  jetzt)  schwierige  Bestimmung  der  Einflußflächen  im  Fach; 
man  hat  nur  die  Spannungszahlen  zu  bestimmen  und  die  Belastung 
der  Kuppel  entsprechend  auf  die  einzelnen  Ejiotenpunkte  zu  verteilen. 

3)  Der  Winddruck.  Von  der  in  hori- 
zontaler Richtung  angenommenen  Wind-  rig.i« 
stärke  wirkt  (nach  Loessl)  nur  die  Normal- 
komponente N.  Dies  ergibt  als  KJnotenlasten 
(auf  der  vom  Wind  bestrichenen  Kuppelseite) 
nur  Kräfte  senkrecht  zur  Sparrenkurve^  die 
in  der  Ebene  derselben  li^en.  Für  diesen 
Belastungszustand  berechnet  man  das  Ge- 
flecht. Maßgebend  ist  —  allseitig  mög- 
lichen Winddruck  vorausgesetzt  —  die  für 

eine  Stabgattung  sich  ergebende  größte  Spannung.  (Der  Einfsich- 
heit  halber  wurden  schon  oben  schiefstehende  äußere  Kräfte  von  der 
Untersuchung  der  Einflußflächen  ausgenommen.) 

Die  algebraische  Addition  dieser  drei  Einflüsse  auf  die  Stabspan- 
nung gibt  bekanntlich  die  zwei  Grenzspannungen^  für  welche  der  Stab 
zu  dimensionieren  ist 
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IV.  Einflnftfl&elieii  (Baume)  ffir  die  statiscli  nicht  bestinimbareii 

Orößeii  X 

Die  EinfluBflächen  f&r  die  Werte  S  und  C  (Stabspannangen  und 
Auflagerkräfte)  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

5  =  So  +  5i  X,  +  S,  X,  +  5,  X,  +  .  ■ . 

C  -  Co  +  Ol  X,  +  Q  X,  +  C,  X,  +  .  ■ . 

leicht  finden,  sobald  die  EinfluBflächen  für  die  Größen  X^,  X,, 
X^f  . . .  gegeben  sind.  Im  folgenden  sollen  diese  X-Flachen  ermittelt 
werden. 

Des  übersichtlichen  Zusammenhanges  wegen  seien  analoge  Größen- 
bezeichnungen gewählt;  wie  sie  in  der  Ebene  durchwegs  üblich  sind. 

Die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X^y  X^^  ...  müssen  be- 
kanntlich den  Gleichungen  genügen 


(1) 


Dabei  sind  L^,  L^  ...  die  virtuellen  Arbeiten  der  Auflagerkräfte  für 
die  Zustände  Xj  =  1,  Xj  ==  1,  ...  und  p  =  „j- 

Die  Größen  X  erhält  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (1) 
bei  zunächst  unbelastet  gedachtem  Euppelfachwerk  in  der  Form: 


(2) 


Xi  =  cc^(Li  -  UstS^s)  +  ß^(L^-  2:€tS^s)  + 
+  y,(L,  -  ZstS^s)  + 

X,  «  a^m  -  IJstS^s)  +  ft(A  -  I^stS^s)  + 
+  y,{L,  -  ZatS,s)  + 


Dabei  sind  a^,  ß^,  y^j  ...  o^,  ß^y  y^y  ...  Größen,  welche  nur  einmal 
berechnet  zu  werden  brauchen  (nur  abhängig  von  der  Form  des  Fach- 
werks). 

Die  von  der  Belastung  abhängigen  Werte  ergeben  sich  als: 


(3) 
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Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  (3)  lassen  sich  die  Einflußflächen  für 
die  Großen  Xj,  X,,  .  .  .  sofort  finden,  sobald  die  Einflußflächen  flir 
die  Summen  ^S^^S^q,    ^^S^S^q,  . . .  bekannt  sind. 

Es  wandere  wieder  die  vertikale  Lasteinheit  P  über  das  statisch 
bestimmte  Hauptfachwerk.  Diese  Last  P  erzeugt  in  den  Stäben  des 
Hauptfach  Werks  die  Spannkräfte  S^]  die  durch  irgend  welche  Ände- 
rungen ^s  der  Stablängen  hervorgerufene  Senkung  d  ihres  Angriffs- 
punktes ist  durch  die  Gleichung 

Pd  =  2:So  •  ^s 

gegeben  (Voraussetzimg:  Verschiebungen  der  Stützpunkte  und  Reibungs- 
widerstände an  den  Auflagern  gleich  Null);  speziell  für  die  der  Ursache 
Xj  =  1  entsprechenden  Verschiebungen  d^  und  J^s  gilt: 

woraus  USqS^^q '=-  Pd^,  oder  wenn  P=l, 

(5)  S,^i:S^S,Q  folgt 

Trägt  man  die  Senkungen  (positiv  oder  negativ)  der  Ejiotenpunkte 
des  Fachwerks  bei  einer  beliebigen  Belastung  des  Geflechtes  von  einer 
horizontalen  Ebene  aus  auf  der  jeweiligen  Senkrechten  durch  den 
Knotenpunkt  auf^  so  soll  das  so  entstehende  von  Dreiecken  begrenzte 
Polyeder  das  ^yBiegungspolyeder  des  KuppelfachwerM'  heißen.  Dabei 
ist  vorausgesetzt^  daß  immer  eine  Kante  der  Biegungsfläche  des  Fach- 
werks in  der  Richtung  eines  Kuppeldiagonalstabes  liegt  (welche  dem 
Biegungspolygon  des  Diagonalstabzuges  entspricht.) 

Der  zwischen  der  Biegungsfläche  und  der  horizontalen  Ebene 
li^ende  Raum  heiße  yyBiegtmgsraum  des  Kuppdfachwerksf^  für  die  ge- 
gebene Belastung.  Entsprechend  den  ^^iegungspolygonen  der  Gurtungen'' 
der  ebenen  Pachwerke  kann  man  auch  hier  ^yBiegungslinien^  der  Sparren- 
sidb-j  Bingstab-,  BicLgonalstahmge  der  Kii/ppd  unterscheiden. 

Nun  ist  8^  die  Ordinate  der  Biegungsfläche  für  den  Zustand  X^=^l, 
daher  folgt: 

Die  Einflußflädie  für  den  Ausdruck  ZSqS^q  stimmt  mit  der  für 
den  Bdastungszustcmd  X^  =  1  'berechneten  Biegungsflädie  des  Hauptnetzes 
überein.  Dieser  Satz  gilt  jedoch  nur  für  die  Netzwerkhuppd  und  zwar 
nur  für  den  Netzwerkteil  derselben,  weil  der  Natur  der  Sache  nach 
für  den  Raum  der  Laterne  keine  Biegungsfläche  vorhanden  ist. 

Dieser  Satz  bietet  bei  der  Netzwerkkuppel  eine  wesentliche  Er- 
leichterung. Für  das  Schwedler-Geflecht  und  dasjenige  des  Berliner 
Reichstagshauses  gilt  dieser  Satz  nicht.  Es  stimmen  immlich  bei  den- 
selben im  allgemeinen  der  einem  Fache  entsprechende  Teil  der  Biegungs- 
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fläclie  und  der  entsprechende  der  Einäußfläche  von  USqS^q,  welcher  eine 
Ehene  ist;  da  die  Einflofifläche  von  Sq  bezw.  28q,  also  auch  von  2  S^S^p 
eine  solche  ist  (Benützung  des  Übereinanderlegens)^  nicht  überein. 

Aus  Fig.  17  z.  B.  sieht  man  sofort,  daß  wohl  eine  Biegungsfläclie 
über   einem  Teile  der  Laterne ,  wie  über  den  Trapezfachen  yorhanden 

ist,    jedoch    keine    ÜbereinstimmoiLg 
^i«i7.  mit    der    über    der    Laterne    ebenen 

Einflußfläche  von  2SqS^q, 
Die  Gleichungen: 


(5) 


X, — («,*,+ A*,+y,<J,+  --)-P 


welche  eine  schnelle  Berechnung  der 
Einflußflächen  für  die  X  ermöglichen^ 
gelten  nur  für  das  Netzwerkgeflecht 
(mit  und  ohne  Sparren). 

Aus  Obigem  sieht  man  wieder, 
daß  das  Verfahren  der  Bestimmung 
der  Einflußflächen  für  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Ghrößen  X  wolil 
noch  immer  verwickelt,  doch  —  entsprechend  der  einfiwheren  Natur 
des  Fachwerks  —  beim  Netzwerkgeflecht  einfacher  ist  als  bei  den 
anderen.  Bei  diesen  letzteren  muß  man  also  behufs  Bestimmung 
der  Einflußflächen  der  Grroßen  X  direkt  diejenigen  der  Ausdrücke 
ZSf^S^Qf  ZSf^S^Q,  ....  bestimmen  (auch  innerhalb  der  Trapez-  und 
Latemfelder). 

Begnügt  man  sich  mit  Einfluß-  (Spannungs-)Zahlen  an  den  Knoten- 
punkten, so  kann  man  die  auf  dieselbe  Weise  reduzierte  Biegungsfläche 
(nur  an  den  einzelnen  Ejiotenpunkten  Senkungszahlen)  anwenden. 
Wien,  im  JuU  1902. 

Bedeutung  der  Tafelflgaren: 

Fig.  la,  Ib,  Ic:  Znsammenstellnng  der  ,,£influßzahlen^^  für  die  einzeluen 
Stabgattangen  des  vorliegenden  Schwedlergeflechtes. 

Fig.  2a,  2b,  2c:  Darstellung  der  Einflnßlinien  für  die  einzelnen  in  den 
Figuren  la,  Ib,  Ic  bezeichneten  Stäbe,  längs  der  Sparren  uud  längs  des 
Latemenringes. 

Fig.  3a,  3b,  4a,  4b,  5a,  5b:  Darstellung  der  einzelnen  Spannnngs- 
zustände  -4  =  1,B  =  1,  (7=1  für  das  Schwedlergeflecht. 

Fig.  6a,  6b,  7a,  7b:  Darstellung  der  analogen  Spannungszustände  für  das 
Netzwerkgeflecht. 

Fig.  8a,  8b,  9a,  9b:  Darstellxmg  der  Einflußräume  für  die  Stäbe  la,  ib,        n 
8a,  8b  des  Netzwerkgeflechtes. 
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Über  einige  Gelenksysteme  mit  ähnlicli-yeräiiderliclLeii 
oder  affin -yeränderliclieii  Elementen. 

Von  P.  SoMOPP  in  Warschau. 

I.  Verbindimg  eines  Knrbelvlerecks  mit  einem  älinllcli-Yer&nderliolien 
oder  affin -veranderliolien  Systeme. 

1.  Gegenstand  der  Untersuchung.  Die  Bewegung  eines  ebenen 
äbnlich-yeränderlichen  Systems  wird  bekanntlich  durch  die  Bewegung 
zweier  seiner  Punkte  bestimmt^  wobei  diese  Bewegungen  unabhängig 
von  einander  gegeben  werden  können.  Wird  ein  ähnlich-veränderliches 
System  P  durch  zwei  seiner  Punkte  M\  M"  mit  zwei  verschiedenen 
Gliedern  eines  Eurbelvierecks  verbunden,  dessen  Glieder  -4^,  Ä^,  Ä^,  A^ 
sind  und  von  welchem  ein  Glied,  Ä^,  fest  bleibt,  so  wird  jeder  Punkt 
des  Systems  P  eine  bestimmte  Bewegung  erhalten,  deren  Eigenschaften 
sowohl  von  den  Eigenschaften  des  Gelenkvierecks  wie  auch  von  der 
Lage  der  Punkte  M'  und  M"  in  demselben  abhängen. 

Ähnliches  kann  man  auch  von  einem  ebenen  affin -veränderlichen 
Systeme  Q  sagen.  Die  Bewegung  desselben  wird  durch  willkürlich 
gegebene  Bewegungen  dreier  seiner  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  bestimmt.  Werden  diese  Punkte  Jf' ,  Jf",  Jf'"  in  einem 
Kurbelviereck,  aber  nur  nicht  alle  in  einem  und  demselben  Gliede  des 
letzteren  genommen,  so  wird  die  Bewegung  eines  jeden  Punktes  des 
Systems  Q  sowohl  mit  den  Eigenschaften  des  Kurbelvierecks  wie  auch 
mit  der  Lage  der  Punkte  M'j  M'\  M!"  in  demselben  eng  zusammen- 
hängen. 

Die  Punkte  M\  M'\  M'"  sollen  in  der  Folge  Grund/punkte  der 
Systeme  P  oder  Q  heißen. 

Es  ist  bekannt,  daß  jeder  Punkt  M^  des  mittleren  Gliedes  A^ 
eines  Kurbelvierecks  eine  algebraische  Kurve  6q  vom  6.  Grade  beschreibt. 
Wenn  man  beachtet,  daß  die  Gartesischen  Koordinaten  eines  Punktes  M 
des  Systems  P  oder  Q  durch  die  Koordinaten  der  Grundpunkte  linear 
ausgedrückt  werden,  so  kann  man  von  Anfang  an  sehen,  daß  die  von 
dem  Punkte  M  beschriebene  Kurve  6  auch  vom  6.  Grrade  ist  und  im 
ganzen  dieselben  Eigenschaften  wie  die  Kurve  6q  besitzt,  aber  dabei 
als  eine  Verallgemeinerung  der  letzteren  betrachtet  werden  kann. 
Cayley  und  Roberts  haben  zuerst  allgemeine  Eigenschaften  der 
Linie  6q  untersucht  und  Roberts^)   hat  ihre  Gleichung  auf  eine  ein- 

1)  Bob  ort  8,  Proceedings  of  the  London  Mathem.  See.  1876. 

Digitized  by  VjOOQIC 


26  Über  einige  Gelenkeysteme  mit  ähnlich-veränderlichen  etc. 

fache  symmetrische  Form  gebracht.  Weiter  unten  (§  6)  werden  wir 
genauer  sehen,  daß  die  Form  der  Gleichung,  welche  eine  Linie  6  be- 
stimmt, in  der  Tat  mit  der  Form  der  Gleichung  der  Linie  6^  zu- 
sammenfällt. Der  wesentliche  Unterschied  besteht  aber  darin,  daß 
man  bei  Hinzunahme  des  Systems  P  oder  Q  eine  größere  Zahl  yoii 
Parametern  zur  Verfügung  hat,  so  daß  man  größere  Mannigfaltigkeit 
in  der  Form  der  Linien  6  und  im  Falle,  daß  sie  bestimmten  Forde- 
rungen genügen  sollen,  eine  größere  Freiheit  in  der  Auswahl  derselben 
erhält  Bei  einem  gegebenen  Eurbelviereck  nämlich  hängt  die  ganze 
Mannigfaltigkeit  der  Kurven  6^  nur  von  2  Parametern,  den  Koordi- 
naten des  Punktes  M  im  Gliede  A^  ab;  wird  aber  ein  System  P  an- 
geschlossen, so  hat  man  schon  6  Parameter  zur  Verfügung:  die 
4  Koordinaten,  welche  die  Lage  der  Grundpunkte  in  den  Gliedern  des 
Kurbelvierecks  und  die  2  Parameter,  welche  die  Lage  des  Punktes  M 
im  Systeme  P  selbst  in  Bezug  auf  die  Grundpunkte  M'  und  M"  be- 
stimmen. Wenn  das  System  Q  mit  dem  Kurbelviereck  verbunden 
wird,  so  hängt  die  Linie  6  von  8  Parametern  ab,  von  denen  6  die 
Lage  der  Grundpunkte  Jf',  M"^  M'"  im  Kurbelviereck  und  zwei 
andere  die  Lage  des  Punktes  M  im  Systeme  Q  bestimmen. 

Dieser  Umstand  gibt  die  Veranlassung  dazu,  die  Verbindungen 
des  Kurbelvierecks  mit  den  Systemen  P  und  Q  näher  zu  untersuchen. 
Dabei  werden  wir  voraussetzen,  daß  diese  letzteren  Elemente  auch 
durch  Gelenksysteme  verwirklicht  werden.  Zum  Systeme  P  soU  der 
verallgemeinerte  Pantograph  (Plagiograph)  von  Sylvester  und  zum 
Systeme  Q  ein  Gelenksystem,  welches  in  meiner  Arbeit:  „Über  einige 
Anwendungen  der  Kinematik  veränderlicher  Systeme  auf  Gelenkmecha- 
nismen^^^)  beschrieben  ist,  genommen  werden. 

Praktische  Anwendungen  werden  in  dieser  Arbeit  nicht  im  Vorder- 
grunde stehen,  wenn  auch  einige  Resultate  dieser  Art  genannt  werden 
können  (§§  11,  17,  23,  24);  das  Hauptziel  der  Untersuchung  im  L  Teile 
besteht  aber  darin,  einige  Eigenschafken  sowohl  des  Kurbelvierecks  wie 
auch  der  beiden  oben  genannten  veränderlichen  Systeme  von  einer 
neuen  Seite  zu  beleuchten. 

Anmerkung.  Die  Hinzufügung  eines  Seitenzweiges  aus  zwei  festen 
durch  Drehpaarungen  miteinander  und  mit  dem  Kurbelviereck  ver- 
bundenen Gliedern  würde  auch,  anstatt  zweier,  sechs  Parameter  zu 
unserer  Verfügung  und  dabei  nur  einen  sechsgliedrigen  Mechanismus 
geben,  wogegen  das  System  P  in  Verbindung  mit  dem  Kurbelviereck 
einen  Mechanismus  von  8  und  das  System  Q  einen  Mechanismus   von 


1)  Diese  Zeitschrifb  Bd.  46  (1901),  S.  199. 
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16  und  sogar  18  Gliedern  bildet.  Die  Linien  aber,  welche  dann  von 
den  Punkten  des  hinzugefügten  Zweiges  beschrieben  werden,  unter- 
scheiden sich  schon  wesentlich  von  der  Koppelkurve  6q.  Solche  sechs- 
gliedrige  Mechanismen,  welche  zudem  schon  öfters  und  zu  verschiedenen 
praktischen  Zwecken  untersucht  wurden,  werden  wir  weiter  nicht  be- 
trachten, da  dieses  unserer  oben  gestellten  Aufgabe  nicht  mehr  entspricht. 
2.  Verbindungen  der  Systeme  P  und  Q  mit  dem  Kturbelviereck.  Um 
die  Lagen  der  Grundpunkte  dieser  Systeme  in  dem  Kurbelviereck  an- 
schaulicher anzugeben,  werden  wir  mit  Mi  oder  MI  denjenigen  Grund- 
punkt dieses  oder  jenes  Systems  bezeichnen,  welcher  im  Gliede  At  des 
Kurbelvierecks  liegt.  Dann  können  wir  folgende  wesentlich  verschiedene 
Falle  einer  Anschließung  des  Systems  P  oder  Q  an  das  Kurbelviereck 
unterscheiden.     Für  das  System  P: 

1.{M„M,),    2.  (Jf„Jf,),    3.  (Jf,,  Jlf,),    4.  (Jf,,  3f,) 
und  für  das  System  Q: 

5.  (M„  M;,  M,),      6.  (M,,  Mi,  M,),      7.  (M„  M„  M,), 
8.  (M,,  M„  M,),      9.  (M„  M„  Jtf^    10-  {M„  M„  Jf,'), 

11.  (jf„  M„  M,),  12.  (M,,  m;,  jf,),  13.  {M„  m;,  M,), 

14.  {M„  M„  M,y 
Dabei  soll  immer  vorausgesetzt  werden,  daß  A^  das  unbewegliche  Glied 
des  Kurbelvierecks  ist. 

Wir  werden  übrigens  nicht  alle  14  Falle  betrachten.  Wenn  ein 
Punkt,  M^y  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  fest  bleibt,  so  be- 
schreiben bekanntlich  alle  übrigen  Punkte  ähnliche  Linien  mit  pro- 
portionalen Geschwindigkeiten,  daher  stellt  der  Fall  1,  wo  der  Punkt  M^ 
im  Gliede  A^  liegt  und  also  einen  Kreis  beschreibt,  eine  „einförmige^ 
kreislinige  Bewegung  dieses  Systems  dar.  Ebenso  beschreiben  im 
Falle  2  alle  Punkte  des  Systems  P  solche  Linien,  die  der  Bahn  des 
Punktes  Jf,  ähnlich  sind;  dieser  Punkt  aber,  da  er  dem  Gliede  A^  an- 
gehört, beschreibt  eine  gewöhnliche  Koppelkurve.  Li  den  Fällen  5 
und  6  besteht  die  Bewegung  des  affin-veränderlichen  Systems  in  einer 
einfachen  Schiebxmg,  und  daher  sind  die  Bahnen  aller  seiner  Punkte 
ebenfalls  untereinander  ähnlich.  Alle  diese  Fälle,  sowie  die  Fälle  9, 
10,  12,  13  und  14,  wo  der  Abstand  zweier  Grundpunkte  des  affin-ver- 
änderlichen Systems  unveränderlich  bleibt,  können  außer  Acht  gelassen 
werden.  Somit  werden  wir  nur  folgende  5  Fälle  genauer  untersuchen: 
Bei  dem  ähnlich-veränderlichen  Systeme  P: 
(1)  I(Jfi,  Jtf,),    n(M„M,), 

und  bei  dem  affijn-verilnderlichen  Systeme  Q: 

m  (M„  M„  M,),    IV  (üf,,  M„  M,),    V  {M„  M„  M,\ 
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Die  Lagen  der  Grundpunkte  in  den  ihnen  entsprechenden  Gliedern 
des  Kurbelyierecks  sollen  dabei  durch  Polarkoordinaten  folgendermaßes 
bestimmt  werden.    Es  seien  (Fig.  1) 

(1)  c.^-O^.M,,    ei  =  ^(Oi,0«JfO 

die  Koordinaten  des  Punktes  Mj^^   indem   0^^   als  Pol  und  0^^  0^^   als 

Achse  der  Polarkoor- 
dinaten im  Gliede  A^ 
angenommen  wird; 
ebenso  sollen  für  den 
Punkt  -3f,  die  Koor- 
dinaten 
(2)  t^  =  0„ilf„ 

und  für  den  Punkt  M^ 
die  Koordinaten 

*s  =  -^(0«0„Jlf,) 

genommen  werden. 
Außerdem  werden  wir  im  unbeweglichen  Gliede  Ä^  den  Drehpunkt  O^j 
als   Anfangspunkt    und    die    Gerade    0^  0^    als   Abscissenachse   eines 

rechtwinkeligenKoordinatensystems  nehmen 
und  die  Koordinaten  des  Punktes  M^  in 
diesem  Systeme  mit  x^  y^  bezeichnen. 

3.  Koordinaten^  welche  die  Lage  der 
Punkte  in  den  veränderlichen  Systemefi  P 
und  Q  bestimmen.  Die  Lage  eines  Punktes 
M  (x,  y)  eines  ähnlich -veränderlichen 
Systems  P  in  Bezug  auf  zwei  Grundpunkte 
desselben,  Mi(Xi,  y,)  und  Mj{xj,  yj),  soll 
in  der  Folge  durch  die  Winkel  (Fig.  2) 

Indem  man 
igdi  =  kiy 


u 


Flg.  2. 


(4) 

bestimmt  werden. 

(5) 

setzt,  bekommt  man 


X  = 


■Vs) 


k,  +  kj 
kiyi  +  kjyj-kfkj(Xg- 


k,  +  kj 
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In  dem  affin-yeranderlichen  Systeme  Q  wird  die  Lage  eines  Punktes 
M(Xj  y)  in  Bezug  auf  seine  drei  Grundpunkte  Mi(Xiyi),  M^(xj  yj), 
Mk(Xk  yt)  durch  die  Verhältnisse 

0 


(Fig.  3) 


Fig.  S. 


*»j'=  umr 


MgP 


mjc  = 


bestimmt  werden  ^  wo  P  und  Q 
in  den  Geraden  MiMj  und  MiMk 
liegen  und  mit  den  Punkten  Mi 
und  M  die  Ecken  eines  Parallelo- 
gramms  bilden.  Sodann  haben  wir: 

x^miXi  +  mjXi  + mjtXkj 

y  =  nnyi  +  mjyj  +  w*  y*,        ^ 

mit  der  Bedingung: 

(8)  nii  +  mj  +  Wit  =  1. 


~  x- 


(7) 


% 


Fig.  4. 


4«  Bestimmung  der  Lage  des  ganzen  Gelenksystems.  Da  wir  nur 
einige  Vergleiche  zwischen  den  Bahnlinien  der  Punkte  des  Systems  P 
oder  Qj  wenn  dasselbe  einem  Eurbelyiereck  angeschlossen  wird^  und 
den  gewöhnlichen  Eoppelkurven 
anstellen  wollen^  so  brauchen 
wir  nicht  die  Gleichungen  dieser 
Linien  in  den  Koordinaten  x^  y 
auszudrücken,  da  zudem  diese 
Gleichungen  wie  diejenigen  der 
Eoppelkurven  yom  6.  Grade  sind. 
Für  unseren  Zweck  wird  es  so- 
gar genügen  die  beiden  Koordi- 
naten nicht  als  Funktionen  eines 
und  desselben  Parameters  aus- 
zudrücken, sondern  diese  Koor- 
dinaten als  Funktionen  zweier  Parameter  stehen  zu  lassen  und  dabei 
nötigenfalls  die  Abhängigkeit  derselben  von  einander  zu  beachten. 
Als  solche  Parameter  werden  wir  die  Winkel  a^  und  a^j  welche  die 
Geraden  0^  0^,  und  0^  0^,  (Fig.  4)  mit  der  festen  Geraden  0^  0^^ 
bilden,  annehmen.    Diese  Winkel  sind  durch  die  Gleichung 

(9)  ^s^os«!  -  giCOBcc^  +  cos(ai  —  «3)  «  n 
verbunden,  wo 

(10)  •       ,,=  «*,    ,,=  «.,    „  ==  5_+4+.l=L»l 
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gesetzt  ist  und  a^,  a^,  a^,  a^  die  Längen  der  Glieder  Ä^,  A^,  Ä^y  A^^ 
d.  h.  die  Entfernungen  zwischen  ihren  Drehpunkten  bezeichnen. 

5.  Die  Koppdkurven  6q  und  die  vmi  den  Punkten  des  Systems  F 
oder  Q  ieschriebenen  Linien  6.  Wenn  ein  Punkt  Mq  dem  Glieds  A^ 
eines  Eurbelvierecks  angehört  und  seine  Lage  in  diesem  Gliede  durch 
die  Koordinaten  Cg,  5^  (§  2)  bestimmt  wird,  so  werden  seine  Koor- 
dinaten Xy  y  in  der  festen  Ebene,  bei  der  in  §  2  angenommenen  Lage 
der  Koordinatenachsen  durch  die  Formeln 

a;=      -^.cos«!  +  JSsinOi  +  Ccoscf,  +  Dsina,  + -K, 
y  =  —  JBcos  «1  +  J.  sin  «1  —  Z)  cos  «3  +  Csin  a^  +  E' 


ausgedrückt,  wo 


^. 


(12)  C  =  —  c^  cos  f, ,  2>  =»  —  —  Cj  sin  e^, 

E  =  —  c^  cos  £2 ,  JE'  =      -*  c^  sin  £g 

ist. 

Wenn  man  beachtet,  daß  die  Koordinaten  aller  Punkte  aller  be- 
weglicher Glieder  des  Kurbelvierecks  lineare  Funktionen  der  Cosinug 
und  Sinus  der  Winkel  a^  und  cc^  sind  und  daß  andererseits  die  Koor- 
dinaten irgend  eines  Punktes  M  des  Systems  P  oder  Q,  wie  die 
Formeln  (6)  und  (7)  zeigen,  linear  durch  die  Koordinaten  seiner  Grund- 
punkte ausgedrückt  werden,  diese  Punkte  aber  dem  Kurbelviereck  an- 
gehören, so  sieht  man  leicht  ein,  daß  die  Koordinaten  des  Punktes  M 
auch  lineare  Funktionen  der  Cosinus  und  Sinus  von  a^  und  o, 
sind.  Wenn  man  alle  Substitutionen  vollzieht,  um  diese  Funktionen 
zu  bilden,  so  überzeugt  man  sich,  daß  die  Formeln  (11)  und  (9) 
in  allen  Fallen  die  Bahnen  der  Funkte  M  bestimmen,  gleichgültig, 
ob  diese  Punkte  dem  Kmbdmereck  selbst  oder  einem  an  dasselbe  an- 
geschlossenen ähnlich-veränderlichen  oder  affin-veränderlichen  Systeme 
angehören. 

AUe  diese  Falle  unterscheiden  sich  nur  durch  den  Bestand  der 
Koeffizienten  und  die  Zahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Parameter. 

Da  die  Bahngleichung  zwischen  den  Koordinaten  x,  y  in  allen 
FäUen  durch  Elimination  der  Winkel  a^  und  «3  aus  den  Gleichungen  (11) 
und  (9)  erhalten  wird,  so  können  wir  schließen,  daß  die  Linien  6  aüe 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Koppähurven  besitzen,  dabei  aber  als  eine 
Verallgemeinerung  derselben  auftreten,  da  ihre  Gleichungen,  bei  einem  ge- 
gebenen Kurbelviereck,  nicht  von  2  sondern  von  6  oder  8  Parametern 
abhängen,  wie  es  schon  in  §  1  bemerkt  wurde. 
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6.  Die  Gleichung  der  Linie  6.    Roberts   hat  gezeigt^);   daß  die 
Gleichung  einer  gewöhnlichen  Koppelkurve  in  die  Form 

(13)  M^  +  IP^  B' 

gebracht  werden  kann^  wo  M  und  N  ganze  Funktionen  der  Koor- 
dinaten sind^  und  jede  von  ihnen  zwei  solche  Polynome  zweiten  Grades 
enthält^  die^  gleich  Null  gesetzt^  Kreislinien  bestimmen,  und  wo  R  ein 
eben  solches  Polynom  enthält.  Aus  §  5  folgt,  daß  die  Gleichung  der 
Linie  6  in  allen  Fällen  in  eine  ähnliche  Form  gebracht  werden  kann. 
Diese  Gleichung  kann  unmittelbar  durch  Elimination  von  cc^  und  o, 
aus  den  Gleichungen  (11)  und  (9)  gefunden  werden.    Indem  wir 

(14)  x^E^i,   y-E'^ny 

C  =  Ps  cos  ^87      -D  ==,P8  81^  h 

setzen,  so  daß 

, jgx  S  =  Pi  cos  (oj  -  A,)  +  pa  cos  («»  -  Aj,), 

ly  =  (»isin  («1  -  Ai)  +  pjsin  (c^  -  Aj) 
wird,  erhalten  wir: 

(17)  ^  ^^^  ^""^  -  ^i)  +  ^  «^^  K  ~  ^i)  ==  Pi  +  C>8  cos  [(«1  -  ofg)  -  (Ai  -  A,)], 
gsin  («1  -  Ai)  --  i?cos(«i  -  ^)  =  P88in[(ai  -  «s)  -  (A^  -  A3)]; 

woraus 

(18)  V  +  n'-  2(>il  cos  (a,  -  Ai)  -  2(,i,?  sin («,  - 1,)  +  g\  =  Ql 
Aus  denselben  Gleichungen  (16)  folgt: 

|cos(ai  —  A5)  +  iysin(c«i  —  A,)  =  PiCos(Ai  —  Ag)  +  p8Cos(ai  —  «3) 
oder,  wenn  man  die  Bedingung  (9)  benützt: 

(19)  5cos(«i  -  A3)  +  i2sin(ai  -  A«)  =  p^cos  (A^  -  A3) 

+  wps  —  9iQi  cos  Ol  +  ^1  (>8  cos  «3. 
Aus  den  Gleichungen  (16)  aber  erhält  man: 

6  cos  A,  —  ly  sin  A,  =  pi  cos  [«i  —  (Ai  —  Aj)]  +  pj  cos  «j. 

Indem  wir  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  cos  03  eliminieren,  be- 
kommen wir: 

(20)  S  cos  (oj  -  A,)  + 1^  sin  («i  —  A,)  +  g^Q^  cos  a^+g^Qi  cos  [a^  —  (Aj  -  A3)] 

=  5rJ  cos  A3  -  g^i^  sin  A,  +  np,  +  ^i  cos  (Ai  —  A,). 
Die  Gleichungen  (18)  und  (20)  können  in  der  Form 
p  cos  «1  +  g  sin  «1  =  s, 

(21)  p'  cos  «1  +  g'  sin  «1  =  s' 

1)  Proceedings  of  the  London  Mathem.  Soc.  1876. 
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geschrieben  werden,  wo 

(22)  p  =  2()i  (I  cos  Aj  —  1?  sin  A^), 
q  =  2pi  (I  sin  Ai  +  ly  cos  A^), 

s-^l'  +  n'  +  Ql-Ql 

!>'  «  5  cos  A,  -  1?  sin  A,  +  ^^pi  cos  (A^  -  A^)  +  g^g^, 

g'  =  I  sin  Aj  +  1?  cos  A,  +  g^g^  sin  (A^  —  Ag), 

«'  =*  5^1  (5  cos  A,  -  1?  sin  A,)  +  g^  cos  (A^  —  A»)  +  npg 

ist.  Durch  Elimination  von  a^  aus  den  Gleichungen  (21)  erhalten  wir 
die  Gleichung  der  Kurve  6  in  der  Form 

(23)  O's  -psy  +  ia's  -  qsj  =  (gj,'  -  pqj. 

Diese  Gleichung  könnte  man  der  Robertsschen  Form  noch  naher 
bringen;  wir  werden  uns  aber  damit  nicht  weiter  aufhalten. 

7.  Über  die  Vergleichung  einer  gegebenen  Linie  mit  einer  Linie  6. 
Es  sei  eine  Linie 

(24)  My)  =  o 

gegeben;  damit  ein  Punkt  M  des  Systems  P  oder  Q^  wenn  dasselbe 
an  ein  Eurbelviereck  angeschlossen  wird,  diese  Linie  beschreibt,  ist  es 
notwendig,  daB  die  Ausdrücke  (11),  in  die  Gleichung  (24)  eingesetzt^ 
eine  solche  Beziehung  zwischen  den  Winkeln  a^  und  oc^ 

(25)  F{a„a„A,B,C,D,E,E')==0 

ergeben,  welche  mit  der  Bedingung  (9)  identisch  ist.  Die  Möglichkeit, 
dieser  Forderung  zu  genügen,  hängt  davon  ab,  ob  die  Parameter  A^  Bj 
Cy  D,  E  und  E'  entsprechender  Weise  gewählt  werden  können.  Dabei 
stehen  uns  zur  Verfügung:  1)  die  Längen  ^i;  ^;  ^s;  ^4  der  Glieder  des 
Kurbelyierecks,  2)  die  Koordinaten,  welche  die  Lage  der  Grundpunkte 
des  Systems  P  oder  Q  in  dem  Kurbelvierecke  bestimmen,  und  3)  die 
Koordinaten,  welche  die  Lage  des  Punktes  M  im  Systeme  P  oder  Q 
angeben. 

Wenn  die  genaue  Erfüllung  der  oben  genannten  Forderung  nicht 
mögUch  ist;  so  bleibt  die  Aufgabe  bestehen:  die  Bedingungen  zu  finden^ 
damit  die  Linie  6  in  gewissen  Grenzen  sich  an  die  gegebene  Linie 
(24)  möglichst  nahe  anschmiegt.  Diese  Methode  kann  auch  auf  die 
gewöhnliche  Koppelkurve  angewendet  werden. 

Wir  werden  übrigens  auf  die  analytische  Untersuchung  dieser 
Frage  nicht  eingehen  und  werden  nur  einige  einfachere  Fälle  betrachten, 
wo  eine  genauere  Identifizierung  der  Bedingungen  (25)  und  (9)  sich 
als  möglich  erweist. 
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8.  KoefficieiUenausdrücke  in  den  Farmdn  (11)  ßr  die  fünf  in  §  2 
angegebenen  HauptfäUe.  Indem  wir  uns  der  in  §§  2^  3  nnd  4  ein- 
geführten Bezeichnungen  erinnern^  finden  wir:  im  FäUe  1: 

(26)  ^^^^  ^^^  ^^  "^  ^'^'  yi  =  ^  sin  (oi  +  £i), 

ir,  =  a^  +  Ci  cos  («8  +  65),    yj  =  ^  sin  («3  +  s^), 
.  k,c,      .  ,    1      '        \  ain  ^1  cos  («,  —  9J) 

^  =  Vft  («»«  *i  +  *«  «»'^  *»)  = ''i -1^(VTO"  ' 

T>  Ä-,  c,      /  .  7  V  sind,  sin  (f.  —  d^) 


^-ikr+^^       •     yfcisinfsj-c,     sin(d,  +  cr,)    ' 

T>                *««?«/•          II              \                 sin  *.  sin  (e.  +  ^1) 
D  =  —  1— W  (Bin  «a  +  *i  COS  £g)  =  —  C, '    /j>     ,   7x      » 


Ij, Ä^  a^     cos  d,  sin  J, 

■"  *r=M»  ^  ^*  sin(a,  +  <r,j' 

p, k^  k^  a^  sin  d,  sin  9^ 

~  *rT^  ^  ^^  sin(d,+a3V 

iTi  =  Cj  COS  (äj  +  £1),    yi  =  r?i  sin  («j  +  fj, 

2^2  =  ^  ^  cos  £2  +  OiCosai-^^jj  cos  (a^  +  ^2)  +  ^  t?,cos(a8  +  07 

(28)  ^  •  ^ 

2/2  =  ^*  ^  sin  *2  +  «1  sin  «1  -  ^-  Cg  sin  (a^  +  £g)  +  ^  Cg  sin  (o,  +  £g), 

j  ^1  Ci  «1  (cos  s^  -{-k^aiasi)  —  k^  c,  ct^  (cos  g,  —  A^t  sin  c,)  -|-  fc,  q,  o, 

7^ —  k^€^€i^  (sin «j  —  Ä,  cos  fi)  +  Ä, c, c^  (sin  g,  -|-  A:t  cos  g,)  —  ^| Ä:, a^ o, 

^  ..      (*.+«.)a.  '  ' 

(29)  ^^Ö^Ak^""''*"*^'^'»^' 

im  JPoüe  ///  sind  x^,y^  konstant  und  x^^y^jX^^y^  werden  nach  den 
Formeln  (26)  bestimmt  und 

Ä  =  w^q  cos  «1,  JB  =  —  w^Ci  sin  e^, 

(30)  C  =  WjC,  cos  «8,  D  =  -  ^8^8  sin  ^8, 

»»1  +  ^3  +  ^8  =  1; 

ZtitMhrift  f.  Mathematik  u,  Physik.  49.  Band.  1908.  I.Heft.  ^  ^^  T 
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im  Faüe  IV  sind  x^  y^  konstant^  ^uVu^t}  y%  werden  durch  die  Formeln 
(28)  ausgedrückt  und 

A  =  m^c^  cos  «1  +  Wj  —  (a,  —  c,  cos  «j), 
B=  —  m^(\  sin  *!  +  «»2  —  c^  sin  «,, 

C^=^~-^COS£g, 

^ »»»8  J^sint,, 

JE  =  tWj  —  Cg  cos  £,  +  m^x^y 

^'  =  Wj  ^  Cj  sin  f,  +  «»4^4, 

Wi  +  w,  +  ^3  =  1; 

iw  J'aZfe   F  werden  x^^y^,  x^,  y^,  ^s^^s  durch  die  Pormebi  (26)  und 
(28)  bestimmt  und 

A  =  m^c^  cos  £i  +  w,  ~  (ag  —  c^  ^^  ^2); 
jB  =  —  WjCi  sin  £1  +  w,  —  Cj  sin  f^, 


(32) 


C  =  Wg  —  Cj  COS  fj  +  »^(^  cos  £3, 

2)  =  —  ^^Cjsin«,  —  W5C5  sin  e^, 

JE  =-  Wg  —  Cj  cos  £j  +  ^z^l> 

-£^'  =  ^~^8in£g, 

Wi  +  w,  +  W5  =«  1. 

9.  Bewegwigen,  hei  denen  ein  Punkt  M  des  Systems  P  oder  Q  fest 
bleibt  Der  Punkt  M  bleibt  unbeweglich,  wenn  bei  allen  Werten  von 
a^  und  a^y  die  der  Bedingung  (9)  genügen, 

A  cos  «i  +  jBsinoi  +  Ocosaj  +  Dsinaj^a;— -i!  =  const. 
(33) 

—  B  cos  «1  +  ^  sin  «j  —  2)  cos  «j  +  CsiQOj^y  —  E'  =  const. 

ist.     Wenn    die   Winkel   a^  und  a,   nicht    beständig   einander   gleich 
bleiben,  so  folgt  daraus: 

(34)  ^  =  0,    5-0,     C«0,    2)«0, 

und  für  die  Lage  des  Punktes  M: 

(35)  x^E,    y^E\ 
Ist  aber  bei  jeder  Lage  des  Kurbelvierecks 

«1  =  ^3 
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also  das  Eurbelyiereck  ein  gelenkiges  Parallelogramm^  welches  nicht 
in  ein  Antiparallelogramm  übergeht;  so  sind  die  Bedingungen 

(36)  A+C=^0,    B+n^O 
genügend. 

Bei  einem  gewöhnlichen  Eurbelyiereck  sind  die  Bedingungen  (34) 
oder  (36)  nicht  erfüllbar ^  ohne  daß  eine  von  den  Größen  (hf^f^sf^A 
gleich  Null  wird;  dann  geht  aber  das  Eurbelyiereck  in  ein  unbewegliches 
Dreieck  über. 

Im  FäUe  I,  wenn  d^  und  dg  von  Null  verschieden  sind,  werden 
die  Bedingungen  (34)  nur  durch  die  Annahme 

(37)  Ci  =  0,    Cg  =  0 

erfüllt;  dabei  fallen  aber  die  Punkte  M^  und  M^  mit  den  unbeweglichen 
Drehpunkten  0^  und  O34  zusammen,  und  das  ganze  ähnlich-yeränderliche 
System  P  bleibt  dann  unbeweglich.     Bei  der  Voraussetzung 

(38)  *i  =  0,    *8  =  0, 

welche  mit  der  Annahme ,  daß  der  Punkt  M  in  der  Geraden  M^M^ 
liegt,  gleichbedeutend  ist,  kommen  wir  zu  demselben  Ergebnis.  Es 
sei  nämlich: 

anstatt  der  Formeln  (6)  hat  man  dann: 

Wenn  man  die  Ausdrücke  (26)  hierin  einsetzt,  findet  man: 
Ä  =  — ~ —  c.  cos  «, ,    B= ^ —  c.  sin  €. , 

C  =  — -.' —  c.  cos  £. ,    2)  = ^ —  c«  sin  £» , 

was  bei  den  Voraussetzungen  (34)  wieder  mit  der  Annahme  (37)  gleich- 
bedeutend wird. 

Indem  wir  die  Voraussetzung  (38)  wieder  fallen  lassen, 
wollen  wir  jetzt  die  Annahme  (36),  welche  einem  gelenkigen  Paral- 
lelogramm entspricht,  näher  betrachten.  Daß  die  Bedingungen  (36) 
jetzt  mit  der  Beweglichkeit  des  Systems  P  verträglich  sind,  kann 
man  schon  aus  dem  bekannten  Falle  einer  „einförmigen  Bewegung^' 
des    ähnlich- veränderlichen   Systems    einsehen.^)     Die    Lage    des    un- 

1)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ebenen  ähnlich -veränderlichen  Systems 
ähnliche  Bahnen,  in  denen  sie  entsprechende  Lagen  einnehmen,  so  bleibt  der 
Ähnlichkeitspol  fest. 
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beweglichen  Punktes  M  wird  jetzt  in  dem  Systeme  P  durch  die 
Koordinaten 

^   ^       c,8in(g,~f,)  ^   ^       Ci  sin  (g^  —  g,) 

1        c^  cos  (f,  —  «s)  —  Ci '        *        Cj  cos  (fj  —  Cj)  —  Cj 

und  in  der  festen  Ebene  durch  die  Koordinaten 

^^       cf-c^CsCOB(g,  —  gg)       ^ c^c,  sin  (g^  —  g,)  ^ 

Cf  +  <?S  —  2Ci  C^  cos  (gl  —  «s)     *  '  <^i  +  ^8  —  2Ci  Cg  COB  (gj  —  gj)     * 

bestimmt.  Die  Lage  der  Punkte  M^  und  Jfj  in  den  Gliedern  A^  und 
^  kann  dabei  frei  gewählt  werden. 

Ähnliche  Schlüsse  gelten  auch  fttr  den  Fall  IL 

Im  FaMe  Uly  wenn  die  Winkel  a^  und  a,  einander  nicht  gleich 
sind;  kann  es  außer  dem  Punkte  M^  keine  anderen  unbeweglichdn 
Punkte  geben.  Wenn  aber  c^  =«  «j  ist,  so  hat  man  für  den  festön 
Punkt  die  Bedingungen 

oder 

^8  =  «1  +  ^}    ^^1  —  *^s^8  ==  0. 
Die  Bedingung 

(39)  mjCi  ±  WjCj  =  0 

zeigt,  daß  es  jetzt  unendlich  viele  feste  Punkte  gibt,  welche  eine  durch 
den  Punkt  M^  gehende  Gerade  bilden.  Wir  haben  hier  offenbar  den 
Fall  einer  einfachen  Schiebungsbewegung  des  affin-veränderlichen  Systems. 

Ahnliches  stellt  auch  der  FdU  IV  dar. 

Eine  größere  Beachtung  verdient  der  Fall  V.  Das  ist  der  einzige 
FaUy  wo  das  System  Q  bei  jeder  Fomi  des  Kurbehierecks,  mit  demselben 
so  verbunden  werden  kann,  daß  ein  PunM  des  Systems  fest  bleibt.  Dazu 
haben  wir  die  Bedingungen: 

m^a^a^  +  tn^a^c^  cos  s^  —  m^a^e^  cos  s^  =  0, 

(40)  ^^^^  ^^  ^'  "^  *^^^^  ^^^  ^*  ^  ^' 
m^a^c^  cos  a^  +  m^a^c^  cos  e^  —  0, 

m^a^c^  Bin  £,  +  m^a^c^  sin  e^  =  0. 
Aus  den  letzten  zwei  Gleichungen  folgt: 

«8  =«  «1,    WgajCg  +  WgOgC,  ==  0 
oder 

«8  =  *8  +  »>    Wjajt^  —  WgOgCi  ==  0. 

Ein  Paar  dieser  Gleichungen,  die  ersten  zwei  von  den  Gleichungen 
(40)  und  die  Bedingung 

W^  +  Wg  +  Wj  =  1 
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können  dazu  dienen,  um  5  von  den  9  Elementen  Wj,  m^,  »»ij,  c^,  «i,  Cj, 
^2>^;^s  2^  bestimmen;  somit  bleibt  noch  eine  große  Auswahl  für  die 
Lage  der  Gh-undpunkte  im  Systeme  Q  und  dementsprechend  für  die  Lage 
des  festen  Punktes  M  frei.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  Gleichungen  (40) 
a^  nicht  enthalten.   In  der  Figur  5  ist  genommen:  a^ :  o, :  a^ :  04  =>  2 : 3 : 1 : 4, 


Flg.  5. 


so  daß  a^  +  o,  =  «8  +  »4  und  das  Kurbelviereck  also  ein  durchschlagender 
Mechanismus  ist,  imd  weiter  w^  =  —  1,  m,  =  1,  m^  =  1,  so  daß  die 
Punkte  M^y  M^,  M^  und  M  die  Ecken  eines  Parallelogramms  sind; 
endlich  ist 

^1  ^ |>  ^t  =^  I'  ^8  =  X;  ^1  =  «17  ^  ==  «8  /2,  C3  =  03/2 

genommen. 

10.  Ein  anderer  das  letzte  Ergdmis  betreffender  Standpunkt.  Ein 
ebenes  affin- veränderliches  System  hat  sechs  Freiheitsgrade;  wenn  also 
ein  Punkt  von  ihm  festgehalten  wird,  so  bleiben  noch  vier  Freiheits- 
grade übrig,  über  die  man  auf  verschiedene  Weise  verfügen  kann,  um 
eine  zwanglaufige  Bewegung  des  Systems  zu  erhalten:  man  kann  die 
Bahnen  noch  zweier  Punkte  und  ihr  Geschwindigkeitsverhältnis  auf- 
stellen, oder  auch  die  Bahnen  dreier  Punkte  angeben,  wobei  die  Ge- 
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schwindigkeitsverhältnisse  dieser  Punkte  in  jeder  Lage  des  Systems 
schon  bestimmte  sein  werden.  Die  oben  betrachtete  Bewegung  des 
Systems  Q  entspricht  eben  diesem  letzteren  Falle:  ein  Punkt  M  ist 
fest^  die  Punkte  M^  und  M^  befinden  sich  auf  gegebenen  Kreislinien 
und  der  Punkt  M^  beschreibt  eine  Koppelkurve.  Im  allgemeinen 
können  diese  Linien  willkürlich  gewählt  werden  und  brauchen  nicht 
Bahnen  der  Punkte  eines  und  desselben  Kurbelvierecks  zu  sein;  es  ist 
aber  bemerkenswert^  daß  wenn  man  fOr  diese  Linien  die  Bahnen  dreier 
Punkte  annimmt,  welche  den  beweglichen  Gliedern  eines  Kurbelvierecks 
angehören  und  in  diesen  Gliedern  bestimmte  Li^en  einnehmen,  solche 
Geschwindigkeitsverhältnisse  dieser  Punkte  bei  der  betrachteten  Be- 
wegung des  affin-veränderlichen  Systems  sich  ergeben,  wie  sie  in  der 
Tat  bei  der  Bewegung  des  Kurbelvierecks  bestehen.  Dabei  können 
die  Zahlen  fn^,m^,  m^  unter  der  Bedingung 

w^i  +  ^2  +  Wj  =  1 
sowie  die  Koordinaten 

des  festen  Punktes  M  im  Voraus  gegeben  werden;  die  Formeln  (32) 
für  E  und  E'  bestimmen  dann  c,  und  £,,  also  die  Lage  des  Punktes 
Jfj  in  der  Koppel  des  Kurbelvierecks,  und  die  Gleichungen  (40)  be- 
stimmen darauf  c^,  €^  und  Cj,  e^,  d.  h.  die  Lagen  der  Punkte  M^  und 
Jfg  in  den  Kurbeln  desselben  Mechanismus.  Daraus  schließen  wir: 
Es  hatm  eine  solche  Bewegung  eines  affin-veränderlichen  Systems  an- 
gegeben werden,  daß  ein  willkürlich  gegebener  Punkt  desselben  festgehalten 
mrd  und  irgend  drei  andere  seiner  Punkte  dreien  beweglichen  Gliedern 
eines  und  desselben  wüJMrlich  gegebenen  Kurbelvierecks  a/ngehören. 

11.  Praktische  Anwendung  eines  in  §  9  angegebenen  Ergebnisses. 
In  §  9  wurde  unter  anderem  gezeigt,  daß  nur  in  dem  Falle  das  System 
P  an  ein  Kurbelviereck  so  angeschlossen  werden  kann,  daß  ein  Punkt 
M  des  letzteren  bei  jeder  Lage  des  Kurbelvierecks  fest  bleibt,  wenn 
das  Kurbelviereck  ein  Parallelogramm  ist.  Es  gibt  aber  solche  Lagen 
des  gelenkigen  Parallelogramms,  wo  es  in  ein  Antiparallelogramm 
übergeht;  dann  setzt  sich  der  Punkt  M  in  Bewegung.*)  Daraus 
schließen  wir  folgendes:  Wird  der  Punkt  M  durch  irgend  welche 
mechanische  Mittel  festgehalten,  so  wird  das  Parallelogramm  dadurch  ge- 
hindert in  ein  Antiparaüdogramm  iibermgehen  (Fig.  6). 

Das  System  P  wird  am  einfachsten  durch  einen  Plagiographen  von 
Sylvester  verwirklicht.  Da  dieser  Mechanismus  aus  vier  gelenkig 
mit  einander  verbundenen  Gliedern  besteht,  so  wird  das  genannte  Ziel 

1)  In  §  16  wird  gezeigt^  daß  dieser  Punkt  dann  einen  Kreis  beschreibt 
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mit  derselben  Einfachheit  erreicht  wie  durch  den  bekannten  Dreikurbel- 
mechanismus, welcher  außer  dem  Grundparallelogramme  ebenfalls  noch 
vier  bewegliche  Glieder  enthält.  Der  oben  angegebene  Mechanismus 
hat  aber  einen  Vorzug:  beim  Dreikurbelmechanismus,  wenn  die  Kurbeln 
des  Parallelogramms  volle  Umdrehungen  machen,  muß  auch  die  dritte 
Kurbel   ganze  Umdrehungen  vollziehen;   während  im  Systeme  P  der 


Pig.-.e. 


feste  Punkt  M  so  gewählt  werden  kann,   daß  das  um  ihn  drehbare 

Glied  des  Plagiographen  nur  eine  schwingende  Bewegung  macht,  wobei 

die  Amplitude  derselben  in  gewissen  gegebenen  Grenzen  bleiben  kann. 

12.   Zur  Frage  über  die  geradlinige  Bewegung  des  Punktes   M. 

Es  sei 

aa?  +  &y  +  c  =  0 

die  Gleichung  der  Geraden,  die  von  dem  Punkte  M  des  Systems  P 
oder  Q  beschrieben  werden  soll.  Nach  §  7  finden  wir  dazu  die  Be- 
dingung: 

{aA  —  bB)  cos  aj  +  (aB  +  bÄ)  sin  cc^  +  (aC  —  bD)  cos  «g 
+  (aD  +  bC)  sin  a^  +  aE+bE'  +  c  =  0. 

Da  dieselbe  cos  (a^  —  o,)  nicht  enthält,  so  kann  man  daraus  schon  un- 
mittelbar schließen,  daß  ihre  Übereinstimmung  mit  der  Bedingung  (9), 
also  auch  eine  geradlinige  Bewegung  des  Punktes  M  bei  keinem  Falle 
der  Anschließung  des  Systems  P  oder  Q  an  ein  Kurbelviereck  mög- 
lich ist. 

Das  Gesagte  bezieht  sich  auch  auf  die  gewohnlichen  Koppelkurven, 
und  wir  haben   hiermit   einen   einfachen   Beweis   für   die   Unmöglich- 
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keit^  mittelst  eines  einfachen  Kurbelyierecks  in  einet  genauen  Geraden  zu 
fuhren. 

Was  die  angenäherte  Zeichnung  der  geraden  Linien  mittelst  der 
Systeme  P  und  Q  betrifft^  so  ist  es  nicht  der  Mühe  wert  sieh  damit 
aufzuhalten^  da  solche  Mechanismen  mindestens  7  bewegliche  Glieder 
enthalten^  während  schon  fünfgliedrige  genaue  Geradführungen  mög- 
lich sind. 

13.  Bestimmung  der  Pimkte  im  Systeme  P  oder  Q,  welche  Kreis- 
linien beschreiben.  Bei  der  Bewegung  eines  gewöhnlichen  Eurbelvierecks 
bilden  die  kreislinigen  Koppelkuryen  eine  Ausnahme:  von  den  Punkten 
der  Koppel  beschreiben  nur  die  Drehpunkte  0^,  und  O,,  Kreislinien. 
Andere  solche  Punkte  gibt  es  nicht^  wenn  nur  das  Kurbelviereck  kein 
Parallelogramm  oder  kein  Rhomboid  mit  paarweise  zusammengefallenen 
Gliedern  darstellt;  in  den  zwei  letzten  Fällen  erscheint  die  Kreislinie 
als  ein  Zweig  der  Koppelkurve,  deren  anderer  Zweig  vom  vierten 
Grade  ist  und  dann  beschrieben  wird,  wenn  das  Parallelogranmi  in 
ein  Antiparallelogramm  oder  der  andere  Mechanismus  in  ein  wirkliches 
Rhomboid  übergeht.  Die  Verbindung  des  Systems  P  oder  Q  mit  dem 
Kurbelviereck  führt  zu  anderen  Ergebnissen:  es  erweist  sich,  daß  die 
Linie  6  bei  jeder  Form  des  Kurbelvierecks  einen  hreislinigen  Zweig  aus- 
sondern kamh,  wenn  nur  die  6  oder  8  zur  Verfügung  stehenden  Parameter 
(§  1)  entsprechend  gewählt  werden.     Setzen  wir: 

(41)  x-E  =  ^,    y-E'  =  ri 

und  nehmen  den  Punkt  (E,  E')j  dessen  Lage  bei  der  Untersuchung 
selbst  nach  den  Formeln  des  §  8  bestimmt  werden  soll,  zum  neuen 
Koordinatenanfange;  es  sei  femer 

(42)  S'  +  12*  -  2al  -  26i?  +  a»  +  6^  -  r»  ==  0 

die  Gleichung  des  zu  beschreibenden  Kreises.  Dem  in  §  7  Gesagten 
gemäß  schreiben  wir: 

2(^C  +  JB2))cos(ai-cfs)-2(a^-.6JB)cosai-2(aC-62))co8ß5 

(43)  +2(JBC~^2))sin(ai-«3)-2(aJB+6^)sinai-2(aD  +  feC)8inff5 
+  ^»  +  ^  +  (7  +  D«  +  a*  +  6«  -  r^  =  0, 

und  wir  wollen  jetzt  die  Übereinstimmung  dieser  Bedingung  mit  der 
Formel  (9)  herstellen.  Die  linke  Seite  dieser  letzteren  stellt  eine  solche 
Funktion  von  a^  und  a^  dar,  die  durch  gleichzeitiges  Wechseln  der 
Vorzeichen  von  a^  und  a,  nicht  geändert  wird.  Damit  die  Formel 
(43)  dieselbe  Eigenschaft  besitze,  ist  es  notwendig,  daß  die  Summe 
aller  Glieder,   welche   mit   c^  und  a^  ihr  Zeichen  wechseln,   für  sich 
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allein  gleich  Null  sei.  Somit  zerfallt  die  Bedingung  in  die  beiden 
folgenden: 

(44)  (BC-ÄD9m(a^-a^)-(aB  +  bÄ)smcc^-{aD  +  bC)8mcc^^0, 

(45)  2(ÄC+BI)) cos («1  —  «s) - 2(a^ - bS) cos a^ - 2(aC- 62))cosa3 
+  Ä^  +  B'  +  C  +  D^  +  a^  +  b^-r^=-0, 

von  denen  die  erste  bei  allen  Werten  von  cc^  und  «j,  die  der  Bedingung 
(9)  genügen  y  erfüllt  und  die  zweite  mit  dieser  Bedingung  identisch 
werden  muß.  Die  Bedingung  (44)  ist  aber  nur  dann  mit  (9)  ver- 
traglich, wenn 

(46)  JB(7-^2)  =  0, 

(47)  aB  +  bÄ  =  0, 

(48)  aD  +  ftC  =  0 

ist.  um  dieses  genauer  zu  beweisen,  genügt  es,  einige  spezielle  Lagen 
des  Kurbel  Vierecks,  nämlich  solche,  bei  welchen  zwei  seiner  Glieder 
in  einer  Geraden  zusammenfallen,  zu  betrachten.  Eigentlich  müßte 
man  alle  drei  Haupttypen  dieses  Mechanismus  untersuchen,  je  nachdem 
die  beiden  Kurbeln  oder  nur  eine  von  ihnen  volle  Umdrehungen 
machen  kann  oder  beide  Kurbeln  nur  schwingen  können;  da  aber  der 
Gedankengang  in  allen  Fällen  derselbe  bleibt,  werden  wir  nur  den 
letzten  Fall  betrachten.  Der  Kürze  wegen  werden  wir  unter  Ä^y  A^, 
A^y  A^  nicht  nur  die  einzelnen  Glieder  des  Kurbelvierecks  sondern 
auch  die  Geraden,  welche  die  Drehpaarungen  verbinden,  verstehen. 
Im  Falle,  daß  die  Geraden  A^  und  A^  mit  A^  zusammenfallen  können, 
kann  man  o^  =  0  nehmen  und  daraus  folgt: 

(49)  {BG  -  AD)  +  {aB  +  feC)  «  0, 
oder  a,  =  ^,  und  dann  ist 

(50)  {BG  -  AD)  +  {aB  +  bA)  =  0. 

Außerdem  können  die  Geraden  A^  und  A^  oder  auch  A^  und  A^  in 
eine  Gerade  fallen,  imd  dann  hat  man  im  ersteren  Falle: 
sin  (a,  —  a,) ein  «j  sin  a, 

^* 
und  im  zweiten  Falle 

sin  (og  —  «i) 

Dem  entsprechend  bekommt  man  aus  (44): 
a^{BG--AD)  +  (o,  +  (H){aB+  bA)  +  o^  (aD  +  6C)  =  0, 
a^{BC'-AD)  +  a^{aB+  bA)  +  («1  +  0,)  {aD  +  ftC)  =  0, 
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and  in  Verbindung  mit  (49)  und  (50): 

a^{BC  -  AD)  +  ((h  +  a^  +  a;)(aD  +  bC)^0. 

Da  a^  und  0^  +  a^  +  a^  nicht  einander  gleich  sein  können,  so  folgen 
ans  der  letzten  Gleichung  die  Bedingungen  (46),  (47)  und  (48),  Yon 
denen  übrigens  nur  zwei  yoneinander  verschieden  sind.  Im  FaUe,  daB 
die  Creraden  A^  und  Al^  nicht  mit  A^  daf&r  aber  mit  A^  auf  zweierlei 
Weise  zusammenfallen  können,  kommen  wir  zu  demselben  Schlüsse. 
Der  Vergleich  von  (45)  mit  (9)  gibt  weiter: 

(Ol)  ___ ^___ __ {AC+BD). 

Somit  müssen  7  Elemente  A,  B,  C,  D,  a,  b,  r  fünf  Bedingungen  ge- 
nügen. 

In  der  Voraussetzung,  daß  keiner  Ton  den  Koeffizienten  A,  B,  C, 
D  gleich  Null  ist,  und  indem  man 

(52)  ?  =  !  =  * 

setzt,  bekommt  man: 

ai  +  6  =  0, 

und  dann  geben  die  Gleichungen  (51): 

(53)  «  -  ^^1 Cg^y 

(54)  H»(i+A^(i+|  +  ^«2n|-), 

und  endlich,  wenn  man  die  Ausdrücke  (10)  beachtet: 

a  ^  a.A  =  ~~A.      b  =  —  ka,A^  —  k—A. 

(56) 

wobei  A  und  k  willkürlich  bleiben. 

Wenn  einer  von  den  Koeffizienten,  z.  B.  A,  gleich  Null  yoraus- 
gesetzt  wird,  so  mufi  infolge  von  (46)  B  oder  C  auch  gleich  Null 
sein.     Im  Falle 

A^O,      C  =  0 

geben  die  Bedingungen  (47),  (48)  und  (51): 

(57)  -Ö  =  -JB, 

(58)  «  =  0,     b^-g„     B^-^^B,      r^±^B, 


1  __^  __ 

9* 

-lA,    V- 

9i^ 

b  =  -kg,A^ 
^yi  +  k'-A; 

-k^A 
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wobei  B  willkürKch  bleibt.     Im  Falle,  daß 

^  =  0,      JB=0 
ist,  hat  man: 

I  =      (7  cos  «3  +  D  sin  «3 , 
iy  «=  —  Dcos  «3  +  (7  sin«,; 

die  Koordinaten  1,  rj  genügen  also  der  Gleichung  des  Kreises 

I«  +  ^«  ==  (?  +  D« 

bei   allen  Werten  yon  C  und  D.     Das  Zentrum   dieses  Kreises  wird 
durch  die  Koordinaten  Ey  E'  bestimmt. 

14.  Die  Winkdgeschimndiglceit  dieser  Kreisbewegung,  Es  seien  co^ 
und  1D3  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Kurbeln  des  Kurbel- 
yierecks;  sie  sind  infolge  der  Bedingung  (9)  durch  die  Gleichung 

CDq  ^  ; i i — 7 r  (Dl 

»       ^i8ma8  +  8m(ai— a,)     * 

verbunden.     Indem  man  dieses  benützt  und  die  Ausdrücke  (55)  in  die 
Formeln  (11)  einführt,  findet  man: 

dx  Bin(a,  —  a.)  /      ,    1       j\ 

dy  8in(g,-«,)  .  .,      , 

dt  ^  (7,  sin«,  +  8in(a,  -  a.)  ^^       ^i^^^l^ 

und   hieraus,   wenn   man  die  Formeln  (56)  beachtet,   erhalt  man  die 
gesuchte  Winkelgeschwindigkeit: 

/tLtw  8in(a,  —  cc.) 

(59)  <0  = i \     .   /     N  OJi . 

^      ^  Pi  8ma,  +  8in(ßfj  —  a,)     1 

Wir  sehen,  daß  diese  Winkelgeschwindigkeit  weder  von  der  Lage 
der  Qrundpunkte  des  Systems  P  oder  Q  im  Äurbelviereck,  noch  von 
der  Lage  des  Punktes  M  zu  diesen  Grundpunkten  abhängt. 

Dieselbe  Formel  (59)  bekommt  man  im  Falle,  daß  -4  =  0,  0  =  0 
ißt.     Wenn  aber  -4  =  0,  B  =0  ist,  so  hat  man: 

16,  Untersuchung  der  möglichen  Fcäle  der  Kreisbewegung,  Wir  haben 
in  §  13  folgende  drei  Falle  für  das  Bestehen  einer  kreislinigen  ver- 
allgemeinerten Koppelkurve  6  gefunden:  1)  Wenn  A,  -B,  C,  D  alle  von 
Null  verschieden  sind  und  die  Bedingungen  (55)  erfallt  werden;  2)  wenn 
^  =0,  (7=0  ist,  mit  der  Bedingung  (57);  3)  wenn  ^  =  0,  jB  =  0 
ist,  ohne  andere  Bedingungen.  Diese  Fälle  werden  wir  zur  Abkürzung 
mit  (*),  (**)  und  (***)  bezeichnen.     Wir  wollen  jetzt  sehen,  wieweit 
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diese  Fälle  durch  die  in  §  2  aufgestellten  Mechanismen  I,  II,  III,  lY 
und  V  verwirklicht  werden  können. 

Vor  allem,  wenn  wir  die  diesen  FäUen  entsprechenden  Bedingungen 
auf  das  gewöhnliche  Kurbelviereck  anwenden,  können  wir  uns  jetzt 
überzeugen,  daß  in  der  Tat  keine  Koppelkurve  einen  kreisförmigen 
Zweig  aussondern  kann,  natürlich  die  bekannten  speziellen  Fälle  aus- 
geschlossen. Wenn  wir  aber  zur  verallgemeinerten  Koppelkurve  über- 
gehen, finden  wir  folgendes. 

Mechanismus  L    Im  Falle  (*)  verlangen  die  Bedingungen  (55): 

(60)  7c  =  -  tg{e,  -  *3)  =  -  t9{h  -  *i), 

(61)  Cj«!  sin dj  cos  {e^  +  S^  +  c^a^  sin  S^  cos  («^  —  S^  ==  0. 

Daraus  folgt: 

CjOi  sin  d,  sin  (fj  +  ö^  +  c^a^  sin  S^  sin  {b^  —  dg)  =  0 

und  daher: 

(62)  cjaj  sin«  dg  =  c[al  sin^d^. 

Den  Gleichungen  (60)  und  (62)  kann  man  auf  verschiedene  Weise  ge- 
nügen. Wenn  c^,  f^,  Cj,  £3,  d.  h.  die  Lagen  der  Punkte  M^  imd  Jfj 
in  den  Gliedern  A^  und  A^  des  Kurbelvierecks  gegeben  sind,  so  haben 
wir  zwei  Gleichungen  für  d^  und  dg,  können  also  die  Lage  des  Punktes 
M  im  Systeme  P  bestimmen. 

Im  Falle  (**)  haben  wir  anstatt  (60)  die  Bedingungen: 

(63)  cos  («1  -  dg)  =  0,      cos  (fg  +  dj  =  0 

und  wieder  die  Gleichung  (62).  Diesen  Forderungen  kann  man  z.  B.  da- 
durch genügen,  daß  man  q,  a^,  63  willkürlich  wählt  und  dann  aus  (63) 
dj  und  dg  imd  aus  (62)  Cg  bestimmt.  Somit  können  jetzt  bei  einem 
gegebenen  Kurbelviereck  die  Lagen  der  Grundpunkte  nicht  ganz  will- 
kürlich genommen  werden;  ist  aber  das  getan,  so  müssen  schon  die 
Längen  a^  und  a^  zweier  Glieder  des  Kurbelvierecks  der  Gleichung  (62) 
entsprechend  genommen  werden. 

Im  Falle  (***),  wenn  man  in  Betracht  zieht,  daß  \  =  tgS^, 
K  ^  ^Sl^i  ^^^  gleichzeitig  verschwinden  können  (§  3),  so  sind  Be- 
dingungen j1  =  0,  B  =  0  (oder  auch  C  =  0,  D  ==  0)  nicht  erfüllbar, 
den  Fall  ausgeschlossen,  daß  einer  von  den  Grundpunkten  des  Systems 
P  mit  einem  der  festen  Drehpunkte  zusammenfallt.  Im  letzteren  Falle 
aber,  wenn  also  z.  B.  c^  =  0  ist,  kann  der  andere  Grundpunkt,  welcher 
im  Gliede  A^  liegt,  willkürlich  genommen  werden;  alle  Punkte  des 
Systems  P  beschreiben  dann  Kreislinien,  was  übrigens  selbstverständlich 
ist,   da  dann  die  Bewegung  des  ähnlich  veränderlichen  Systems  eine 
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„einförmige"  kreislinige  wird.  Das  Kurbelviereck  spielt  dann  schon  keine 
Rolle  ^  und  man  kann  sagen  ^  daß  in  dem  Sinne  ^  wie  es  in  §  13  ver- 
standen wurde,  der  Fall  (***)  beim  Mechanismus  I  nicht  möglich  ist. 

Die  Ergebnisse,  welche  den  Fällen  (*)  und  (**)  entsprechen,  kann 
man  auch  von  einem  anderen  Standpunkte  betrachten.  Da  das  ebene 
ähnlich-veränderliche  System  vier  Freiheitsgrade  besitzt,  so  wird  seine 
Bewegung  zwangläufig^  wenn  die  Bahnen  irgend  welcher  drei  von  seinen 
Punkten  gegeben  werden;  und  dann  sind  schon  die  Geschwindigkeits- 
verhältnisse dieser  Punkte  ganz  bestimmte.  Wenn  man  diese  Bahnen 
in  Form  von  Kreislinien  wählt,  so  wird  bei  gewissen  Lagen  der  Mittel- 
punkte und  Größen  der  Radien  dieser  Kreise  das  Verhältnis  der 
Winkelgeschwindigkeiten  zweier  der  Kreisbewegungen  in  jeder  Lage 
des  Mechanismus  mit  demjenigen  Verhältnis  der  Winkelgeschwindig- 
keiten zusammenfallen,  welches  die  beiden  Kurbeln  eines  gegebenen 
Kurbelvierecks  besitzen.  Es  folgt  daraus,  daß,  wenn  man  im  Mechanis- 
mus I  den  Punkt  M  mittelst  einer  hinzugefügten  Kurbel  in  demselben 
Kreise  führt,  welchen  dieser  Punkt  ohnedies  schon  beschreibt,  das 
Glied  Ä^  des  Kurbelvierecks  aber  wegnimmt,  dieselbe  Drehungs- 
transformation mit  dem  Systeme  P  erreicht  wird,  wie  sie  beim  gewöhn- 
üchen  Kurbelvierecke  erfolgt. 

Mechanismus  IL  Es  kann  leicht  gezeigt  werden,  daß  bei  ihm 
alle  drei  Fälle  (*),  (**)  imd  (***)  bei  jeder  Form  des  Kurbelvierecks 
möglich  sind.  Wir  wollen  nur  den  letzten  Fall  betrachten,  in  welchem, 
wie  wir  oben  gesehen  haben,  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises 
mit  dem  Punkte  {E,  E')  zusammenfällt.  Nachdem  man  die  Lagen  der 
Punkte  üfj  und  M^  im  Kurbelvierecke  willkürlich  angenommen  hat, 
kann  man  die  Lage  des  den  Kreis  beschreibenden  Punktes  M^  den 
den  Bedingungen  A^O,  jB  =  0  gemäß,  aus  den  Formeln  (29)  finden, 
indem  man  k^  und  k^  bestimmt: 

A-ifcj(a2q  sinfj  +  a^c^  sin  s^)  +  l\a^Ci  cos  «^  +  h^{^2 ""  ^2  ^^s  e^)  =  0, 
ijÄj  [«2^1  sin «1  —0^1(04  —  ^2  cos  s^)]  —  /TjagCi  sin  s^  +  k^a^c^  sin  s^  =  0. 

Wir  sehen  also,  daß  die  Lage  des  Punktes  M  im  Systeme  P  von  «3 
und  a^  nicht  abhängt;  die  Formeln  (29)  fttr  C,  D,  E,  und  £'  zeigen 
außerdem,  daß  der  Radius  des  Kreises  von  a^  und  a^  und  die  Lage 
seines  Mittelpunktes  von  a^  und  a^  unabhängig  ist.    In  der  Figur  7  sind 

^1  =  »!;       h-j^>       ^^-i^i,       «2  =  0 
genommen,  und  daher 


1)  Man  vergleiche  mit  der  Figur  1. 
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Mechanismtis  HL     um   den  Bedingungen   des  Falles  (^)  zu  ge- 

nügen;  muß  man,  den  Formeln  (30)  gemäß , 

(64)  4  =  —  ^^r«!  =  —  tgs^, 

(65)  «iWjC,  ±  OjWiCi  =  0 

nehmen.  Aus  der  Gleichung  (65)  sieht  man^  daß  es  unendlich  viele 
Punkte  gibt;  welche  Kreislinien  beschreiben^  und  daß  diese  Punkte  in 
einer  Geraden  liegen.  Das  folgt  übrigens  schon  unmittelbar  daraus, 
daß,  wenn  in  einem  affin-veränderlichen  Systeme  ein  Punkt  fest  bleibt^ 
alle  anderen  Punkte  einer  durch  ihn  gehenden  Geraden  ähnliche  Linien 
beschreiben,  die  den  festen  Punkt  zu  ihrem  gemeinsamen  Ahnlichkeits- 
pole  haben.  Wir  finden  also,  daß  eine  solche  Bewegung  des  afißn- 
yeränderlichen  Systems  möglich  ist,  bei  welcher  ein  Punkt  fest  bleibt 


Fig.  7. 


alle  Punkte  einer  ihn  enthaltenden  Geraden  Kreise  beschreiben  und 
noch  zwei  andere  Punkte  zweien  Kurbeln  eines  Kurbelvierecks  an- 
gehören. Da  ein  ebenes  affin -veränderliches  System  sechs  Freiheits- 
grade besitzt,  so  kann  seine  Bewegung  immer  auf  solche  Weise  gegeben 
werden,  daß  einer  von  seinen  Punkten  fest  bleibt  und  drei  andere 
Punkte  gegebene  Linien  beschreiben;  die  Geschwindigkeitsverhältnisse 
werden  dann  aber  schon  ganz  bestimmte  sein  müssen.  Aus  dem  be- 
trachteten Falle  ersehen  wir  aber,  daß  bei  gewisser  Wahl  der  Grund- 
punkte  das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten  zweier  .von  ihnen 
in  jeder  Lage  des  Mechanismus  mit  ebensolchem  Verhältnisse  der  beiden 
Kurbeln  eines  Kurbelvierecks  zusammenfallen  kann. 

Die  Bedingungen  des  Falles  (**)  ergeben: 
(66)  cos £i  =  0,      cos ^5  =  0,      «1  WgCg  ±  a^ni^c^  —  0 

und  können  auch  erfallt  werden. 
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Die  Bedingungen  des  Falles  (***)  werden  erfüllt,  wenn  man 
(67)  Wi  =  0,      Wj  +  W4  =  1 

nimmt.    Dieser  Fall  ist  aber  von  keinem  Interesse,  da  die  Gleichung 

(67)  die  Punkte  der  Geraden  M^M^  bestimmt;  es  ist  aber  ohnedies 
klar,  daß  bei  der  Kreisbewegung  des  Punktes  M^  alle  Punkte  dieser 
Geraden  Kreislinien  beschreiben. 

Beim  Medianisnms  IV  kommen  wir  zu  ähnlichen  Schlüssen:  auch 
bei   ihm  ist  eine  Kreisbewegung  eines  seiner  Punkte  möglich. 

Der  Meckanisnms  V  läßt  erst  recht  eine  Kreisbewegung  eines  seiner 
Punkte  zu.  Werden  fünf  von  den  Größen  c^,  a^,  c^,  s^,  c^,  s^  willkürlich 
genommen,  so  bestimmen  die  Bedingungen  (55)  die  sechste  derselben 
und  die  Parameter  n^,  m^,  m^, 

16.  Eine  Beaiehung  zwischen  dem  gelenkigen  ParaUetogramm  und 
AnÜpardUdogramm,  In  §  9  wurde  eine  Bewegung  des  an  ein  gelenkiges 
Parallelogramm  angeschlossenen  Systems  P  betrachtet,  bei  der  ein  be- 
stinoimter  Punkt  M  von  P  fest  blieb,  und  in  §  11  wurde  eine  praktische 
Ani^endung  dieser  Bewegung  gezeigt,  welche  durch  das  Festhalten 
dieses  Punktes  erreicht  wird.  Wird  dieser  Punkt  frei  gelassen,  so  kann 
das  Parallelogramm  in  ein  Antiparallelogramm  übergehen,  und  dann 
setzt  sich  der  Pxmkt  M  in  Bewegung.  Wir  wollen  zeigen,  daß  dann 
di^aer  Punkt  einen  Kreis  beschreibt.     Bei  den  Bedingungen  (36): 

(68)  Ä+C^O,      B+D^O 
geben   die  Formeln  (11): 

X  =^  Ä  (cos  «1  —  cos  ag)  +  -B(sin  a^  —  sin  «g)  +  ^; 

y  =  —  -B(cos  «1  —  cos  ttj)  +  Ä  (sin  cc^  —  suk  a^)  +  E', 
also 
(70)         (a:  ~  £)'  +  (y  -  ^y  =  2  (^«  +  ^)  [1  -  cos  {a,  ~  a«)]. 

Im  Falle  eines  Parallelogramms  oder  Antiparallelogramms,  da  jetzt 
ist^  bekommt  man  aus  (9): 

1  —  cos  («1  -—08)=—  (cos  «1  —  cos  Cfg). 

Aas  den  Formeln  (69)  hat  man  aber: 

(-4«  +  -B*)  (eos «1  -  cos  a^)  =  A{x  -  JE)  -  B{y  -  JE'), 
wodurch  die  Gleichung  (70)  die  Form 


(x-^E)'+{y-  EJ  -  2^^(^  ~  J5?)  +  2^B{y  -E')^0 
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Fig.  8. 


aimimmt.  Diesen  Ereis  beschreibt  derjenige  Punkt  M  des  Systems  Py 
dessen  Koordinaten,  \y  \y  in  diesem  Systeme  den  Bedingungen  (68) 
genügen,  welcher  also  im  Falle  eines  Parallelogramms  fest  bleibt  (Fig.  6). 
17,  Andere  Anwendungen  der  Systeme  P  und  Q. 
a)  Darstellung  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  eines  ebenen 
GelenJcsystems.  Aus  der  Eigenschaft,  daß  der  Massenmittelpunkt  z^reier 
Körper   die  Entfernung   zwischen   den  Massenmittelpunkten   derselben 

im    konstanten   Verhält- 
nisse   teilt,    folgt,     daß 
der  Massenmittelpunkt  C 
dreier     Körper,      deren 
Massenmittelpunkte      Q , 
Cj,  C^  sind,  demjenigen 
affin -veränderlichen     Sy- 
steme angehört,  das  die 
Punkte    Cj,    C^,    C^    zu 
seinen  Grundpunkten  hat 
Indem  man  diese  Bemer- 
kung    auf    ein    Kurbel- 
viereck   mit    einem    un- 
beweglichen Gliede  anwendet,  erhält  man  die  Möglichkeit,  durch  eine 
Verbindung  des  Systems   Q  mit   diesem  Kurbelviereck  die  Bewegung 
seines  Massenmittelpunktes  darzustellen.    Die  Verbindung  muß  offenbar 
nach  Art  des  Mechanismus  V  hergestellt  werden.    Übrigens  kann  man 
jetzt  auch  einfacher  verfahren,  indem  man  anstatt  des  Systems  Q  ein 
sechsgliedriges    System    gebraucht,    welches    aus    zwei    gewöhnlichen 
Pantographen  besteht  (Pig.  8),  wobei  zwei  Glieder  des  Kurbelvierecks 
selbst  als  Elemente  eines  dieser  Pantographen  benützt  werden  können. 
Selbstverständlich  wird   dabei   die   Masse   des   hinzugefügten   Systems 
in  Vergleich  mit  der  Masse  des  Kurbelvierecks  vernachlässigt 

Neulich  wurde  von  0.  Fischer  ein  anderes  Gelenksystem  an- 
gegeben, um  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  eines  Kurbelvierecks 
darzustellen.^)  Diesem  Systeme  liegt  der  Begriff  der  Hauptpunkte  des 
Mechanismus  zu  Grunde,  und  es  enthält  ebenfalls  sechs  Glieder. 

Um  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  eines  mehrgliedrigen 
Gelenksystems  darzustellen,  kann  man  sich  mehrerer  affin-veränderlicher 
Systeme  bedienen.  Wenn  man  beachtet,  daß  die  Bewegung  eines  ebenen 
affin-veränderlichen  Systems  durch  die  Bewegung  dreier  seiner  Punkte 
bestimmt  wird,  so  kann  man  leicht  einsehen,  daß  für  ein  Gelenksystem 


1)  Diese  Zeitschr.  Bd.  47  (1902),  S.  436. 
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von  n  >  3  Gliedern  ^  oder      T"     Systeme  Q  notig  sind,  je  nachdem 

die  Zahl  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  ist 

b)  Ein  Faü  der  konformen  Abbildung  in  der  Ebene.  Jede  solche 
konforme  Abbildung  in  der  Ebene,  bei  welcher  jeder  Kreis  wieder  in 
einen  Kreis  übergeht,  kann  bekanntlich  (Satz  von  Liouyille)  aus 
einer  Transformation  durch  reziproke  Badienyektoren  und  einer  Ahnlich- 
keitstransformation  zusammengesetzt  werden.  Diese  konforme  Trans- 
formation kann  also  durch  eine  Verbindung  eines  Inversors  mit  dem 
Systeme  P  dargestellt  werden.  Man  muß  nur  dazu  bemerken,  daß  die 
Zahl  aller  möglichen  konformen  Abbildungen  der  genannten  Art  oo^ 
ist^  während  man  bei  dem  dazu  dienenden  Gelenksysteme  nur  über  vier 
Parameter  verfügen  kann,  da  von  den  vier  Parametern  der  Ahnlichkeits- 
transformation  —  den  Koordinaten  des  Ahnlichkeitspoles,  dem  Aus- 
dehnungskoeffizienten und  der  Drehung,  —  bei  dem  gegebenen  Mecha- 
nismus  nur  die  ersten  zwei  bequem  geändert  werden  können.  Jedenfalls 
aber  kann  eine  jede  im  voraus  gegebene  konforme  Transformation  der 
genannten  Art  durch  eine  Verbindung  eines  Inversors  mit  einem 
Systeme  P  verwirklicht  werden. 


n.  Aus  älmlioliveranderliclLen  oder  atünveränderlichen  Gliedern  ge- 
bildete kinematische  Ketten. 

1.  Freiheitsgrade  solcher  Ketten.  Es  sei  eine  einfache,  geschlossene 
kinematische  Kette  8  gegeben,  die  aus  n  veränderlichen  Gliedern 
A^jA^y"  -  A^  besteht.  Von  diesen  Gliedern  soll  vorausgesetzt  werden, 
daß  jedes  von  ihnen,  einzeln  genommen,  im  gegebenen  Räume  ft  Frei- 
heitsgrade besitzt,  und  daß  sie  miteinander  durch  bestimmte  kinematische 
Paare  verbunden  sind,  also  jedes  von  ihnen  nur  einen  Freiheitsgrad  in 
Bezug  auf  die  Nachbarglieder  hat.     Wenn 

n^(i 

und  die  Kette  frei  ist,  so  hat  sie  n  Freiheitsgrade;  sind  aber  einem 
ihrer  Glieder  k^fi  Freiheitsgrade  weggenommen,  so  verliert  die  ganze 
Keite  ebenso  viele  Freiheitsgrade.  Im  Falle,  daß 

n'=(i+  1 

ist  und  ein  Glied  der  Kette  festgehalten  wird,  verliert  die  Kette  fi  Frei- 
heitflgrade,  und  sie  wird  zwangläufig. 

Diese  Betrachtung  wollen  wir  auf  Ketten  anwenden,  deren  Glieder 
ebene  ähnlich-veränderliche  Systeme  sind.     Dann  ist  ft  »=  4,  und  eine 

Z«ltachxift  f.  Mathenuttik  a.  Physik.  49.  Band.  1903.   l.H«ft.  4  ^  j 
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Kette,  die  ans  solchen  Gliedern  gebildet  ist^  wird  zwanglaofig,  wenn 
n  «  5  ist  und  ein  Glied  dieser  Kette  festgehalten  wird.  Somit  be- 
kommen wir  einen  ebenen  MechanismuSy  der  aus  vier  beweglichen  ähn- 
lich-veränderlichen Systemen  hesteht. 

Dieselbe  Betrachtung;  wenn  sie  auf  ebene  affin-yeranderliche 
Systeme,  welche  in  der  Ebene  6  Freiheitsgrade  besitzen*,  angewandt 
wird,  fuhrt  uns  zu  dem  Schlüsse,  daS  eine  Kette,  die  aus  7  solchen 
Gliedern  gebildet  ist,  yon  denen  ein  Glied  festgehalten  wird,  zwang- 
laufig  ist.  Wir  erhalten  somit  einen  ebenen  Mechanismus^  der  cms  seäi& 
'beweglichen  affinrveränderlichen  Gliedern  besteht. 

Wenn  ein  oder  mehrere  kinematische  Paare  nicht  mehr  bestimmte 
Paare  sind,  wenn  also  zwei  Nachbarglieder  in  Bezug  auf  einander  mehr 
als  einen  Freiheitsgrad  haben,  so  yergrößert  sich  entsprechender  Weise 
die  Zahl  der  Freiheitsgrade  der  ganzen  Kette.  Damit  also  diese  Kette 
ihre  Zwanglaufigkeit  nicht  yerliert^  muß  die  Zahl  ihrer  Glieder  ent- 
sprechend yermindert  werden.  Wenn  also  zwei  Nachbarglieder  gegen- 
seitig \  +  h  Freiheitsgrade  haben,  wo  wir  Tc  als  einen  Überschuß  der 
Freiheitsgrade  bezeichnen  können,  so  ist  die  2iahl  der  Glieder  einer 
zwanglaufigen  kinematischen  Kette: 

(71)  n  =  fi+l-^, 

wobei  die  Summe  auf  alle  Überschüsse  der  Freiheitsgrade  sich  erstreckt 
Dieses  gibt  Ketten,  die  aus  2  oder  3  ähnlich-yeranderlichen  oder 
aus  2,  3,  4  oder  5  affin-yeiunderlichen  Gliedern  bestehen. 

19.  Grundlage  eur  Einteilung  dieser  Ketten,  Diese  Angaben  führen 
auch  zu  einer  natürlichen  Einteilung  der  kinematischen  Ketten  (nach 
einem  Gedanken  yon  Reuleaux)  in  jedem  Baume  mit  einer  gegebenen 
Zahl  yon  Freiheitsgraden.  Unabhängig  yon  der  Form  der  kinematischen 
Paare,  dient  als  erste  Grundlage  dazu  die  Zahl  der  Überschüsse  der 
Freiheitsgrade  in  denselben;  die  weitere  Unterordnung  erfolgt  dann 
nach  der  Art^  wie  diese  Überschüsse  in  der  kinematischen  Kette  yer- 
teüt  sind.  Indem  wir  dieses  auf  Ketten  anwenden,  die  aus  ähnlich- 
yeränderlichen  oder  affin-yeränderlichen  Gliedern  gebildet  werden,  und 
diese  Glieder  in  Form  yon  Gelenksystemen  P  oder  Q  yoraussetzen, 
gelangen  wir  zu  einer  Beihe  neuer  Mechanismen.  Wenn  dieselben, 
yielleicht  mit  wenigen  Ausnahmen,  keine  praktische  Bedeutung  haben, 
—  in  Folge  der  Verwickeltheit,  mit  welcher  diese  Mechanismen  durch 
gelenkig  yerbundene  feste  Körper  gebildet  werden,  —  so  kann  doch 
eine  systematische  Untersuchung  derselben  zu  yerschiedenen  solchen 
Aufgaben  über  Bewegungstransformationen  führen,  die  kaum  auftreten 
konnten,   wenn   wir   diese  Mechanismen  als  kinematische  Ketten  mit 
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festen  Gliedern  betrachteten.  Zudem  würden  diese  Ketten,  welche  von 
dem  oben  gezeigten  Standpunkte  ans  ab  einfache  Ketten  erscheinen, 
andernfalls  ab  ssusammengesetete  Ketten  betrachtet  werden  müssen,  und 
daim  würde  die  Untersuchung  derselben  viel  yerwickelter  ausfiillen 
müssen. 

20.  EinteihAng  der  genannten  Ketten.  Bei  der  Ausführung  dieser 
Einteilung  werden  wir  unter  ^^+1  ^  kinematische  Paar  verstehen, 
welches  die  Glieder  Ä^  und  A^^x  verbindet,  und  die  Zahl  der  Über- 
schüsse der  Freiheit^rade  durch  eine  darunter  gestellte  Zahl  angeben. 
Wemi  n  die  Zahl  der  Glieder  ist,  so  soll  das  unbewegliche  Glied  A^ 
heifien. 

Kinematische  Ketten^  deren  Glieder  ähfdichrveränderliche  Systeme  sind. 

a)  Mit  zwei  überschüssigen  Freiheitsgraden  in  den  kinematischen 
Paaren  —  dreigliedrige  Ketten: 

A^      A^      A^      A^ 

I  0        0        2 

n  0        11 

in  0        2        0 

IV  10        1 

b)  Mit  einem  überschüssigen  Freiheitsgrade  oder  viergUedrige 
Ketten: 

A^        jß^        jA^        A^        A^ 

V  0001 

VT  0        0        10 

c)  YoUständige  —  fwnfgliednge  Ketten'. 

A^       A^       A^       Af       A^       A^ 

vn  00000. 

Die  übrigen  Fälle  der  Verteilung  der  Freiheitsgrade  in  den  kine- 
matischen Paaren  führen  zu  kinematischen  Ketten,  welche  sich  von 
den  vorhei^henden  nicht  wesentlich  unterscheiden,  da  sie  in  Betreff 
der  Verteilung  der  Freiheitsgrade  zu  ihnen  symmetrisch  sind. 

Ketten,  deren  Glieder  affinrveränderliche  Systeme  sind.  Indem  wir 
auf  ähnliche  Weise  verfahren,  können  wir  folgende  Gruppen  von  kine- 
matischen Ketten  aufzahlen,  wobei  wir  wieder  nur  wesentlich  ver- 
schiedene Verteilung  von  Freiheitsgraden  beachten,  die  Überschüsse  der 
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letzteren  aber^  der  Kürze  w^en,  nicht  mehr  ausführlich  aufschreiben 
wollen. 


a)  Vier  Überschüsse 

drei 

Glieder 

9  FaUe, 

b)  Drei 

vier 

» 

10     „    , 

c)  Zwei           „ 

fünf 

» 

9     «    , 

d)  Ein 

sechs 

» 

3     „    , 

e)  YoUstandige  Kette 

sieben 

9f 

1      «    . 

Im  ganzen  bekommen  wir  also  39  wesentlich  yerschiedene  kinema- 
tische Ketten. 

Diesen  Mechanismen  konnte  man  noch  solche  an  die  Seite  stellen, 
welche  gleichzeitig  ahnlich-yeränderliche  und  a£Qn-yeranderliche  Glieder 
enthalten,  indem  man  sich  dabei  auf  allgemeine  Betrachtungen  stützt^), 
welche  nicht  homogene  Ketten  betreffen,  d.  L  solche,  deren  Glieder 
yerschiedene  Zahlen  yon  Freiheitsgraden  besitzen.  Wir  werden  uns  aber 
damit  nidit  aufhalten.  Was  aber  die  oben  aufgezahlten  Mechanismen 
betrifft,  so  werden  wir  nur  die  yier  ersten,  welche  auch  die  einfachsten 
sind,  etwas  ausführlicher  betrachten,  um  zu  zeigen,  wie  solche  Mecha- 
nismen praktisch  überhaupt  verwirklicht  werden  können. 

21.  Kinematische  Paare  dieser  Ketten,  um  eine  kinematische  Kette 
aus  ähnlich-yenmderlichen  Gliedern  zu  bilden,  kann  man  dazu  das  Ge- 
lenksystem gebrauchen,  welches  wir  als  System  P  bezeichnet  haben, 
und  ebenso  fElr  Ketten  mit  a£Qn-yeranderlichen  Gliedern  das  System  Q 
benützen.  Dabei  entsteht  aber  die  Frage:  wie  soU  man  die  kinema- 
tischen Paare  bilden,  welche  solche  Systeme  miteinander  verbinden? 
Praktisch  kann  das  auf  dreierlei  Weise  getan  werden:  a)  indem  man 
einen  Punkt  zwingt  eine  gegebene  Linie  zu  beschreiben,  wobei  ein 
Freiheitsgrad  verloren  geht,  b)  durch  das  Festhalten  eines  Punktea, 
unter  Verlust  von  zioei  Freiheitsgraden,  und  c)  indem  man  für  jede 
Lage  des  Systems  ein  bestimmtes  Geschwindigkeitsverhältnis  zweier 
seiner  Punkte  aufstellt,  wodurch  ein  Freiheitsgrad  verschwindet  Wenn 
ein  Kettenglied  an  ein  unbewegliches  Glied  angrenzt,  so  hat  die 
Forderung,  daß  einer  seiner  Punkte  eine  gegeben  dem  anderen  Gliede 
angehörende  Lüde  beschreibt,  einen  bestimmten  Sinn  und  kann  mittelst 
eines  Hilfsmechanismus  verwirklicht  werden;  wenn  aber  beide  Glieder 
beweglieh  sind,  so  ist  diese  Linie  veiunderlich,  wobei  sie  nicht  nur 
ihre  Lage  sondern  auch  (im  ahnlich-veranderlichen  Gliede)  ihre  Große 
und  (im  affin-veränderlichen  Gliede)  sogar  ihre  Form  wechselt  Es 
ist   begreiflich,    daß   eine   mechanische   Verwirklichung  einer  solchen 

1)  P.  Somoff,  Ober  Freiheitsgrade  kinematischer  Ketten.  Jonm.  der  nus. 
Phys.-Chem.  Ges.  1887  (russisch). 
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Linie  überhaupt  schwer  zu  erreichen  ^  in  einem  Gelenksysteme  aber^ 
welches  nur  einzehie  isolierte  Punkte  veränderlicher  Systeme  enthält, 
ganz  unmöglich  ist.  Wir  müssen  daher,  wemi  zwei  benachbarte  Glieder 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  dürfen  oder  wenn  dieses  für 
das  kinematische  Paar  ungenügend  ist,  auf  eine  andere  Weise  die  Be- 
wegung dieser  Glieder  gegeneinander  begrenzen:  wir  können  einen 
Punkt  zwingen  eine  unveränderliche  Linie  zu  beschreiben.  Eine  solche 
Linie  wird  nicht  mehr  aus  denselben  Pimkten  des  veränderlichen 
Systems  bestehen,  da  sie  in  Bezug  auf  dieses  System  veränderlich  ist; 
es  wird  aber  auch  durch  dieses  Mittel  ein  Freiheitsgrad  im  kinematischen 
Paare  und  zugleich  in  der  ganzen  Kette  vernichtet.  Als  einfachstes 
Mittel  dieser  Art  werden  wir  weiter  unten  Kurbeln  benutzen,  deren 
Drehpunkte  zweien  veränderlichen  Gliedern  einer  Kette  angehören. 

22.  Mechanismus  L     Das    ähnlich -veränderliche    Glied    A^    soll 
gegenüber  dem  unbeweglichen  Gliede  A^  einen  Freiheitsgrad  behalten; 
am   einfBMshsten  kann  das  dadurch  erzielt  werden,   daß  ein  Punkt  M^ 
des    Gliedes  Ä^  festgehalten   wird   und 
ein  anderer  seiner  Punkte,  M^y  eine  9!^         u  * 

gebene  Linie  6^  zu  beschreiben  genötigt     ^)^* *- 

wird.  Vom  Gliede  -4,,  welches  auch  nur 
einen  Freiheitsgrad  in  Bezug  auf  A^ 
haben  soll,  können  wir  voraussetzen, 
daB  es  mit  A^  einen  gemeinsamen 
Punkt  M[  hat  und  daß  ein  anderer 
Punkt  von  ihm,  Jf^,  eine  bestimmte 
Linie  im  Gliede  A^  beschreibt.  Anstatt 
dessen  wollen  wir  aber,   dem   in  §  21       "  ^  "^'^ 

Gesagten  gemäß,  die  Punkte  M^  und  M^ 

durch  eine  Kurbel  miteinander  verbinden.  Endlich,  damit  A^  gegen  A^ 
drei  Freiheitsgrade  habe^  muß  man  das  Glied  A^  einer  Bedingung  in 
Bezug  auf  A^  unterwerfen;  wir  bewirken  das  dadurch,  daß  wir  einen 
Punkt  Jf,  des  Gliedes  A^  auf  einer  gegebenen  Linie  6^  führen.  Somit 
erhalten  wir  einen  Mechanismus,  der  in  Fig.  9  abgebildet  ist.  Die 
Gelenksysteme,  welche  die  ähnlich- veränderlichen  Glieder  A^  und  A^ 
darstellen,  sind  hier,  wie  auch  weiter  unten  bei  den  übrigen  Mecha- 
nismen, der  Einfachheit  wegen  durch  schraffierte  Dreiecke  dargestellt; 
in  Wirklichkeit  aber  sind  sie  viergliedr^e  G^lenksysteme  P. 

Es  konunt  alles  darauf  hinaus,  die  Abhängigkeit  der  Bahn  des 
Punktes  M^  von  den  gegebenen  Bahnen  6^  und  fS^  zu  bestimmen  Dazu 
haben  wir:  die  Gleichung  der  Linie  6^: 

(12)  /•i(^i,yi)  =  o, 

Digitized  by  VjOOQIC 


54  Über  einige  Gelenksysteme  mit  ähnlich-yeiändeilichen  etc. 

den  Zusammenhang  zwischen  den  Koordinaten  der  Punkte  M^  und  Ml 

y\  =  f{x^Bbiy  +  y^cosy), 


(73) 


WO 


f= 


const,  ♦y  =  ^  (M^MqM^) 


ist^  die  Gleichung  der  Linie  0^: 

(74)  f»i^,9»)~0, 

die  Koordinaten  von  Jüf,  in  Funktion  von  den  Koordinaten  der  Punkte 
Ml  und  M^  nach  den  Formebi  (6)  ausgedrückt: 

&) 

*» %rj-% 

(75) 


wo 


«"  *!  +  *,  ' 

*;  =  tg(jif,jif,'jf,),  Äi  =  tg(jif;j!f,jif,) 


bedeutet^  und  endlich,  da  die  Punkte  M^y  M^  durch  eine  Kurbel  Ton 
der  I£nge  l  miteinander  verbunden  sind, 

(76)  (a:,_a;,)»  +  (y,-y,)«-P-0. 

Die  Bahngleichung  des  Punktes  M^  wird  dann  durch  Elimination  Ton 
^y  Vif  ^19  tfif  ^zj  Vz  »^8  den  sieben  Gleichungen  (72),  (73),  (74),  (75) 
und  (76)  erhalten. 

Wenn  die  Linien  6^  imd  6^  Geraden  sind,  so  beschreibt  der  Punkt 
Jfg  eine  Ellipse. 

83«  Mech4mismus  IL  Die  einfachste  Form  eines  solchen  Mecha- 
nismus ist  die  folgende  (Fig.  10). 
Das  Glied  A^  hat  einen  in  der 
Ebene  festen  Punkt  M^^  und 
ein  anderer  seiner  Punkte,  M^y 
wird  genötigt  eine  gegebene 
Linie  6^  zu  beschreiben;  ein 
dritter  Punkt  Jf,  desselben 
Gliedes  beschreibt  dann  eine 
Linie  6^^  die  der  Linie  6^  ähn- 
lich ist;  6^  und  6^  haben  dabei 
den  Punkt  M^  zu  ihrem  Ähn- 
lichkeitspole. Der  Punkt  Jlf^ 
soll  zugleich  dem  GUede  A^  angehören,  welches  somit  in  Bezug 
auf  A^  zwei  Freiheitsgrade   behält.    Es  möge  weiter  ein   Punkt  M^ 
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Ton  A^  in  der  Ebene  fest  seio;  was  der  Yoraussetzung  entspricht^ 
daB  A^  zwei  Freiheitsgrade  in  Bezng  auf  A^  besitzt.  Ein  dritter 
Punkt  M^  des  Gliedes  A^  wird  dann  eine  Linie  beschreiben,  welche 
der  Linie  6^  und  folglich  auch  der  Linie  6^  ähnlich  ist;  der  Ähn- 
lichkeitspol  von  6^  und  6^^  der  Punkt  Mq,  fallt  aber  mit  dem- 
jenigen der  Linien  0^  und  e^  nicht  zusammen.  Der  Ahnlichkeitspol  G 
Yon  6^  und  0^  kann  durch  die  bekannte  Konstruktion  als  Durchschnitts- 
pankt  zweier  Kreise  gefunden  werden. 

Dieser  Mechanismus;  welcher  in  theoretischer  Beziehung  also  yon 
keinem  Interesse  ist;  kann  aber  eine  praktische  Anwendung  finden:  er 
kann  nämlich  dazu  dieneU;  eine  Linie  in  eine  ihr  ähnliche  zu  trans- 
formieren in  dem  Falle;  daß  der  Ähnlichkeitspol  dieser  Linien  materiell 
nicht  vorhanden  ist;  wenn  also  der  gewöhnliche  Pantograph  oder  Pla- 
giograph  nicht  ausreicht.  Das  konmit  vor;  wenn  das  lineare  Verhältnis 
beider  Linien  nur  wenig  yon  Eins  yerschieden  ist  und  diese  Linien 
parallel  zu  einander  sind  oder  nur  wenig  yon  einer  solchen  Lage  ab- 
weichen, und  wenn  alsO;  in  einem  Mechanismus;  die  Geschwindigkeiten 
entsprechender  Punkt  einer  ähnlichen  Forderung  genügen  sollen. 

Eine  andere  Form  des  Mechanismus  11  ist  in  der  Fig.  11  ab- 
gebildet. Das  Glied  A^  hat  einen  festen  Punkt  Mq,  und  ein  anderer 
Punkt  yon  ihm; 
3£i,  beschreibt  eine 
gegebene  Linie  cr^; 
A^  hat  auch  einen 
festen  Punkt  M^ 
und  behält  gegen 
A^  zwei  Freiheits- 
grade  dadurch;  daß 
zwei  seiner  Punkte; 
Mj  und  M^y  mit 
zweien  Punkten; 
Jfi  und  M[,  yon 
A^  durch  feste  Kur- 
beln l,  V  verbunden  sind.  Die  Bewegung  des  Punktes  M^  wird 
dann  in  eine  andere  bestimmte  Bewegung  des  Punktes  M^  trans- 
formiert. Analytische  Beziehungen;  welche  diese  Transformation  be- 
stimmen; können  leicht  auf  dieselbe  Weise  zusammengestellt  werden; 
wie  es  in  §  22  gezeigt  wurde.  Es  sollen  nur  folgende  spezielle  Fälle 
angef&hrt  werden. 

Wenn  M^M^  =  M^M'^,  M^M^  =  -äfo-^2  ^^^  i  =  T  genommen  ist; 
so  beschreibt  bei  der  Bewegung  des  Punktes  M^  auf  einem  kleinen 
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Kreise  der  Punkt  M^  in  entgegengesetzter  Bichtong  eine  geschlossene  Emre 
vierter  Ordnung,  die  sich  nur  wenig  Yon  einem  Kreise  unterscheidet 
Wenn  der  Punkt  M^  die  Gerade  M^M^  und  also  M[  die  (Gerade 
M^M[  beschreibt,  so  beschreiben  die  Punkte  M^  und  M'^  auch  gerade 
Linien  M'^M^  und  MqM'^\  wenn  dabei  die  Punkte  M^j  M\  sich  dem 
Punkte  Mq  nahem;  so  entfernen  sich  die  Puukte  M^j  M^  Yom  Punkte 
Mq,  und  umgekehrt;  die  Kurbeln  l  und  V  yoUffthren  dann  elliptisdie 
Bewegungen. 

24.  Mediomsmus  IIL    Bei  ihm  sind  die  beiden  Überschüsse  der 
FreUieitsgrade  in  einem  kinematischen  Paare  {A^A^  vereinigt,  d.  h.  Ä^ 

hat  in  Bezug  auf  A^y  und 
umgekehrt,  drei  Freiheits- 
grade,  wahrend  die  übrigen 
zwei  Paare,  {A^A^  und 
{A^A^y  bestimmte  sind. 
Wir  werden  uns  wieder 
auf  den  einfachsten  Fall 
eines  solchen  Mechanismus 
beschranken.  Es  sei  der 
Punkt  M^  des  Gliedes  A^ 
unbeweglich  (Fig.  12),  wah- 
rend ein  anderer  Punkt  M^ 
desselben    eine 


1 


Linie    6^    in    der    festen 


Ebene  beschreibt;  ebenso 
soll  ein  Punkt  üf^  des 
Gliedes  A^  unbewq^ch 
sein  und  ein  anderer  Punkt  M^  eine  gegebene  Linie  zu  beschreiben 
genötigt  werden.  Die  Punkte  M[,  M^  der  Glieder  A^,  A^  sind  durch 
eine  Kurbel  mittelst  Drehpaarungen  miteinander  verbunden,  wodurch 
zwei  Überschüsse  von  Freiheitsgraden  in  dem  kinematischen  Paare 
(A^A^)  übrig  bleiben. 

Ein  solcher  Mechanismus  kann  von  Nutzen  sein,  wenn  bei  der 
Konstruktion  eines  Gelenkmechanismus  auf  einer  Seite  einer  festen 
Ebene  (z.  B.  auf  einem  Beißbrette)  die  festen  Achsen  einiger  von  den 
Gliedern  des  Mechanismus  demselben  nicht  erlauben  volle  umlaufe  aus- 
zuführen —  ein  Fall,  welcher  schon  bei  einem  gewöhnlichen  Kurbel- 
viereck öfters  vorkommt.  Der  betrachtete  Mechanismus  erlaubt  etn 
gegebenes  Gdenksystem  so  in  Teile  eu  zerlegen,  daß  jeder  derselben  seme 
Bewegung  rdoHv  eu  den  a/ndem  bduUt,  aber  dabei  nickt  mehr  gehindert 
wird  alle  ihm  geometrisch  möglichen  Lagen  einzunehmen. 
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Fig.  19. 


Beispielflhalber  wollen  wir  diese  Bemerkung  auf  das  Oalloway- 
sehe  Kurbelyiereck  B^B^B^B^  (Fig.  13)  anwenden.    In  diesem  Mecha- 
nismus sind  die  angrenzenden  Glieder  paar- 
weise   gleich,   Bi  *»  J&4;  B^  »  B^,  und  das 
feste    Glied  ist  das  kleinere;   dann  dient  es 
als  ein  Drehungsverdoppler.    Wenn  die  bei- 
den Glieder  B^,  B^  ihre  Drehpaarungen  in 
einer  und  derselben  Ebene  enthalten,  so  ist 
eine    stetige   Drehung    dieser   Glieder   nicht 
möglich,  da  es  solche  Lagen  gibt,  in  welchen 
die  Drehpaarungen  dieser  Bewegung  hinder- 
lich werden.    Der  Mechanismus  IQ  erlaubt, 
das  Gallo waysche  EurbelYiereck  so  zu  zer- 
legen, daB  die  Glieder  B^  und  B^  vom  Gliede  B^  abgetrennt  sich  be- 
wegen,   wahrend    die    relative  Bewegung    aller  drei   Glieder  dieselbe 


Fig.  li. 


bleibt.  Zu  diesem  Zwecke  muB  man  die  Punkte  M^  und  M^  des 
Mechanismus  III  mittelst  zweier  Kurbeln  auf  Kreisen  führen  (Fig.  14). 
Die  Mittelpunkte  C  und  D,  sowie  die  Radien  r^  und  r,  dieser  Kreise 
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-TU 


können  durch  eine  einfache  Konstruktion  so  bestimmt  werden,  daß  die 
Gerade  M[M^,  deren  Punkte  M[M^  in  Folge  der  Ähnlichkeitsfarans- 
formation  ebenfalls  Kreise  beschreiben;  eine  mit  dem  Gliede  B^  des 
gegebenen  Gallo way sehen  Kurbelvierecks  identische  Bewegung  toU- 
fahrt.    In  der  Fig.  14  ist 

genommen;  dann  ist 

Natürlich  müssen  die  beiden  ähnlich-yenmderlichen  Dreiecke  groB  ge- 
nug genommen  werden^  damit  kein^  von  den  festen  Drehpunkten 
Mq,  Mq  den  vollen  Kreisbewegungen  der  Punkte  M^y  M^,  M^,  M^ 
hinderlich  wird.  Außerdem  müssen  die  Drehpaarungen  so  ausgeführt 
seiu;  daß  das  Glied  M[  M^  über  einem  der  ähnlich-yeranderlichen  Drei- 
ecke und  unter  dem  anderen  sich  hinbewegen  kann. 

Das  in  dem  obigen  Beispiele  gezeigte  Ziel  kann  auch  ohne  ähnlich- 
veränderliche   Systeme    erreicht    werden  ^    indem    man   zwei  gelenkige 

Paralleloflframme  benützt.    Die 

Plg.  15.  ® 

Koppel  eines  solchen  Gelenk- 
Vierecks  hat  bekanntlich  eine 
fortechreitendeKreisbew^^ung; 
und  man  kann  in  den  Koppeln 
zweier  solcher  Parallelogramme 
solche  Punkte  nehmen ,  die 
genügend  weit  entfernt  von 
allen  Drehpaarungen  bleiben, 
und  durch  eine  Yerbindting 
dieser  Punkte  miteinander 
durch  eine  Kurbel  eine  solche 
Bewegung  für  dieselbe  erhalten^  wie  sie  von  der  Koppel  eines  ge- 
gebenen Kurbelvierecks  ausgeführt  wird.  Der  Mechanismus  IQ  hat 
aber  nicht  den  Nachteil^  welcher  beim  gelenkigen  Parallelogranune 
auftritt^  daß  derselbe  sich  in  ein  Antiparallelogramm  verwandeln  kann, 
und  hat  außerdem  folgenden  Vorzug:  wollten  wir  die  relativen  Längen 
der  Glieder  eines  Kurbelvierecks  ändern,  so  müßte  man  die  Lagen  yon 
vier  Drehpaarungen  und  die  Längen  von  vier  Kurbeln  der  beiden  Hil&- 
parallelogramme  wechseln,  während  bei  dem  Mechanismus  III  die  Ab- 
änderung nur  von  zweien^  die  Punkte  M^  und  M^  führenden  Kurbeln 
genügt. 

25.  Mechanismus  IV,    Er  hat  einen  Überschuß  der  Freiheitsgrade 
in  den  Paaren  (A^Ä^)  und  (A^Äi).    Die  einfachste  Art  eines  solchen 
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Fig.  16. 


Mechanismus  erhalt  man,  indem  man  je  einen  Punkt  der  Glieder  A^ 
und  A^  in  der  Ebene  festhalt  und  das  kinematische  Paar  (A^A^)  so 
einrichtet,  wie  es  beim  Mechanismus  I  gezeigt  wurde.  Wir  erhalten 
somit  ein  Qelenksystem,  welches  ab  ein  Kurbelviereck  BEFDB 
(Fig.  15)  betrachtet  werden  kann,  bei  dem  die  beiden  Kurbeln  durch 
ahnlich-yeranderliche  Systeme  ersetzt  sind  und,  um  die  dadurch  er- 
scheinenden zwei  Über- 
schüsse von  Freiheits- 
graden zu  tilgen,  diese 
beiden  Systeme  noch 
durch  eine  Drehpaarung 
C  miteinander  verbun- 
den sind.  Man  kann 
übrigens  leicht  einsehen, 
daß  dann  der  Punkt  G 
immer  einen  Kreis  be- 
schreibt. Die  Koordi- 
naten von  E  und  F 
werden  nämlich,  nach 
der  Eigenschaft  des  ahn- 
lich-veranderlichen  Sy- 
stems, durch  die  Koor- 
dinaten von  C  linear 
ausgedrQckt  Wenn  wir 
die  Koordinaten  des 
letzteren  Punktes  in  die 
Gleichung,  welche  die 
ünveranderlichkeit  der 
Entfernung  EF  aus- 
drückt^ einsetzen,  so  er- 
halten wir  eine  Gleich- 
ung zweiten  Ghrades,  die 
sich  als  eine  Kreis- 
gleichung erweist  Dieses 

kann  übrigens  leicht  auch  auf  geometrischem  Wege  gefanden  werden. 
Die  Punkte  E  und  F  beschreiben  Linien,  die  der  Bahn  des  Punktes 
C  ahnlich  sind  und  zu  ihren  Ähnlichkeitspolen  mit  der  letzteren  die 
Punkte  B  und  D  haben;  ihre  Geschwindigkeiten  sind  derjenigen  des 
Punktes  C  proportional;  daher  sind  die  Bahnen  von  E  und  F  ebenfalls 
Kreise  und  werden  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  durchlaufen. 
Die  Radien  ri,  r«    der  von    den    Punkten  E  und   F   beschriebenen 


Flg.  17. 
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Plg.  18. 


Kreise  yerhalten  sich  zum  Radius  des  Kreises  Ton  C,  wie  BE  zu  BC  und 
Di^zu  DC]  und  wenn  man  beachtet^  daß  r^  und  r,  im  allgemeinen  nicht 
gleich  sind;  andererseits  aber  die  Entfernung  J^J"  konstant  bleibt^  so  mnfi 
man  daraus  schließen,  daß  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  zuBammen 
fallen,  d.  h.  die  Gerade  EF  dreht  sich  einfach  um  einen  festen  Punkt 
26.  Abänderungen  der  Mechamsmen  I,  II,  III  und  IV.  In  allen 
oben  beschriebenen  Mechanismen  sind  diejenigen  kinematischen  Paare, 

welche  einen  ÜbenM^mß 
Yon  Freiheitsgraden  ent- 
halten und  die  an  das 
unbewegliche  Glied  der 
Kette  sich  anschließenden 
Glieder  mit  dem  letEteren 
verbinden,  durch  feste 
Drehpaarungen  herge- 
stellt. An  Stelle  dieses 
Bew^pingszwanges  kann 
auch  ein  anderer  treten; 
z.  B.  kann  man  die  For- 
derung aufstellen,  daß  zwei  Punkte  eines  solchen  Gliedes  gegebene 
Linien  in  der  festen  Ebene  beschreiben.  Werden  fOr  diese  Linien 
Kreise  genommen,  so  können  wir,  um  ein  kinematisches  Paar  mit  mtem 

Überschusse  der 
Freiheitsgrade  zu 
bekommen,  zwei 
Punkte  des  ähn- 
lich-veränder- 
lichen Gliedes 
durch  zwei  Kur- 
beln mit  festen 
Drehpunkten  Ter- 
binden. 

Diese  Abän- 
derungen der  Me- 


Kg.  19. 


chanismen  kann  man  als  solche  kinematische  Ketten  betrachten,  ^ 
lenkige  Vierecke  enthalten,  von  denen  aber  einige  Glieder  yeranderlich  sind. 
Zur  ErUluterung  wollen  wir  das  Gesagte  auf  den  Mechanismus  IV 
anwenden.  Man  kann  sich  zwei  Arten  von  Mechanismen  mit  solche 
Abänderung  vorstellen:  1)  solche,  bei  denen  das  eine  von  den  Paaren 
(A^Äi)y  {Ä^Ä^)  auf  diese  Weise  abgeändert  ist,  und  2)  solche,  bei 
welchen   dieses   in  den  beiden  genannten  Paaren  geschehen  ist.     Das 
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ergibt  die  in  den  Figuren  16  und  17  abgebildeten  Mechanismen.  In 
dem  ersten  von  ihnen  haben  die  Vierecke: 

BM^M  C  zwei  veränderliche  Glieder, 

AM[MC    „ 

AM[M^B  ein  veränderliches  Glied, 

AM[M^C    „ 

Der  zweite  Mechanismus  entluklt  drei  gelenkige  Vierecke:  AM[M^B 
und  CM^M^Dy  in  welchen  das  mittlere  Glied  veränderlich  ist,  und 
ein  gewöhnliches  Eurbelviereck  CM'^M[^, 

27.  Die  Mechanismen  Vy  VI  und  VIL  Diese  Mechanismen  können 
auch  von  dem  eben  gezeigten  Standpunkte  aus  betrachtet  werden.  Die 
ersten  zwei  derselben 
(Fig.  18  und  19)  stellen 
gelenkige  Vierecke  mit 
drei  veränderlichen  Glie- 
dern dar.  Da  ein  solches 
Viereck,  wenn  seine 
Glieder  nur  durch  Dreh- 
paaningen  miteinander 
Terbunden  werden,  drei 
überschüssige  Freiheits- 
grade hat,  so  müssen  die- 
selben getilgt  werden, 
was  auf  verschiedene  Weise  erreicht  werden  kann.  Im  Mechanismus  V 
(Fig.  18)  wird  ein  Punkt  M^  des  Gliedes  Ä^  auf  einer  gegebenen 
Linie  6^  geführt  und  die  Glieder  A^  und  Ä^  sind  mit  dem  Gliede  A^ 
durch  Koppeln  verbunden.  Im  Mechamsmus  VI  (Fig.  19)  werden  die 
Punkte  Ml  und  M^  der  Glieder  A^y  A^  genötigt,  gegebene  Linien  zu 
beschreiben  und  die  Glieder  A^  und  A^  sind  durch  eine  Koppel  verbunden. 

Man  kann  diese  drei  Freiheitsgrade  auch  dadurch  w^nehmen,  daß 
man  in  jedem  der  Glieder  A^y  A^y  Jl^  einen  Punkt  in  der  festen  Ebene 
auf  einer  gegebenen  Linie  führt;  dadurch  wird  aber  eine  Verbindung 
des  mittleren  Gliedes  A^  mit  dem  festen  Gliede  A^  eingeführt  und  die 
kinematische  Kette  hört  dann  auf,  eine  einfache  Kette  zu  sein  (§  19). 

Der  Mechanismus  VU  stellt  eine  vollständige  aus  ahnlich-verander- 
lichen  Gliedern  gebildete  Kette  dar.  Eine  solche  Kette  ist  in  der  ein- 
fachsten Form  in  Fig.  20  gezeichnet.  Die  Mannigfaltigkeit  solcher 
Ketten  wird  durch  die  Form  der  vier  ähnlich-veränderlichen  Dreiecke, 
die  Entfernung  de^  festen  Drehpunkte  im  Gliede  A^,  die  Längen  der 
Koppeln  und  durch  die  Form  der  führenden  Linien  ff^,  tf^  bedingt. 

/Google 


Digitized  by  ^ 


62  Ober  die  Benennung  und  kinematische  Unterscheidung  etc. 

Über  die  Benennimg  und  kmematische  üntersclieidimg 

der  verschiedenen  Arten  von  Knrvenpnnkten  sowie  über 

Krümmungen  nnd  Windungen  verschiedener  Ordnung. 

Von  B.  Mehmke  in  Stattgart 

Bezüglich  der  singalaren  Punkte  ebener  und  räumlicher  Kurven 
hat  mir  die  Einsichtnahme  in  den  von  Herrn  y.  Mangoldt  verfafiien 
Abschnitt  über  die  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung 
auf  Geometrie  in  der  Encyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften 
(in,  'D  1,  2,  insbes.  Nr.  3, 19,  29)  und  in  die  einschlägigen  Arbeiten, 
die  dort  wie  auch  in  der  ^^Allgemeinen  Theorie  der  Kurven  doppelter 
Krümmung'*  von  W.  Schell  (2.  Aufl.,  Leipzig  1898,  S.  13—17,  39) 
angeführt  sind,  gezeigt,  daß  es  für  die  acht  Hauptarten  von  Punkten 
bei  Raumkurven,  ja  sogar  für  die  einfachste  Art  von  Punkten  bei 
ebenen  Kurven,  zu  welcher  Art  der  gewöhnliche  Kurvenpunkt  gehört, 
an  passenden  Namen  ^nzlich  fehlt.  Dies  veranlaßt  mich,  hier  Namen 
vorzuschlagen,  die  ich  seit  etwa  20  Jahren  in  meinen  Vorlesungen 
benütze  und  die  auch  die  Billigung  des  verstorbenen  Chr.  Wiener, 
dem  ich  sie  in  den  80  er  Jahren  mitteilte,  gefunden  haben.  Im  Streben 
nach  einfacher  und  anschaulicher  Darstellimg  und  zugleich  im  Hinblick 
auf  Anwendungen,  die  ich  in  späteren  Veröffentlichungen  zu  machen 
beabsichtige,  bediene  ich  mich  bei  den  angeschlossenen  analytischen 
Untersuchungen,  deren  Ergebnisse  ich  ebenfalls  wiederholt  in  Vor- 
lesungen entwickelt  habe,  der  Ausdrucksweise  der  Kinematik,  wenigstens 
des  Begriffes  der  Geschwindigkeiten  verschiedener  Ordnung.  Der  Qe- 
danke,  die  Begriffe  Krümmung  und  Windung  in  der  in  §  8  gezeigten 
Weise  zu  verallgemeinem,  auf  den  ich  durch  kinematische  Fr^^  ge- 
führt worden  bin,  scheint  mir  auch  für  die  reine  Geometrie  von  Be- 
deutung zu  sein  (vgl.  die  Anmerkung  auf  S.  82).  Der  verallgemeinerte 
Krümmungsbegriff  ist  bereits  von  Herrn  B.  Müller,  dem  ich  im 
März  1897  den  fraglichen  Gedanken  mitgeteilt  hatte,  in  einer  kine- 
matischen Arbeit  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  48  (1902),  S.  208—219, 
mit  Erfolg  angewendet  worden. 

§  1.    Namen  für  die  vier  bezw.  acht  Hauptarten  von  Punkten  bei 
ebenen  bezw.  raumlichen  Kurven. 

Zu  der  Erkenntnis,  daß  bei  den  ebenen  Kurven  vier,  bei  den 
Baumkurven  acht  Hauptarten  von  Punkten  unterschieden  werden  müssen, 
gelangt  man  wohl  am  leichtesten  auf  die  folgende  Weise.    Betrachten 
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wir  die  Kurve  als  Bahn  eines  bewegten  Punktes^  dann  können  wir  von 
der  zu  untersuchenden  Stelle  aus  in  zwei  Richtungen,  vorwärts  und 
rückwärts^  auf  der  Kurve  weitergehen.  Bei  einer  ebenen  Kurve  wird 
die  ganze  Ebene  durch  die  zu  jener  Stelle  gehörige  Tangente  der  Kurve 
und  irgend  eine  Sekante  (z.  B.  die  Normale)  in  vier  Quadranten  ge- 
teilt. Bezeichnet  man  ab  den  ersten  Quadranten  immer  den,  in  welchen 
man  beim  Vorwärtsschreiten  auf  der  Kurve  zunächst  gelangt,  so  wird 
man  beim  Bückwärtsschreiten  in  irgend  einen  der  vier  Quadranten 
kommen;  was  vier  Fälle  gibt.  Die  bei  einer  Raumkurve  möglichen 
acht  Fälle  entspringen  ähnlicherweise  dem  umstände,  dafi  durch  die 
Schmiegungsebene  der  Kurve,  eine  von  ihr  verschiedene,  aber  die 
Tangente  enthaltende  Ebene  (z.  B.  die  rektifizierende  Ebene)  und  eine 
beliebige  durch  den  Punkt  gehende,  die  Tangente  nicht  enthaltende 
Ebene  (z.  B.  die  Normalebene)  der  Raum  in  acht  Oktanten  zerlegt  wird.^) 
Was  nun  zuerst  die  Benennungen  bei  ebenen  Kurven  betrifft,  so 
habe  ich  in  dieser  Zeitschrift  Band  35  (1890),  S.  4  den  Namen 
Einsei^fikt  f£Lr  alle  die  Punkte  vorgeschlagen,  bei  denen  (wie  beim 
gewohnlichen  Punkt)  die  Kurve  in  der  Nähe  des  betreffenden  Punktes, 
ohne  hier  eine  Rückkehrstelle  zu  haben,  auf  einer  und  derselben  Seite 
der  Tangente  bleibt  (Fig.  1).  Dieser  Name  sollte  den  Gegensatz  zum 
Wend^unkt  (Fig,   2)   ausdrücken,  bei   welchem   sich   die  Kurve  von 


Flfrl. 


Fig.  2. 


Flg.  8. 


Fig.  4. 


Einseitpankt. 


Wendepunkt. 


Spitze. 


Schnabel. 


einer  Seite  der  Tangente  nach  der  andern  wendet  —  wieder  ohne  daß 
eine  Rückkehrstelle  vorhanden  wäre.  Weil  mir  inzwischen  kein  besserer, 
überhaupt  kein  anderer  Name  bekannt  geworden  ist,  behalte  ich  den- 
selben bei,  ebenso  behalte  ich  bei  die  Namen  SpU/se  fttr  den  Rückkehr- 
piinkt  erster  Art  (Fig.  3)  und  Schnabel  für  den  Rückkehrpunkt  zweiter 
Art  (Fig.  4),  worin  ich  z.  B.  mit  B.  Ougler  (Lehrbuch  der  deskriptiven 
Geometrie,  4.  Aufl.,  Stuttgart  1880,  S.  180)  übereinstimme.    Den  Rück- 


1)  Im  wesentlichen  denselben  Gedanken  finde  ich  bei  F.  Klein,  Anwendung 
der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  Geometrie,  Leipzig  1902,  S.  488  und 
439,  angewendet. 
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kehrpunkt  zweiter  Art  ^^Sclmabelspitze^'  statt  kurz  Sclinabel  zu  nennen, 
ist  deshalb  unzweckmäßig,  weil  man  durch  die  Benützung  eines  zu- 
sammengesetzten Wortes  in  diesem  einen  Falle  sich  der  Möglichkeit 
beraubt,  für  die  Raumkurvenpunkte  in  einfacher  Weise  Namen  zu 
bilden;  das  Wort  Spitze  in  gleicher  Bedeutung  wie  Bückkehrpunkt  (statt 
nur  für  den  Bückkehrpunkt  erster  Art)  zu  gebrauchen,  was  manche 
tun,  verbietet  sich  nach  Annahme  des  Wortes  Schnabel  Ton  selbst. 

Bezüglich  der  scheinbaren  Gestalt  einer  Raumkurve  in  der  Nähe 
irgend  eines  ihrer  Punkte  sind  bekanntlich^)  die  drei  Falle  zu  unter- 
scheiden, ob  das  Auge  sich  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Baumes, 
d.  h.  nicht  in  der  zu  jener  Stelle  gehörigen  Schmiegungsebene  befindet 
—  ich  spreche  in  diesem  Falle  Tom  gewöhnlichen  Anblick  der  fraglichen 
Eurvenstelle  —  oder  ob  das  Auge  in  der  Schmiegungsebene  liegt, 
aber  nicht  in  der  Tangente,  oder  endlich  in  der  Tangente,  in  welch' 
letzterem  Falle  ich  vom  Tangentenanblidc  der  Eurvenstelle  spreche.  Nimmt 
man  im  Anschlufi  an  die  bekannten  acht  Modelle  von  Chr.  Wiener,  die 
(mit  unwesentlichen  Änderungen)  in  den  Figuren  5 — 12  parallelperspek- 
tivisch dargestellt  sind,  die  Tangente  der  Kurve  im  betrachteten  Punkt  zur 
a>-Achse,  die  Hauptnormale  zur  y- Achse,  die  Binormale  zur  ir- Achse,  die 
Ghnmdrißtafel  parallel  der  xy-  oder  Schmi^ungs-Ebene,  die  Aufrißtafel 
parallel  der  xe-  oder  rektifizierenden  Ebene,  die  Seitenrißtafel  parallel 
der  yjg'  oder  Normal-Ebene,  dann  zeigt  der  Grundriß  den  gewöhnlichen 
Anblick  der  Eurvenstelle,  der  Seitenriß  den  Tangentenanblick,  "v^ihrend 
der  Aufriß  dem  Anblick  der  Eurvenstelle  entspricht,  den  sie  beim  Be- 
trachten aus  einem  beliebigen,  d.  h.  nicht  in  der  Tangente  befindlichen 
Punkte  der  Schmi^pmgsebene  darbietet  Ich  bezeichne  nun  die  acht 
Hauptarten  von  Baumkurvenpunkten  durch  zusammengesetzte  Wörter, 
wobei  mir  der  gewöhnliche  Anblick  das  Grundwort,  der  Tangentenanblkt 
die  nähere  Bestimmung  liefert.  Für  die  Beschreibung  der  einzelnen 
Falle  ist  es  noch  zweckdienlich,  den  Achsen  und  Tafeln  die  übliche 
Stellimg  zu  geben,  so  daß  die  -f  rr-Achse  von  links  nach  rechts,  die 
+  y- Achse  von  hinten  nach  vom,  die  -f  jer-Achse  von  unten  nach  oben 
geht.  Dann  lassen  sich  die  Oktanten  durch  die  Beiwörter  rechts  bezw. 
links,  vom  bezw.  hinten,  oben  bezw.  unten  unterscheiden,  oder  (weniger 
anschaulich,  aber  fOr  analytische  Untersuchungen  zweckmäßiger)  durch 
die  Vorzeichen  der  Eoordinaten  der  in  ihnen  befindlichen  Punkte,  so 
daß  bei  x  das  Vorzeichen  -f  rechts  bedeutet,  das  Vorzeichen  —  links 
usw.    Man  erhalt  auf  diese  Weise  für  die  acht  Arten  von  Eurvenpunkten 


1)  S.  z.  B.  H.  Fine,   On  the  singularities  of  curres  of  double  curvatare^ 
DisB.  Leipzig  1886  ==  Am.  J.  Math.  8  (1886),  p.  166. 
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Zeiehenverbindmigeiiy  die  weder  mit  den  von  St  an  dt  (Geometrie  der 
Lage,  S.  113f.);  noch  mit  den  von  Chr.  Wiener  (diese  Zeitschrift, 
Bd.  25,  1880,  S.  95f.)  benützten  übereinstimmen,  die  mir  jedoch  für 
die  Anwendungen  am  geeignetsten  zu  sein  scheinen. 

Die  Kurve  sei  in  solche  Lage  gebracht,  dafi  man  beim  „Vorlauft, 
d.  h.  wenn  man  vom  betrachteten  Punkt  aus  in  der  Kurve  vorwärts 
schreitet,  in  den  Oktanten  rechts-vom-oben  (+  +  +)  kommt.    Als 

L  Fall  werde  der  untersucht,  in  welchem  der  „Bücklauf'  in  den 

Oktanten  links-vom-unten  ( 1 — )  führt  (s.  Fig.  5).     Der  (nach  dem 

Obigen  aus  dem  Ghmndriß  zu  ersehende)  gewohnliche  Anblick  ist  hier 
der  eines  Einseitpunktes,  denn  im  Grundrifi  haben  wir  beim  Rücklauf 
eine  Bewegung  nach  links  vom.  Der  Tangentenanblick  —  nach  dem 
Früheren  aus  dem  Seitenrifi  zu  erkennen  —  ist  der  einer  Spitze,  weil 


Fig.  6. 


Fig.  6. 
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( 1 — h)-    Schnabeleinseitpunkt. 


die  Kurve  im  Seitenrifi  beim  Rücklauf  nach  vom  unten  geht.  Daher 
ist  gemäß  den  oben  für  die  Namengebung  aufgestellten  Grundsätzen 
hier  von  einem  Spitzeneinseitpunkt  zu  sprechen.  Wie  der  Aufriß  zeigt, 
erblickt  man  beim  Betrachten  der  Kurvenstelle  aus  einem  nicht  in 
der  Tangente  befindlichen  Punkt  der  Schmiegungsebene  einen  scheinbaren 
Wendepunkt.  Zu  diesem  Fall  gehören  aufier  dem  gewohnlichen  Kurven- 
pnnkt  noch  zahlreiche  singulare  Punkte  (s.  §  6),  weshalb  es  nicht 
angeht,  einen  Spitzeneinseitpunkt  schlechtweg  als  gewöhnlichen  oder 
regulären  Kurvenpunkt  zu  bezeichnen,  wie  das  häufig  geschieht. 

2.  Fall:   Rücklauf  nach  links   vom   oben   ( h  +)   (s.   Fig.   6). 

Gewöhnlicher  Anblick  der  eines  Einseitpunktes,  Tangentenanblick  der 
eines  Schnabels,  folglich:  SchnabeieinseitpunM,  Erscheint  von  der 
Schmiegungsebene  (nicht  Tangente)  aus  gesehen  als  Einseitpunkt. 

8.  Fall:  Rücklauf  nach  links  hinten  oben  ( h)  (s-  Fig.  7). 

Gewöhnlicher  Anblick:  Wendepunkt;  Tangentenanblick:  Einseitpunkt, 
deshalb   Einseitwendepunkt     Dieser   Name   paßt   in  sofern  recht  gut. 


Zwtoehrift  f.  MathAinatik u.  Physik.  49. Band.   1909.  I.Heft. 
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als  die  Kurve  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Schmiegungsebene  bleibt 
Erscheint  yon  der  Schmiegungsebene  aus  gesehen  als  Einseitspunkt. 

4.  Fall:   Rücklauf  nach  links  hinten  unten  ( )  (s.  Fig.  8). 

Dieser  Fall  ist  tiadurcb  auagezüichnet,  daß  der  Punkt  unabhängig  -von 
der  Lage   des  Auges  immeT  als  Wendepunkt  erscheint.     Ich  gebe  ihm 


Fig,  7. 


Flg.  8. 
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deshalb  den  Namen  izhfer  Wmdf^inkt,  statt  „Wende-Wendepunkt",  wie 
er   in  Befüllung  des   früheren  Grundsatzes  eigentlich  zu  nennen  wäre. 

6.  Fall:   Rüeklauf  nach   rechts  hinten  oben  (H h)  (».  Fig.  9). 

Oewöhnlicher  Anblick:  Spitze;  Tangentenanblick:  Einseitpunkf^  folglich 
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Eiftseitsjnize j  ein  die  Sache  treffender  Name^  da  die  Spitze  auf  einer 
und  derselben  Seite  der  Sehmiegungsebene  liegt.  Erscheint  von  der 
Schniiegungaebetie  aus  gesehen  als  Schnabel. 

6.  Fall:  Rücklauf  nach  rechts  hinten  unten  (H )  (s.  Fig.  10). 

Gewöhnlicher  Anlilick:  Spitze;  Tangentenanblick:  Wendepunkt,  somit 
Wet^d^s^Htsv-j  in  Übereinstimmung  damit,  dafi  die  Spitze  sich  von  einer 
Seite  der  Schmiegungaebene  nach  der  andern  wendet.  Erscheint  aas 
einem    beliebigen   I'unkt  der  Schmiegungsebene  betrachtet  als  Spitze. 
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7.  Fall:  Bücidhof  nach  rechts  Yom  nnten  (+  H — )  (s.  Fig.  11). 
Gewöhnlicher  Anblick:  Schnabel;  Tangentenanblick:  Spitze;  deshalb 
SpUgenscJmabd.  Anblick  ans  einem  beliebigen  Punkt  der  Schmiegongs- 
ebene:  Spitze. 

8.  Fall:  Rücklauf  nach  rechts  vom  oben  (+  +  +)  (s.  Fig.  12). 
Dieser  Fall  zeichnet  sich  wie  der  vierte  dadurch  auS;  daß  immer  der- 
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Fig.  18. 


selbe  Anblick  sich  darbietet^  nämlich  der  eines  Schnabels,  wo  auch 
das  Auge  sich  befinden  mag.  Ich  wähle  deshalb  den  Namen  echter 
Schnabd  (statt  „Schnabel-Schnabel'O. 

Diese  Zusammenstellung  hat  gezeigt,  daß  es  bei  den  Raumkurven  je 
zwei  Äxten  von  Einseitpunkten,  Wendepunkten,  Spitzen  und  Schnäbeln  gibt, 

Es  ist  beachtenswert,  daß  die  Gestalt  eines  Raumkurvenpunktes 
aus  dem  Namen  mit  Sicherheit  abgeleitet  werden  kann.  Nehmen  wir 
zum  Beispiel  die  Wendespitze.  Man 
zeichne  zuerst  (s.  Fig.  13)  im  Ghrund-, 
Auf-  und  Seitenriß  die  Koordinaten- 
achsen  und   den  vorwärtslaufenden 

Teil    der   Kurve   —   in    der  Figur     

Yoll  ausgezogen  —  der  immer  nach 
rechts  yom  oben  gehen  und  im 
Grund-  und  Aufriß  die  ^Achse,  im 
Seitenriß  die  y-Achse  berühren  muß. 
Nun  zeichne  man  den  rückwärts- 
laufenden Kuryenteil  (in  der  Figur      

punktiert)  so  ein,  daß  er  mit  dem 

yorwärtskufenden  Teil  gemeinsame 

Tangente  erhalt  und  daß  im  Grundriß 

dem  gewohnlichen  Anblick  entsprechend  eine  Spitze,  im  Seitenriß  dem 

Tangentenanblick  entsprechend  ein  Wendepunkt  entsteht.     Man  sieht 
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dann  aus  diesen  beiden  Bissen^  daß  man  beim  Rücklauf  in  den  Oktanten 
rechts  hinten  unten  kommt,  wonach  sich  der  Aufriß  er^mzen  laßt 

Den  Figuren  5 — 13  ist  ein  linkshändiges  (französisches)  Koordinaten- 
system zu  Ghrunde  gelegt.  Wählte  man  statt  dessen  ein  rechtshändiges 
(englisches)  Koordinatensystem,  so  würde  jede  der  dargestellten  Fonnen 
sich  in  ihr  Spiegelbild  bezüglich  der  xy-lSben»  yerwandeln.  Diese 
neuen  Formen  sind  jedoch  als  nicht  wesentlich  yerschieden  von  den 
ursprüngUchen  anzusehen. 

§  2.    Analytische  Kennzeichen  der  verschiedenen  Arten  von 
Kurvenpunkten. 

Es  bezeichne  p  einen  beweglichen  Punkt,  der  eine  beliebige  Kurve 
beschreibt;  und  zugleich  die  Lage  des  Punktes,  in  deren  Nahe  die 
Gestalt  seiner  Bahn  untersucht  werden  soll.  Betrachten  wir  p  im 
Sinne  von  Möbius  und  Grassmann  als  Punkt  mit  der  unveränderhehen 
Masse  1,  dann  stellt  bekanntlich 

^        dt 

die  Geschwindigkeit  von  p  nach  Größe  und  Richtung,  d.  h.  als  Vektor 
dar,  ebenso  ^^      ^tp 

die  als  Vektor  aufgefaßte  Beschleunigung  oder  Geschwindigkeit  2.  Ordnung, 
alicemein  ^ 

^         de 

seine  Geschwindigkeit  n-ter  Ordnung.*)  Wir  setzen  die  Geschwindigkeiten 
aller  Ordnungen  als  vorhanden  und  stetig  voraus.  Jedoch  seien  im 
Zeitpunkt  t,  welchem  die  Lage  p  entspricht,  beliebig  viele  der  Ge- 
schwindigkeiten gleich  Null,  und  die  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung, 
welche  nicht  NuU  ist,  habe  die  Ordnung  cc.  Dann  ist,  wenn  p^  die 
dem  Zeitpunkt  (t  +  At)  entsprechende  Lage  des  bewegten  Punktes 
vorstellt,  nach  dem  Taylorschen  Satze: 


1)  Dasselbe  wfirde  gelten,  wenn  p  den  Träger  des  bewegten  Punktes  in 
Bezug  auf  einen  beliebigen  festen  Ursprung,  d.  h.  den  Vektor  bezeichnete,  der 
seinen  Anfangspunkt  im  Ursprung,  seinen  Endpunkt  im  bewegten  Punkt  hat. 

2)  Das  4-  bedeutet  natürlich  geometrische  Addition.  Nach  Grassmann 
ist  die  Summe  eines  Punktes  von  der  Masse  1  und  eines  Vektors  derjenige  Funkt 
von  der  Masse  1,  der  durch  Verschiebung  des  gegebenen  Punktes  um  den  ge- 
gebenen Vektor  entsteht. 
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-jp)-F<«>  +  ^P«+^- 

In  dieser  Gleichung  steht  links  ein  mit  der  Sehne  pp^  paralleler  Vektor.^) 
LäBt  man  den  absoluten  Wert  von  A  t  unbegrenzt  abnehmen,  so  nähert 
sich  die  Gerade  |>pi  unbegrenzt  der  Bahntangente  in  p^  also  die  linke 
Seite  einem  zur  Tangente  parallelen  Vektor,  während  die  rechte  Seite 
den  Vektor  jp<«)  zur  Grenze  hat.  Daher  wird  die  RicMung  der  Bahvr 
iangente  im  Punkte  p  durch  die  Richtung  des  Vektors  p^^\  d,  h.  durch 
die  Richtung  der  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung  angegeben^  die  a/n 
jener  Stdle  nicht  NuU  ist.*) 

Von  den  auf  p^°^  folgenden  Geschwindigkeiten  p<«+*)  usw.  können 
beliebig  viele  parallel  zu  p^^^  sein.')  Die  Geschwindigkeit  niedrigster 
Ordnung,  welche  nicht  parallel  zu  p(^)  ist,  habe  die  Ordnung  ß.  Dann 
hegt  der  Punkt 

offenbar  auf  der  zur  Stelle  p  gehörigen  Bahntangente,  und  folglich  ist 

ein  Vektor,  der  zur  Geraden  qp^y  also  auch  zur  Verbindungsebene  der 
Bahntangente  mit  dem  Punkte  p-^^  parallel  ist.  Geht  man  wieder  zur 
ißrenze  At^O  über,  so  verwandelt  sich  diese  Ebene  in  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Bahn  im  Punkte  p,  wahrend  die  rechte  Seite  der  vorher- 
gehenden Gleichung  den  Grenzwertp^^  annimmt.  Somit  ist  die  Schmiegungs- 
Acne  der  Bahn  im  Punkte  p  paraUd  dem  Vektor 

^        de 

d,  k  paraild  der  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung  von  p,  die  nicht 
paraUd  zur  Bahntangente  ist 

Durch  die  beiden  Geschwindigkeiten  |)(")  und  jp^^  ist  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Bahn  im  Punkte  p  bestimmt.  Von  den  auf  p^  folgenden 
Geschwindigkeiten  jpO*+i)  u.  s.  w.  können  beliebig  viele  parallel  zur 
Schmiegungsebene    sein.      Die    Geschwindigkeit    niedrigster    Ordnung, 

1)  Nach  Grassmann  ist  die  Pimktdifferenz  (p^  —p)  gleich  dem  Tonp  nach 
Pi  gehenden  Vektor.    (S.  auch  Anm.  3.) 

2)  Vgl.  diese  Zeitschrift,  Bd.  35  (1890),  S.  3. 

3)  Parallel  nennen  wir  nicht  nur  Vektoren  gleicher  Bichtong,  sondern  auch 
entgegengesetzter  Bichtong. 
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welche  nicht  parallel  zur  Schmiegongsebene  ist;  habe  die  Ordnung  y. 
Wir  schreiben  die  firühere  Gleichung  für  Pj  jetzt  so: 

Auf  der  rechten  Seite  der  vorhergehenden  Gleichung  stehen  in  der 
ersten  Reihe  lauter  Vektoren^  die  zur  Tangente  parallel  sind,  in  d» 
zweiten  Reihe  lauter  zur  Schmiegungsebene  parallele  Vektoren.  Wir 
deilken  uns  p^  so  nahe  bei  p,  d.  h.  A^  so  klein  genommen,  daß  in 
jeder  der  drei  Reihen  das  erste  Glied  die  Summe  der  folgenden  über- 
wiegt oder  die  Gleichung  naherungsweise  geschrieben  werden  kann: 

Der  Vektor  pp^  erscheint  hier  in  drei  Komponenten  zerlegt,  die  den 
Geschwindigkeiten  der  Ordnungen  a,  ß,  y  parallel  sind,  und  zwar  wird 
z.  B.  die  erste  Komponente  gleiche  Richtung  haben  wie  j]^^>,  oder  aber 
die  umgekehrte  Richtung,  je  nachdem  A^*  positiv  oder  negativ  ist 
Die  einer  Zunahme  von  t  entsprechende  Bewegungsrichtung  gdte  als 
Vorlaul    Dun  entspricht  ein  positiver  Wert  von  At,  etwa 

A<-  +  r, 
womit  man 

erhält.  Die  Komponenten  des  Vektors  pp^  sind  jetzt  w^en  der  posi- 
tiven Zahlfaktoren  gleichgerichtet  mit  den  Vektoren  p^^^^  pf^y  p^^,  oder 
wenn  man  sich  diese  Vektoren  von  p  ausgehend  denkt,  so  muß  p^  in 
dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Oktanten  liegen.  Mit  anderen  Worten: 
Beim  Vorlauf  kommt  man  in  den  Baum,  der  von  den  ais  Vektoren  he- 
trachteten  und  an  p  angetragenen  Geschwindigkeiten  |><">,  p^^,  pf^  der 
Ordnungen  a,  /),  y  eingeschlossen  unrd. 

Der  rücklaufigen  Bew^ung  entspricht  eine  Abnahme  von  t  oder 
ein  negatives  At    Sei 

A<--ir, 
dann  wird 

Pi-p-fi  (-  ^Y^" + ^  (-  lyi^  +  "^  (-  !)"?/''>• 
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Daraus   folgt:  Beim  Itücklauf  kommt  man  in  den  von  den  Vddoren 
(-  l)«i)(«),  (-  lyn^,  (-  Vyif^r)  eingeschlossenen  Baum. 

Die  Faktoren  (-  1)«,  (-  1/,  (-  1)/  haben  den  Wert  +  1  oder 
—  1,  je  nachdem  die  (ihrer  Natur  nach  positiven  ganzen)  Zahlen  «,  /J, 
y  gerade  oder  ungerade  sind.  Es  genügt  also,  der  Beihe  nach  für  jede 
der  Zahlen  €C,  ß,  y  +  oder  —  zu  setzen^  je  nachdem  sie  gerade  oder  un- 
gerade ist,  und  die  erhaliene  Zeichenverbindung  mit  den  unter  den  Figuren 
5— 12  stehenden  m  vergleichen,  um  eu  erJcennen,  zu  welcher  der  acht  Haupt- 
arten von  Kurvenpunkten  der  untersuchte  Bahnpunkt  gehört. 

Je  nachdem  die  Vektoren  p^'*\  p^,  p^y)  zu  einander  liegen,  wie  die 
+  a>-,  +  y-,  +  jer-Achse  eines  linkshändigen  oder  eines  rechtshändigen 
Koordinatensystems,  wird  es  sich  unmittelbar  um  die  in  den  genannten 
Figuren  dargestellten  Formen  oder  um  ihre  Spiegelbilder  in  Bezug  auf 
eine  wagerechte  Ebene  handeln. 

Die  wichtigen  Zahlen  a,  ß,  y  haben  übrigens  auch  eine  einfache 
rein  geometrische  Bedeutung:  jE^^  ist  a  die  Zahl  derjenigen  Schnittpunkte 
einer  bdidngen  durch  p  gelegten,  die  Kurventangente  nicht  enfhdUenden 
Ebene  mit  der  Kurve,  die  man  sich  in  p  zusammengefallen  zu  denken 
hat,  ß  die  entsprechende  Zahl  für  eine  belieibige  durch  die  Tangente  ge- 
legte, aber  von  der  Schmiegungsebene  verschiedene  Ebene,  y  die  entsprechende 
Zahl  für  die  Schmiegungsebene.^)  Der  Beweis  ist  auf  verschiedene  Art 
leicht  zu  erbringen.^) 

Bei  einem  gewöhnlichen  Eurvenpunkt  hat  man  a^\,  ß=^2,  7/ »  3. 
Jeder  Punkt,  für  den  y  >  3  ist,  soll  ein  singulärer  Punkt  heißen.    Zur 
Abkürzung  werde  die  Zahlenverbindung  (a,  ß,  y)  das  Zeichen  des  Kurven-  • 
pnnktes  genannt. 

1)  Es  flümmen  also  die  Zahlen  a,  /},  y  mit  den  Zahlen  {,  m,  n  InBjörlings 
Arbeit,  Arch.  M.  Ph.  (2)  8  (1890),  S.  88,  überem. 

2)  Z.  B.,  da  nach  Grassmann  die  Bedingung  für  das  Vereinigtliegen  eines 
Punktes  und  einer  Ebene  das  Verschwinden  ihres  äußeren  Produktes  ist,  werden 
die  Schnittpunkte  einer  durch  p  gehenden  Ebene  £  mit  der  Kurve  durch  die 
Wurzeln  folgender  Gleichung  in  Af  geliefert: 

0-[p.«]-^[p<'')«]  +  ...  +  -^-f[p(/*).]  +  ...+^[p('')*]  +  .... 

Die  dem  Punkte  p  entsprechende  Wurzel  At»  0  ist  augenscheinlich  a-fach,  oder 
/{-fach,  oder  y-fach,  je  nachdem  die  Ebene  £  die  Tangente  nicht  enthält: 
[y^^£]^0,    oder    die   Tangente    enthält    und   von   der   Schmiegungsebene  ver- 

•^•^'•^^        [p(-M=.o,...[p(^-^).]-o,     [pWJ^o, 
oder  mit  der  Schmiegungsebene  zusammenfällt: 
Wh]  -  0,  . .  .  [pf^-  %]  -  0,     [pW.]  =  0,  . .  .  [p^r- »).]  -  0,     [pW*]  ^  0. 
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§  3.    Beispiele. 

Znr  Erläuterung  der  gewonnenen  Ergebnisse  mögen  folgende  Bei- 
spiele dienen.  Bei  der  Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems 
ist  bekanntlich  im  allgemeinen  kein  Punkt  in  Buhe^  also  ffir  jeden 
Systempunkt  a^  1.  Es  gibt  aber  in  jedem  Augenblick  unendlich  viele 
Systempunkte  —  sie  erfOUen  eine  Fläche  dritter  Ordnung  F^  —  deren 
Bahnen  vierpunktig  berührende  Schmiegungsebenen  besitzen,  ffir  die 
also  y  ==  4  ist.^)  AUe  Punkte  dieser  Fläche,  bei  denen  die  Geschwindig- 
keit und  die  Beschleunigung  nicht  parallel  sind,  also  /}  =»  2  ist  und  bei 
denen  auch  die  Geschwindigkeit  vierter  Ordnung  nicht  parallel  zur 
Schmiegungsebene,  d.  h.  y  nicht  größer  als  4  ist,  beschreiben  deshalb 
augenblicklich  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen  (1,  2,  4),  d.  h.  Schnabel- 
einseitpunkte  (s.  Fig.  6).  Die  Schmiegungsebene  ist  bei  ihnen  der  Be- 
schleunigung parallel,,  gerade  wie  bei  den  gewöhnlichen  Bahnstellen, 
die  von  den  außerhalb  F^  liegenden  Systempunkten  beschrieben  werden. 
Nun  liegt  auf  der  Fläche  F^  die  sog.  Wendekurve  i',  eine  Raumkurre 
dritter  Ordnung,  bei  deren  sämtlichen  Punkten  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  parallel  sind,  also  j3  =»  3  ist,  falls  nicht  etwa  die  ße- 
schwindigkeiten  erster  und  dritter  Ordnung  auch  parallel  sind.  Die 
Punkte  dieser  Kurve  durchlaufen  demnach,  worauf  ihr  Name  hinweist, 
ffir  gewöhnlich  Wendepunkte  in  ihren  Bahnen,  aber  es  gibt  nach  §  1 
zwei  gestaltlich  ganz  verschiedene  Arten  von  Wendepunkten,  und  es 
fehlt  in  der  kinematischen  Literatur  jede  Angabe  über  die  wirkliche 
Gestalt  der  hier  auftretenden  Wendepunkte.  Bis  auf  die  gleich  zu  be- 
sprechenden Ausnafamepunkte  werden  von  den  Punkten  der  Wendekurve 
augenblicklich  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen  (1,  3,  4),  d.  h.  Einseit- 
wendepunkte (Fig.  7)  erzeugt.  Die  Schmi^pmgsebene  ist  jedesmal  zu 
den  Geschwindigkeiten  erster  und  dritter  Ordnung  paralleL  Nun  ent- 
halt die  Wendekurve  im  allgemeinen  auch  eine  endliche  Zahl  von 
Punkten,  bei  denen  die  Geschwindigkeit  vierter  Ordnung,  aber  nicht 
diejenige  fUnfter  Ordnung,  zur  Schmiegungsebene  parallel,  also  y  =»  5 
isi  Diese  Punkte  beschreiben  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen  (1,  3,  5), 
also  echte  Wendepunkte  (Fig.  8).  Es  ist  nämlich,  wie  ohne  Beweis 
angeführt  sei,  der  Ort  der  Systempunkte,  bei  denen  augenblicklich  die 
Geschwindigkeiten  von  den  Ordnungen  x,  A,  (i  einer  und  derselben 
Ebene  parallel  sind,  eine  Fläche  dritter  Ordnung  9^,  i,  ^'),  einem 
Schnittpunkte  der  Wendekurve  mit  der  Fläche  ^i,  g;  i  kommt  deshalb 

1)  Vgl.  etwa,  auch  zum  Folgenden,  A.  Schön  flies,  Geometrie  der  Bewegung, 
Leipzig  1886,  §§  8  und  9. 

2)  Es  ist  F'  selbst  eine  der  Fl&chen  <&,  nämlich  ^,a,8. 
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im  allgemeineii  die  fragliche  Ausnahmestellmig  zu.  Auf  der  Fläche  F^ 
befindet  sieb  femer  eine  Raumkurve  sechster  Ordnung  c^^  deren  Punkte 
Bahnen  mit  fOnfpunktig  berührender  Schmiegungsebene  besitzen  {y  »  5). 
Diese  Punkte  durchlaufen  daher  im  allgemeinen  Bahnstellen  mit  dem 
Zeichen  (1,  2,  5);  es  sind  dies  Spitzeneinseitpunkte,  die  sich  von  den 
gewöhnlichen  Punkten  im  Aussehen  wenig  unterscheiden  (vgl.  auch  §  9). 

§  4.    Ausdruck  fBr  die  Erfimmung  und  mögliche  Werte  derselben. 

Es  werde  nun  der  Punkt  p^  unendlich  nahe  bei  p  angenommen 
mid  d^  für  A^  geschrieben.  Aus  §  2  übernehmen  wir  die  Gleichung 
für  (pi  —  p)y  nämlich: 

(1)  i'.-j'-^V«>+(^i'<-^^'+--- 

Für  das  Bogenelement  ds  können  wir  die  Länge  der  Sehne,  d.  h.  des 
Vektors  pp^  nehmen,  der  die  Unke  Seite  von  Gleichung  (1)  bildet.  Bis 
auf  unendlich  kleine  Großen  höherer  Ordnung  ist  dieselbe  gleich  der 

Länge  des  ersten  Gliedes  der  rechten  Seite  von  (1),  des  Vektors  — rp^"^. 

Man  hat  folglich,  wenn  allgemein  die  Größe  der  Geschwindigkeit  nter 
Ordnung,  d.  h.  die  Länge  des  Vektors  jj^"),  mit  t?„  bezeichnet  wird: 

(2)  '^«-l^"v 

Die  Tangente  in  p^  ist  parallel  der  Geschwindigkeit  p[  dieses  Punktes. 
Mit  Hilfe  des  Taylorschen  Satzes  erhält  man,  da  p^  dem  Zeitpunkte 
{t-\-  d()  entspricht  und  die  Vektoren  p\  p"y  ...  jp(«-*)  verschwinden: 

Der  sog.  Eontingenzwinkel,  der  spitze  Winkel  zwischen  den  Tangenten 
in  p  und  p^j  werde  mit  afp  bezeichnet.  Er  ist  gleich  dem  Winkel, 
den  der  Vektor  p[  mit  der  Eurventangente  in  p  einschließt  und  läßt 
sich  mit  Hilfe  der  senkrechten  Projektion  dieses  Vektors  auf  die  Haupt- 
normale in  p  bestimmen,  welche  Projektion  gleich  dem  Produkt  aus 
d<p  und  der  Länge  des  genannten  Vektors  ist.  Die  Länge  von  p[  ist 
bis  auf  unendlich  kleine  Gh*ößen  höherer  Ordnui^  gleich  der  Länge  des 
ersten  Gliedes  der  rechten  Seite  von  (3),  d.  i. 
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Andererseits  ist  die  Projektion  von  p[  anf  die  Hauptnormftle  ^eich 
der  Summe  der  Projektionen  der  anf  der  rechten  Seite  von  (3)  stehenden 
Glieder^  oder^  weil  die  Glieder  mit  Exponenten  kleiner  ab  ß  Vektoren 
parallel  zur  Tangente  vorstellen  und  folglich  zur  Projektion  keinen 
Beitrag  liefern,  wird  bis  auf  unendlich  kleine  Großen  höherer  Ordnung 
die  fr^liche  Projektion  auch  gleich 


wenn  man  allgemein  die  Projektion  der  Geschwindigkeit  nter  Ordnung 
auf  die  Hauptnonpale  mit  v^  bezeichnet.     Also  hat  man 

,     dt""'  df-^  -. 

oder 

»rgibt  sich  für  die  Krümmung  h  -- 
p  zunächst 


Demnach  ergibt  sich  für  die  Krümmung  ^  =  ^  <le^  Kurre  im  Punkte 


Wie  man  sieht,  erhalt  die  Erümmang  blofi  unter  der  Bedingung 

einen  endlichen,  yon  Null  verschiedenen  Wert,  nämlich 

W  *-    OJ-i).    Vl^> 

während 

Ä  =  0     wird  für  2a  <ß  und 

k^oo     „       „    2a>ß. 


1)  Eine  leichte  Umformung  ergibt  für  den  Erümmungshalbmesser 

(2a)!    «J 

in  Übereinstimmung  mit  der  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  85  (1890),  S.  5  für  die  Be- 
wegung in  der  Ebene  auf  andere  Weise  abgeleiteten  Formel  (7).  Im  Fall  eines 
gewöhnlichen  Bahnpunktes,  a  =  1 ,  kommt  man  zu  der  allbekannten  Beuehung 

-    "? 
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Die  Gleichung  2a  =  ß  erfordert,  daß  ß  eine  gerade  Zahl  sei,  was 
nur  bei  Einseitpunkten  und  Schnäbeln  zutrifft.  Hiemach  ist  eine  end- 
Uche,  von  Null  yerschiedene  Krümmung  bloß  in  Einseitpunkten  (Fig.  5 
nnd  6)  und  Schnäbeln  (Fig.  11  und  12)  möglich,  wahrend  in  einem 
Wendepunkte  (Fig.  7  und  8)  und  in  einer  Spitze  (Fig.  9  und  10)  die 
Krümmung  bloß  einen  der  beiden  Werte  NuU  und  Unendlich  haben 
kann.^) 

§  6.  Ausdruck  fOr  die  Windung  und  mögliche  Werte  derselben. 

Um  die  Windung  w  der  Kurve  im  Punkte  p  berechnen  zu  können, 
haben  wir  den  spitzen  Winkel  d^  zwischen  den  Schmiegungsebenen 
m  p  und  dem  unendlich  benachbarten  Punkt  p^  zu  bestimmen.  Von 
der  zweiten  Schmiegungsebene  können  wir  annehmen,  daß  sie  durch 
die  Tangente  in  p  geht;  sie  ist 
außerdem  parallel  zur  Beschleimigung 
p'l  von  Pi.  Um  diese  Ebene  zu  er- 
halten, verlege  man  den  Vektor  p^, 
ohne  seine  Richtung  zu  ändern,  mit 
seinem  Anfangspunkt  nach  p  und 
verbinde  dann  seinen  Endpunkt  mit 
der    Tangente    T    in   p    durch    eine 

Ebene.  Der  fragliche  Endpunkt  habe  (s.  Fig.  14)  den  Abstand  h  von 
der  Schmiegungsebene  in  p  und  den  Abstand  h^  von  der  Tangente  T, 
dann  ist 

(.)  rf*-*. 

Es  ist  h  gleich  der  senkrechten  Projektion  des  Vektors  p^  auf  die 
Binormale  B  der  Kurve  in  p.  (Über  die  Vorzeichen  wird  am  Schlüsse 
von  §  8  das  Nötige  gesagt  werden).  Statt  \  kann  auch  die  nur  um 
miendlich  kleine  Gh*ößen  höherer  Ordnung  davon  verschiedene  senk- 
rechte Projektion  des  Vektors  p^  auf  die  Hauptnormale  ^  in  p  ge- 
nommen werden.^    Der  Taylorsche  Satz  gibt  nun: 

Pi'^P    +ilP     +-^P^  +  "' 


1)  Ftur  ebene  Kurven  hat  Chr.  Wiener  in  seiner  darstellenden  Geometrie, 
1.  Bd.  (Leipzig  1884),  S.  205 — 207,  diese  Ergebnisse  abgeleitet  und  zwar  rein 
geometrisch  durch  Betrachtung  der  zugehörigen  Evoluten. 

2)  Diese  Projektion  ist  gleich  einer  Kathete  in  dem  in  Fig.  14  eingezeichneten 
rechtwinkligen  Dreieck,  das  \  als  Hypotenuse  und  h  als  die  dem  Winkel  d^ 
gegenüber  liegende  Kathete  hat,  wobei  h  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein 
istftls^. 
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oder 

Die  Projektion  von  p^  auf  die  Binormale  B  ist  gleich  der  Summe  der 
Projektionen  der  Vektoren  auf  der  rechten  Seite  von  (6),  von  weldien 
die  vor  p^^^  kommenden  parallel  zur  Schmiegungsebene  sind,  sodafi  ihre 
Projektionen  auf  B  verschwinden,  während  die  auf  p^^^  folgenden  ab 
unendlich  klein  höherer  Ordnung  nicht  in  Betracht  kommen.  Wenn 
daher  allgemein  die  Binormalkomponente  der  Oeschwindigkeit  »-ter 
Ordnung,  d.  h.  die  Projektion  des  Vektors  p<")  auf  die  Binormale,  durch 
v^  bezeichnet  wird,  erhält  man 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man 
Daraus  folgt  wegen  Gleichung  (a): 

Für  die  gesuchte  Windung  ergibt  sich  daher 

ds  (y-2)!    f?„t;^  |^,_^ 

Die  Gleichung  zeigt,  daß  eine  endliche  von  Null  verschiedene  Windung, 
und  zwar  vom  Werte 

al{ß~2)\    ^y     0 


(8)  w. 


(y  — 2)!    v^v^ 


1)  Für   einen  gewöhnlichen  Bahnpunkt  (a  =  1 ,  ^  =  2 ,  y  ==  »)   ist  die  Be- 
dingung a  +  ^  =  y  erfallt  und  es  ergibt  eich  w  =  —~- ,  oder  nach  Einföhning 

Vi  r, 

des  Windungshalbmessers  r  =  — : 

welche  Beziehung  bekannt  ist. 
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dann  und  bloß  dann  vorhanden  iAt,  wenn  die  Beziehung 

besteht,  daß  man  aber 

w  =  0  erhalt  f ür  a  +  /3  <  y 
und 

Sind  a  und  ß  beide  ungerade  oder  beide  gerade,  so  ist  zur  Er- 
fQllung  der  Bedingung 

a  +  ß  =  y 

notwendig,  daß  y  gerade  sei;  ist  eine  der  Zahlen  a  und  ß  ungerade, 
die  andere  gerade,  so  erfordert  jene  Bedingung  ein  ungerades  y.  Zu 
diesen  Fällen  gehören  die  Zeichenverbindungen 1-  (Einseitwende- 
punkt),  +  +  +   (echter  Schnabel),   — | (Spitzeneinseitpunkt)   und 

H (Wendespitze).    Wir  haben  somit  gefunden: 

Eine  endliche,  von  NuU  verschiedene  Windung  kann  Uoß  bei  Spiteen- 
einseitpwnkten  (Fig,  5),  Einseibwendepunkten  {Fig.  7),  WendespiUen 
(Fig.  10)  und  eckten  Schn<ä)dn  (Fig.  12)  vorkommen^  in  einem  Schnäbd- 
einseitpunkt  (Fig.  6),  einem  eckten  Wendepunkt  (Fig.  8),  einer  Einseit- 
spUze  (Fig.  9)  und  einem  Spitaenschnabd  (Fig.  11)  ist  die  Windung  ent- 
weder NuU  oder  unendlich. 

§  6.  Einteilung  der  Ranmkurvenpunkte   nach  den  möglichen  Werten 
der  Krümmung  und  Windung. 

Sowohl  bei  der  E^rümmung  als  bei  der  Windung  sind  die  drei 
I^'aUe,  daß  entweder  ein  endlicher,  nicht  verschwindender  Wert,  oder 
der  Wert  0,  oder  der  Wert  oo  vorhanden  ist,  als  wesentlich  ver- 
schieden anzusehen.  Denn  die  Zahlen  a,  ß,  y,  von  deren  gegenseitigen 
GrröBenverhältnissen  jene  Fälle  abhängen,  sind  wegen  ihrer  geometrischen 
Bedeutung  (s.  §  2)  projektiv  unveränderlich,  weshalb  durch  kollineare 


1)  Daß  der  Torsionsradius  0,  oder  nicht  0  mid  nicht  oo,  oder  oo  ist,  je 

nachdem  tc-\-  ß  =  y,  hat  bereits  mein  Kollege  Herr  Wölff  ing  im  Archiv  d.  Mathem. 

n.  Physik  (2)  16  (1897),  S.  149,  gezeigt,  ohne  zu  wissen,  daß  ich  dieses  Ergebnis 
nnd  einige  sich  daran  knüpfende  Folgerungen  damals  schon  seit  einem  Jahrzehnt 
in  meinen  Vorträgen  zu  entwickeln  pflegte.  Übrigens  hat  Herr  WOlffing  dort 
auch  die  sphärische  Krümmung,  sphärische  Torsion  und  einige  verwandte  Größen 
in  ähnlicher  Weise  behandelt. 
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Transformation  der  gegebenen  Eurvenstelle  kein  Fall  in  einen  andern 
übergeführt  werden  kann.  Nach  den  Ergebnissen  der  letzten  beiden 
Paragraphen  sind  sowohl  beim  Spitzeneinseitponkt  als  anch  beiin 
echten  Schnabel  bezüglich  der  Krümmung  nnd  ebenso  bezüglich  der 
Windung  alle  drei  Fälle  möglich,  also  je  neun  Fälle  zu  unterscheiden. 
Beim  Schnabeleinseitpunkt  und  beim  Spitzenschnabel  dagegen  sind  bei 
der  Krümmung  wohl  alle  drei  FäUe,  bei  der  Windung  aber  nur  zwei 
Fälle  möglich,  was  im  ganzen  je  sechs  verschiedene  Fälle  gibt.  Ähn- 
liches hat  man  —  es  erscheinen  bloß  Krümmung  und  Windung  ver- 
tauscht —  beim  Einseitwendepunkt  und  bei  der  Wendespitze.  Beim 
echten  Wendepunkt  und  der  Einseitspitze  endlich  treten  bei  der 
Krümmung  und  Windung  je  nur  zwei  Fälle  auf,  sodaß  bei  diesen 
beiden  Arten  von  Kurvenpunkten  bloß  je  vier  Fälle  bestehen.  Im 
ganzen  gibt  es  daher  2-9  +  4-6  +  2*4=»50  FaUe,  und  diese  Falle 
sind  nach  dem  zu  Anfang  Bemerkten  im  Sinne  der  projektiven  Geo- 
metrie, natürlich  auch  vom  Standpunkt  der  Kinematik  betrachtet^ 
wesentlich  verschieden.     Es  folgt  eine  Übersicht  der  möglichen  Falle 


Name  des  Punktes 


Zahl  der  möglichen  Fälle 
bezüglich  der 
fixümmung       Windung        im  ganzen 


1.  Spitzeneinseitpunkt    . 

(~+- ) 

2.  Schnabeleinseitpunkt. 

(-++) 

3.  Einseitwendepunkt.    . 

( — +) 

4.  Echter  Wendepunkt  , 

( ) 

5.  Einseitspitze   .    .    .    . 

(+-+) 

6.  Wendespitze   .    .    .    , 

(+ — ) 

7.  Spitzenschnabel .    .    . 

(+H~) 

8.  Echter  Schnabel     .    . 

C+++) 


3 
3 
2 
2 
2 
2 
3 
3 


3 
2 
3 
2 
2 
3 
2 
3 


9 
6 
6 
4 
4 
6 
6 
9 


Es  ist  leicht  zu  zeigen^  daß  alle  diese  50  Falle  wirklich  bestehen. 
Betrachten  wir  einige,  nach  verbreiteten  Anschauungen  recht  unwahr- 
scheinliche Falle.  Sei  etwa  ein  echter  Wendepunkt  mit  unendlich 
großer  Krümmung  und  unendlich  großer  Windung  anzugeben.  Die 
Zahlen  a^  ß,  y  müssen  hier  alle  drei  ungerade  sein,  femer  2a  >  /I  und 
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a  +  ß>y.  Die  einfachste  Lösung  ist  a  =  3,  /J  =»  5,  y  =  7.*)  Oder 
ein  echter  Schnabel  mit  der  Krümmung  Null  und  der  Windung  Null: 
Einfachstes  Beispiel  a  -=  2,  /J  =«  6,  y  =  10.*)  Oder  eine  Spitze  mit  der 
Krümmung  Null  und  einer  endlichen^  Ton  Null  verschiedenen  Windung: 
Einfachstes  Beispiel  die  Wendespitze  mit  a  =  2,  /J  =  5,  y  =  7.  Nicht 
überflüssig  ist  vielleicht  die  Bemerkung^  daß  ein  singuJßrer  Punkt  ge- 
stalÜich  mit  einem  gewohnlichen  Kurvenpunkt  vollständig  überein- 
stimmen kann:  Einfachster  Fall  a  =  3^  ß^^^}  y  =  9^;  ui  der  Tat  ist 
dies  zwar  ein  singularer  Punkt;  aber  ein  Spitzeneinseitpunkt  mit  einer 
endlichen,  von  Null  verschiedenen  Ejrümmung  und  Windung/) 

§  7.  Berflhrangsordnung  und  Scimiiegungsordnung. 

Die  Ordnung  der  Berührung  zwischen  einer  Kurve  und  ihrer 
Tangente  im  Punkt  |>  erklären  wir  für  unsere  Zwecke  am  bequemsten 
als  die  Ordnung,  von  welcher  der  Kontingenzwinkel  d^i  unendlich  klein 
wird,  wenn  man  das  Bogenelement  ds  unendlich  klein  erster  Ordnung 
setzt.  ^)  Zufolge  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  in  §  4  ist  ds  von  deiv 
selben  Ordnung  unendlich  klein  wie  di^^  oder  di  von  derselben  Ord- 

nung,  wie  d^   und  d^>  von  derselben  Ordnung  wie  dt^^^y  d.  h.  von 

derselben  Ordnung  wie  ds  ^  ,  Wenn  daher  die  Berührungsordnung 
mit  V  bezeichnet  wird,  ist 

(9)  r-^"-') 


1)  Die  Kurve  mit  den  EoordinatengleichuQgen 

hat  im  Ursprung  einen  solchen  Punkt. 

2)  Im  Ursprung  vorhanden  bei  der  Kurve  mit  den  Koordinatengleichungen 

3)  Beispiel  der  im  Ursprung  liegende  Punkt  der  Kurve  mit  den  Koordinaten- 
gleichungen x^t^+t\    y^t^,    z^t\ 

4)  Andereneits  gibt  es  auch  zahlreiche  Spitzeneinseitpunkte,  die  das  Auge 
sofort  als  singulare  Punkte  erkennt,  z.  B.  wird  ein  Spitzeneinseitpunkt  mit  der 
Krümmung  und  Windung  Null,  wie  der  mit  dem  Zeichen  (1,  4,  7),  von  überall 
her  gesehen  außergewöhnlich  flach  erscheinen. 

6)  Diese  Erklärung  ist  leicht  auf  dj^  von  Cauchy  gegebene  (vgl.  v.  Man- 
goldt  a.  a.  0.  S.  18)  und  die  von  Möbius  (Baiycentrischer  Calcul,  1827,  §76,  S.  90 
SB  Werke  Bd.  1,  S.  98)  zurückzuführen.    Yergl.  auch  die  folgende  Anmerkung. 

6)  Für  a  =  1  wird  v=»p  —  1,  gleich  der  um  1  verminderten  Zahl  |3,  welche 
angibt,  eine  wieviel-punktige  Berührung  zwischen  der  Kurve  und  ihrer  Tangente 
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Der  obigen  Erklärung  entsprechend  sei  nnter  der  Schmiegungis- 
ordnung,  die  als  Maß  ftr  die  Innigkeit  des  Anschmi^ens  der  Kurve 
an  ihre  Schmiegnngsebene  dienen  soll,  die  Ordnung  verstanden,  von 
welcher  der  Winkel  d^  zwischen  zwei  unendlich  benachbarten 
Schmiegungsebenen  unendlich  klein  ist^  das  Bogenelement  ds  wieder 
als  unendlich  klein  erster  Ordnung  vorausgesetzt.  Nach  §  5  Gleichung  (7) 
ist  dd'  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein^  wie  dt^'-fi^   aber  dty 

wie  schon  bemerkt,  von  derselben  Ordnung  wie  ds^,  demnach  d^  Ton 

Y-ß 

derselben  Ordnung  wie  ds  "  .  Man  erhält  folglich,  wenn  die  Schml^ungs- 
ordnung  mit  v  bezeichnet  wird: 

(10)  ^=-~ 

Als  normale,  weil  beim  gewöhnlichen  Eurvenpunkt  vorkommende 
Werte  sind  v  ^1  und  t; »  1  anzusehen.  Deshalb  liegt  es  nahe,  bei 
der  Berührungsordnung  und  bei  der  Schmiegungsordnung  je  die  drei 
Fälle  >  1,  =1,  <  1  zu  unterscheiden.  Es  führt  dies  aber  zu  der- 
selben Einteilung  der  Eurvenpunkte,  wie  sie  in  §  6  nach  den  mög- 
lichen Werten  der  Erümmung  und  Windung  vorgenommen  worden  ist 
Denn  man  hat 

1  __  I,  == ü  und  1  —  v  =  — ^-^ — ~ , 


je  nachdem  abo 
ist  auch 


'^1, 


1=0 
2a  ^/J,  d.  h.  Äjlnicht  0  und  nicht  oo^), 


>'   I- 


oo 


besteht.  Es  wird  gewöhnlich  übersehen,  daß  die  letztere  Erklärung  des  Begriffes 
der  Berührungsordnung  bei  singulären  Punkten  mit  a  >- 1  nicht  mehr  anwendbar 
ist.  Die  Berührungsordnung  soll  ja  ein  Maß  für  die  Innigkeit  des  Anschmiec^ena 
der  Kurve  an  ihre  Tangente  sein,  man  würde  aber  z.  B.,  von  der  Gleidhun^ 
v=^ß  —  1  ausgehend,  für  einen  Einseitpunkt  mit  a  =  3,  |3  =  4,  dessen  Erümnrang 
oo  ist  und  bei  dem  die  außerordentliche  Flüchtigkeit  der  Berührung  zwiscHen 
Kurve  und  Tangente  vom  Auge  sofort  erkannt  wird,  die  Berührungsordnung  3 
erhalten,  einen  wesentlich  höheren  Wert,  ^  beim  gewöhnlichen  Kurveapunkt 
(v  ^  1),  und  denselben  Wert,  wie  bei  einem  Einseitpunkt  a  =  1,  /S  —  4,  dessen 
Krümmung  Null  ist  und  der  dem  Auge  wesentlich  flacher  erscheint  als  ein  ge- 
wöhnlicher Punkt.  Die  obige  Formel  liefert  dagegen  die  den  wirklichen  Ver> 
hältnissen  entsprechenden  Werte  f=  y  bezw.  r  =  3. 

1)  Auf  dieselbe  Art  habe  ich  das  schon  in  dieser  Zeitschrift  a.  a.  0.  S.  5  bewiesen. 
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«|i, 

^  +  ß§r, 

=  0 

nicht  0  und  nicht 

CX) 

=  CX) 
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Noch  leichter  ist  dieser  Zusammenhangs  wenigstens  bei  den  oben  ge- 
gebenen Erklärungen  der  Berührungsordnung  und  Schmiegungsordnung, 
unmittelbar  aus  den  Formeln 

7       dq>  d» 

ds'  ds 

zu  ersehen^  denn  dieselben  zeigen,  daß  der  Wert  k  (w)  Null,  oder  nicht 
Null  und  nicht  unendlich,  oder  unendlich  sein  wird;  je  nachdem  die 
Ordnung   der   unendlich   kleinen  Größe   dg)  (dd)   größer^   gleich   oder 

kleiner  ist  als  diejenige  von  ds,  d.  h.  je  nachdem  v(y)^l. 

§  8.  Erfimmungen  imd  Windungen  verscMedener  Ordnung. 

Ist  die  Krümmung  ft  =  ^  in  einem  Eunrenpunkte  Null  oder  un- 

endlich;  so  erfüllt  sie  ihren  Zweck  nicht  mehr^  beim  Vergleich  zweier 
Eurrenstellen  derselben  Art  als  Maß  für  die  stärkere  oder  schwächere 
Biegung  einer  Kurve  in  der  Nähe  eines  Punktes  zu  dienen,  oder  ab 
Maß  für  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  ein,  die  Kurve  mit  bestimmter 
Schnelligkeit  durchlaufender  Punkt  sich  von  der  zugehörigen  Tangente 
entfernt.  Ebenso  ist  es  mit  der  Windung  als  einem  Maße  für  die 
schnellere  oder  langsamere  Entfernung  eines  die  Kurve  beschreibenden 
Punktes  von  der  Schmiegungsebene,  die  zur  betrachteten  Stelle  gehört. 
Man  erhält  jedoch  bei  einem  Kurvenpunkte  mit  der  Berührungsordnung 
V  und  der  Schmiegungsordnung  v  wieder  endliche  und  nicht  ver- 
schwindende, abo  zu  einem  zahlenmäßigen  Vergleich  geeignete  Werte, 
wenn  man  die  Quotienten 

(U)  ».-^ 

und 

(12)  «.-^ 

bildet^  bei  denen  jedesmal  Zähler  und  Nenner  von  derselben  Ordnung 
unendlich  klein  sind.    Es  soll  K  die  Krümmung  i/-ter  Ordnung,  Wv  die 

Z«itselurift  f.  Mathematik  n.  FbysUc  49.  Band.  1908.  LHeft.  ^  r^  1 
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Windung  v-ter  Ordnung  genannt  werden.*)  Die  Krümmung  (Wind 
in  ii^end  einem  Punkt  wird  offenbar  Null  oder  unendlich,  wenn  die 
Berührungsordnung  (Windungsordnung)  in  jenem  Punkte  größer  bezw. 
kleiner  ist  als  die  Ordnungszahl  der  Krümmung  (Windung).  Die 
Gleichungen  (2)  und  (4)  in  §  4,  (7)  in  §  5  ergeben  ohne  weiteres 

und  _ 

(a!r(P-2)l    ^y 
(y-2)I      vvv^^ 

WO   für  V  und  v  die  Werte  aus  Gleichung  (9)  und  (10)  in  §  7  ein- 
gesetzt werden  können. 

Über  die  Vorzeichen  sei  noch  folgendes  bemerkt.  Die  Geschwin- 
digkeiten v^  sind  als  absolute  Längen  positiv  zu  nehmen.  Wie  üblich, 
werde  vorausgesetzt^  daß  die  Bogenlänge  s  mit  t  wächst^  was  darauf 
Hinauskommt  y  der  Tangente  T  im  betrachteten  Kurvenpunkte  die 
Richtung  des  Vektors  p^"^  als  positive  Richtung  zu  geben.  Bei  der 
Hauptnormale  betrachte  man  als  positive  Seite  die,  auf  welche  die 
Projektion  der  Geschwindigkeit  jpO^>  fallt.  Dann  wird  Vß,  also  auch 
die  Krümmung  einer  beliebigen  Ordnung,  wenn  sie  endlich  und  von 
Null  verschieden  ist^  immer  positiv.  Die  positive  Richtung  in  der  Bi- 
normalen B  wähle  man  so,  daß  die  positiven  Teile  der  Tangente,  Haupt- 
normale und  Binormale  zu  einander  liegen,  wie  diejenigen  der  Achsen 
eines  Koordinatensystems  gebräuchlicher  Art.  Dann  wird  "Vy  und  eben- 
so die  Windung  einer  jeden  Ordnung  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 

1)  7on  geometrischen  Sätzen,  in  denen  diese  Begriflfe  eine  Rolle  spielen, 
seien  bloß  folgende,  ohne  Beweis,  mitgeteilt: 

Haben  zwei  Kurven  in  einem  gemeinsamen  aingülären  Funkt  der  Berühntngs- 
Ordnung  v  dieselbe  Tangente  und  dieselbe  Schmiegungsd^ene,  so  bleibt  das  VerhaUmis 
ihrer  Krümmungen  v-ter  Ordnung  in  diesem  Punkt  unverändert,  wenn  man  beide 
Kurven  einer  und  derselben  beliebigen  kollinearen  Transformation  unterwirft  (das 
Verhältnis  jener  Erümmnngen  ist  eine  „projektive  Invariante^'). 

Haben  zwei  Kurven  in  einem  gemeinsamen  singulären  Punkt  der  Schmiegungs- 
Ordnung  v  dieselbe  Tangente  und  dieselbe  Schmiegungsebene,  so  ist  das  VerhaUms 
ihrer  Windungen  vter  Ordnung  in  diesem  Punkt  eine  projektive  Invariante.  Im 
Falle  V  a  1  giU  letzterer  Satz  noch,  wenn  die  Kurven  in  dem  gemeinsamen  Punkt 
dieselbe  Schmiegungsebene^  aber  verschiedene  Tangenten  haben.  Für  den  Fall  ge- 
wöhnlicher Enrvenpunkte  habe  ich  diese  und  eine  Reihe  verwandter  Sätze,  die  in 
ähnlicher  Weise  verallgemeinert  werden  können,  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  86  (1891), 
S.  66—60,  mitgeteilt.  Es  liegt  nahe,  den  Begriff  des  Ganßschen  ErOmmnngsmaßes 
einer  Fläche  ähnlich  wie  den  der  Krümmung  einer  Kurve  für  den  Fall  eines 
singnlären  Flächenptmkts  zn  verallgemeinem,  ein  GManke,  den  ich  bei  anderer 
Gelegenheit  durchzuführen  beabsichtige. 
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die  Projettion  der  Geschwindigkeit  p^"^^  anf  die  Binormale  nach  der 
positiven  oder  negativen  Seite  der  letzteren  fällt,  oder  was  dasselbe  ist, 
je  nachdem  die  Vektoren  jp(«),j)(i*),^y>  zu  einander  liegen,  wie  die  positiven 
Achsenhaliten  eines  linkshändigen  Koordinatensystems,  oder  nicht.  Wie 
schon  in  §  2  bemerkt  wnrde,  gelten  im  ersteren  Falle  die  Fig.  5 — 12, 
während  im  letzteren  an  Stelle  der  dort  abgebildeten  Enrven  ihre 
Spiegelbilder  in  Bezug  auf  die  :ry-Ebene  treten  müssen.  Wir  stoßen  hier 
auf  die  Unterscheidung  positiv  und  negativ  gewundener  Kurvenstellen,  mit 
der  sich  auch  die  Herren  Kneser^)  und  Staude^)  beschäftigt  haben. 

§  9.  Beispiele. 

Nehmen  wir  die  in  §  3  angefangene  Betrachtung  der  bei  der  Be- 
wegung eines  starren  räumlichen  Systems  im  gewöhnlichsten  Falle  von 
den  Systempunkten  beschriebenen  Bahnstellen  wieder  auf,  um  die  Er- 
gebnisse der  §§  4 — 8  auf  dieselben  anzuwenden.  Die  von  den  gewöhn- 
lichen Punkten  der  Fläche  F^  beschriebenen  Schnabeleinseitpunkte  mit 
dem  Zeichen  (1,  2,  4)  haben  eine  endliche,  nicht  verschwindende 
Krümmung,  dagegen  die  Windung  Null,  und  ebenso  ist  es  bei  den 
Spitzeneioseitpunkten  (1,  2,  5),  welche  die  Punkte  der  in  F^  Uzenden 
Ausnahmekurve  <fi  beschreiben;  die  Windungsordnung  ist  im  ersten 
Fall  2,  im  zweiten  3,  also  besteht  fQr  diese  Punkte  eine  endliche,  von 
Null  verschiedene  Windung  2-ter  bezw.  3-ter  Ordnung.  Die  gewöhn- 
lichen Punkte  der  Wendekurve  i*  beschreiben  Einseitwendepunkte  mit 
dem  Zeichen  (1,  3,  4),  also  mit  der  Krümmung  Null  und  einer  end- 
lichen, von  Null  verschiedenen  Windung;  wegen  der  Berührungsordnimg 
2  ist  eine  endliche,  nicht  verschwindende  Krümmung  2-ter  Ordnung 
vorhanden.  Bei  den  von  den  Ausnahmepunkten  der  Wendekurve  be- 
schriebenen echten  Wendepunkten  (1,  3,  5)  sind  die  Krümmung  und 
die  Windung  beide  Null;  die  Berührungsordnung  und  die  Windungs- 
ordnung beträgt  2,  sodaB  die  Ejrümmung  und  die  Windung  2-ter  Ord- 
nung endlich  und  nicht  Null  sind. 

Man  bemerke,  daß  für  die  Erzielung  möglichst  flacher  Bahnstellen, 
d.  k  solcher,  die  einer  Geraden  sich  möglichst  anschmiegen,  die  ge- 
wöhnlichste ebene  Bewegung  eines  starren  Systems  günstiger  ist,  als 
die  gewöhnlichste  räumliche  Bewegung,  da  bei  der  ersteren  der  Baii- 
sche Punkt  einen  Einseitpunkt  (1,  4)  mit  der  Berührungsordnung  3 
beschreibt,  während  bei  der  letzteren  die  Berührungsordnung  der  er- 
zeugten Bahnstellen  sich  nicht  über  2  erhebt. 


1)  J.  f.  Math.  113  (1894),  S.  89. 

2)  Am.  J.  Math.  17  (1896),  S.  359. 
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Znm  Ostwaldschen  Axiom  der  Mechanik/) 

Von  E.  Förster  in  Gottingen. 

Die  Bemühungen,  das  sogenannte  „Ostwaidsche  Axiom^  des  größten 
Energieumsatzes  als  Grundprinzip  an  die  Spitze  der  analytischen 
Mechanik  zu  stellen  und  aus  demselben,  ähnlich  wie  aus  den  Prinzipien 
von  D'Alembert;  Gauß  u.  s.  w.  die  Bewegungsgesetze  eines  beliebigen 
Systems  materieller  Punkte  abzuleiten,  haben  bekanntlich  zu  einem 
negativen  Resultate  geführt.^)  In  der  Tat  überzeugt  man  sich  leicht^ 
daß  es  im  allgemeinen  überhaupt  keine  Bewegung  gibt,  welche  den  An- 
forderungen des  Ostwaldschen  Satzes  Genüge  leistet. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  es  nicht  möglich  sei,  diesem  Mangel 
dadurch  abzuhelfen,  daß  man  den  Satz  in  zweckentsprechender  Weise 
abändert,  ohne  den  charakteristischen  Grundgedanken  desselben  zu  yer- 
wischen.  Das  Folgende  stellt  einen  Versuch  einer  solchen  Abänderung 
dar,  nach  welcher  der  Ostwaldsche  Satz  nur  als  eine  neue  Formu- 
lierung des  längst  bekannten  Gauß  sehen  Prinzipes  des  kleinsten 
Zwanges  erscheint.  Ein  neues  Grundgesetz  der  Mechanik  ist  damit 
freilich  nicht  gewonnen,  was  wohl  auch  von  vornherein  nicht  zu  er- 
warten war.  Es  soll  vielmehr  einzig  und  allein  der  richtige  Kern  des 
Ostwaldschen  Satzes  bloßgelegt  werden,  wobei  auch  die  eigenartige 
Ausdrucksweise,  die  der  Satz  in  dieser  Fassung  gestattet,  vielleicht  nicht 
ohne  Interesse  sein  dürfte. 

Um  zu  einer  zweckmäßigen  Abänderung  des  Ostwaldschen 
Theoremes  zu  gelangen,  gehen  wir  von  der  folgenden  Betrachtung  ans: 
Das  genannte  Theorem  verlangt,  daß  unter  allen  jenen  virtuellen  Be- 
wegungen eines  Systemes  materieller  Punkte,  welche  außer  den  Systems- 
bedingungen noch  dem  Energiesatze: 

(1)  T+  17  «Konstante 

genügen,  für  die  wirkliche  Bewegung  der  „Energieumsatz^^  ein  Maximum, 
oder,  was  offenbar  auf  dasselbe  hinausläuft,  der  Zuwachs  der  lebendigen 
Ejraft  T  ein  Extremum  sei.  Ist  also  der  Anfangszustand  des  Systems, 
d.  h.  sind  die  Werte  der  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  der  einzelnen 
Massenpunkte  zur  Zeit  <,  gegeben,  und  ist  die  potentielle  Energie  V 

1)  Oetwald,  Lehrbuch  d.  allg.  Chemie,  U,  S.  87,  1891. 

2)  Vgl.  etwa:  Zempl^n,  Über  den  Energieamsatz  in  der  Mechanik,  Aimaleii 
d.  Physik,  lOy  2,  S.  419,  1903,  woselbst  auch  die  einschlägige  Literatar. 
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als  Funktion  der  Koordinaten  bekannt,  dann  sollen  unter  allen  jenen 
virtuellen  Beschleunigungen  x'^  %f\  fi'y  welche  mit  dem  Energiesatze  (1) 
und  den  Systemsbedingungen  yereinbar  sind,  gerade  jene  herausgefunden 
werden,  für  welche  bei  beliebig  kleinen  Werten  von  %  der  Zuwachs  der 
lebendigen  Kraft: 

ein  Extremum  ist. 

Entwickeln  wir  ^T  nach  Potenzen  von  r,  so  ergibt  sich: 

J    »TT  ^    Tf 

Das  erste  Glied,  -^  •  r,  ist  nach  (1)  gleich  ^  -jr  -  '^  oder: 

dT  du  X^r^^   ,  ,  du  ,  ,  dXJ  r\ 

wo  die  Summe  über  die  Koordinaten  sämtlicher  Massenpunkte  zu  er- 
strecken ist.     Unter  dem  Summenzeichen  kommen  aber  nur  die  Koor- 

d  T 
dinaten   und  Geschwindigkeiten   vor,   d,  h.  -^  ist  von  den  Beschleu- 
nigungen völlig  unabhängig  und  somit  für  alle  betrachteten  virtuellen 
Bew^fungen   gleich.     Soll  also  JT  fwr  beliebig  kleine  Werte  von  r 

d*T     , 
ein  Extremum  sein,  so  muß  -jrf  ein  solches  sein.    Diese  Forderung  ist 

aber,  wie  eine  einfache  Rechnung  ergibt,  überhaupt  unerfüllbar,  außer 
wenn  das  System  anfangs  in  Ruhe  war.  Im  dllgemeinen  besHmnU  dem- 
nach das  OstwaldscJie  Axiom  Oberhaupt  keine  Bewegung. 

Ganz  anders  gestaltet  sich  aber  die  Sache,  wenn  wir  statt  z/7  oder 

d*T 

-ir^  den  folgenden  Ausdruck  betrachten: 

d^T 
denn  ersetzen  wir  die  Forderung  eines  Extremums  für  -^  durch  die 

Forderung,  daß  &  ein  Maximum  sein  soll,  so  erhalten  wir  die  bekannten 
Lagrangesehen  BewegirngsgUichungen.    Nach  (1)  ist  nämlich 
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wo  0  ein  Aggregat  Ton  Gliedern  bedeutet^  die  nur  von  den  Koordi- 
naten und  den  Geschwindigkeiten,  nicht  aber  yon  den  Beschlennigangen 
abhängen.  Soll  &  ein  Maximum  sein,  dann  muß,  da  9  als  Konstante 
zu  behandeln  ist, 

^-^i[K+lf)'+K+f)"+K+lf)>-2»-^« 

ein  Minimum  sein.  Z  ist  nichts  anderes  als  der  analytische  Ausdruck 
ftir  den  G  au  ß  sehen  „Zwang^^,  und  unsere  Forderung  des  MaximumB 
für  &  deckt  sich  demnach  mit  dem  bekannten  Gauß sehen  Satze  des 
kleinsten  Zwanges.    Wie  aus  diesem  fließen  also  auch  aus  der  Bedingung 

(2)  &  =  Max. 

in  Verbindung  mit  (1)  die  gewohnlichen  Bewegungsgleichungen. 

Zieht  man  es  vor,  statt  des  Umweges  über  das  Gauß  sehe  Prinzip 
direkt  aus  (1)  und  (2)  die  Bewegungsgleichungen  abzuleiten,  so  bietet 
dies  selbstverständlich  keinerlei  Schwierigkeiten.  Zunächst  findet  man 
wie  vorhin 

Aus  (2)  folgt,  da  die  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  gegden 
sind,  also  nicht  mit  variiert  werden  dürfen: 

(3)J0=O=-2'[(|?+»«*")*«^"+(|f+my")*y"+(|f+m.")dr} 
Sind  die  Bedingungen  des  Systems  in  der  Form  von  [i  Gleichungen 

g^eben,  so  unterliegen  die  Variationen  8x'\  Sy'\  Jjer"  •  •  •  noch  den 
II  Bedingungen 

(*^         2'[£*^" + ^■*j'" + w*^"] = 0      ''=••*•-'' 

wozu  noch  als  letzte  Bedingung  (1)  hinzukommt.  Differentiiert  man 
(1)  nach  t,  so  erhalt  man 

Die  Variation   von  (5)  ergibt  demnach  für  die  Sx"  ..•  die  Be- 
dingung 
(6)  ^m{x'8x"  +  y'Sy''  +  z'dis'')  =  0. 
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AuB  (3),  (4)  und  (6)  folgt  in  der  bekannten  Weise,  wenn  Af  und  fi 
vorläufig  nnbestinunte  Funktionen  der  x,  y,  0;  x'^  y\  e'  sind: 

»—1 

du      .  /     .    ^  i   ^9>< 


ff      .     0  ü        -r  /      ,     ^^CT  « 


aip 


tf»i 


Ebitweder  sind  sämtliche  o;',  y'y  0'  gleich  Null,  also  das  System  anfangs 
in  Ruhe;  dann  stimmen  die  Gleichungen  (7)  ersichtlich  mit  den  be- 
kannten Bewegungsgleichungen  überein.  Sind  aber  irgend  welche  der 
x\  y\  z'  von  Null  verschieden,  dann  multiplizieren  wir  die  Gleichungen 
(7)  bezw.  mit  x\  y\  z'  und  addieren  alle  so  entstehenden  Gleichungen 
fßr  alle  Systempunkte.     Es  ergibt  sich: 

^«.(«y + »'»" + '■•■■)  +2(1?  «• + If »' + !?'■) 


(^H^'+0+^»,2[^v/^V+'^v]. 


Die  linke  Seite  verschwindet  w^n  (5),  die  Doppelsumme  auf  der 
rechten  Seite  verschwindet  ebenso  wegen  qp^  {x^' '  -  Zn)  =»  0,  und  es 
bleibt  nur  übrig: 

li'^m{x'  +  y''  +  z'')=^0. 

Da  nach  Voraussetzung  nicht  alle  x',  y\  z'  verschwinden,  muß  also 
^  »  0  sein,  und  die  Gleichungen  (7)  fällm  tcieder  mit  den  bekannten 
Beivegungsgleichtmgen  zusammen. 

Daß   femer  tatsachlich  ein  Maximum  vorhanden  ist,   ergibt  sich 
unmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  zweiten  Variation  von  9.    Es  ist: 

*'«— 2'[K+lf)***"+K+lf)*'j'"+H"+77)**^"] 

-'^m{Sx"*  +  Sy"*  +  8e"^; 
Die  erste  der  beiden  Summen  rechts  ist  nach  (7)  gleich 
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yerschwindet  also  wegen  (4).  Die  zweite  Summe  rechts  ist  wesenÜich 
positiv,  mithin  d^&  negatiy  und  das  behauptete  Maximum  tatsachlicli 
yorhanden. 

Die  Bedingungen  (1)  und  (2)  liefern  also  zusammen  die  Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen.  — 

Sollen  die  Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  zweiter  Art  in 
allgemeinen  Koordinaten  qi-  -  -  q^n  erhalten  werden,  dann  braucht  man 
nur  ganz  analog  den  Ausdruck 


dt^ 


1   ^^^f^V   rp    rp 


^.  » 


unter  Berücksichtigung  des  Energiesatzes  zum  Maximum  zu  machen. 

Dabei  bedeutet^): 

z/  die  Determinante  der  quadratischen  Form  jP  =  y^  «/»g/gib; 

Afi<^  die  adjungierte  Unterdeterminante  zu  a^«; 
Tu  die  DiflFerenz:  T.^^M-l^' 

®  hängt  demnach  einzig  und  allein  yon  der  lebendigen  Kraft  T  ab; 
der  6 au ß sehe  Satz  des  kleinsten  Zwanges  erscheint  in  zwei  Teile  zer- 
legt, nämlich  (1)  und  (2),  woyon  (2)  nur  die  Änderung  der  kinetisdytn 
Energie  berücksichtigt,  während  die  potentielle  Energie  erst  durch  (1) 
eingeführt  wird. 

Eine  ganz  besonders  treffende  Ausdrucksweise  ergibt  sich  fSr 
diese  neue  Formulierung  des  Gau  fischen  Prinzips,  wenn  man  y  ersacht, 

dieselbe  in  Worte  zu  kleiden.  Für  die  Funktionen  -^  und 
\^P  fn{x"^  +  y"^  +  z"^  scheinen  sich  dann  die  Bezeichnungen  JBe- 

schleunigung  der  lebendigen  Kjraft"  und  „lebendige  Kraft  der  Be- 
schleunigung^'  wie  von  selbst  darzubieten,  obwohl  dieselben  vom 
mechanischen  Standpunkte  kaum  zu  rechtfertigen  sind  und  nur  die 
Analogie  der  betrachteten  Formeln  mit  jenen  für  die  Beschleunigung 
und  die  lebendige  Kraft  andeuten  sollen.  Führen  wir  diese  stfmbolischm 
Bezeichnungen  ein,  dann  ergibt  sich  der  folgende  Satz,  der  sich  dem 
Gedächtnisse  leicht  einprägt: 

„Betrachten  wir  alle  jene  yirtuellen  Bewegungen  eines  Systemes, 
die  mit  den  Anfangsbedingungen  und  den  Bedingungsgleichungeu  des 
Systemes,  sowie  mü  dem  Energiesatze  yerträglich  sind; 


1)  Siehe:  A.  Waßmuth,  Über  die  Anwendung  des  Frinzipa  des  kleinsten 
Zwanges  auf  die  Elektrodynamik.    Wiedemanns  Annalen  64,  p.  164;  1895. 
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Dann  ist  unter  oMen  diesen  virttteUen  Bewegungen  für  die  wirkliche 
Bewegung  die  „Beschleunigung  der  lebendigen  Kraf^,  vermindert  um  die 
y^ebendige  Kraft  der  Beschleunigung^  ein  Maocimum.^ 

Göttingen,  den  26.  Februar  1903. 

Anmerkung:  Die  im  vorstellenden  gegebene  Fassung  des  Ost- 
waldsclien  Axioms  findet  sich,  wie  ich  nachträglich  bemerke,  schon 
bei  A.  Voß,  „Über  ein  energetisches  Grundgesetz  der  Mechanik" 
Sitznngsber.  d.  k.  bayr.  Akad.  d.  Wiss.  1901. 

Die  ,,Lebendige  Kraft  der  Beschleunigung^'  tritt  dort  als  „Be- 
schleunigung der  halben  relativen  kinetischen  Energie"  auf;  der  Beweis 
des  Satzes  deckt  sich  genau  mit  dem  im  vorigen  gegeben  zweiten 
direkten  Beweise,  während  die  ZurückfQhmng  des  Satzes  auf  das 
G  au  ß  sehe  Prinzip,  die  mir  hauptsächlich  von  Interesse  zu  sein  scheint, 
dortselbst  nicht  durchgeführt  ist. 


Zur  Frage  der  Bezeiclmimgsweise  in  der  darstellenden 

Geometrie. 

Von  E.  Müller  in  Wien. 

Unzweifelhaft  kommt  in  den  mathematischen  Wissenszweigen  das 
Streben  nach  einheitlichen  Bezeichnungen  immer  mehr  zum  Durch- 
bruch. Es  ist  daher  zu  begrüßen,  daß  Herr  Mehmke  gelegentlich 
der  Besprechung  des  Lehrbuchs  der  darstellenden  Geometrie  von 
M.  Bernhard  (S.  144  des  letzten  Bandes  dieser  Zeitschrift)  zur  Frage  der 
Bezeichnungen  in  der  darstellenden  Geometrie  Stellung  genommen  und 
damit  zu  einer  Diskussion  über  den  Gegenstand  Veranlassung  gegeben 
hat.  Vielleicht  trägt  eine  vorurteilslose  Besprechung  der  Frage  zur 
Förderung  der  Einheitlichkeit  bei,  deren  Nutzen  wohl  jeder  zugeben 
wird,  der  Schriften  verschiedener  Verfasser  über  unseren  Gegenstand 
gelesen  hat.  Um  wie  vieles  leichter  liest  sich  eine  Abhandlung,  mit 
deren  Bezeichnungsweise  man  vertraut  ist! 

Daß  Herr  Mehmke  seit  Jahren  Punkte  mit  kleinen.  Geraden  mit 
großen  lateinischen  Buchstaben  auch  in  der  darstellenden  Geometrie 
bezeichnet,  war  mir  erfreulich  zu  hören,  da  ich  gleichfalls  diese  Be- 
zeichnungsweise bevorzuge.  Verdient  sie  aber  einen  Vorzug?  Ich  vermute, 
wir  sind  beide  durch  die  Beschäftigung  mit  H.  Graßmanns  Schriften 
an  diese  Bezeichnung  gewöhnt  worden.  Nach  Gründen  für  sie  suchend, 
bin  auch  ich  darauf  gekommen,   daß  man  den  Punkt^  trotz  anderer 
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wissenschaftliclier  Auffassungen;  gewölmlich  als  Element  der  räumlichen 
Gebilde  betrachtet,  und  es  daher  passend  ist,  die  zufolge  dieser  Auf- 
fassung in  den  Figuren  häufiger  auftretenden  Punkte  mit  den  in  der 
Schrift  am  häufigsten  auftretenden  kleinen  Buchstaben,  Geraden  also 
mit  den  eine  Ausnahmestellung  einnehmenden  großen  Buchstaben,  des 
lateinischen  Alphabetes  natürlich,  zu  bezeichnen.  Unzweifelhaft  sind 
auch  die  kleinen  Buchstaben,  selbst  wenn  man  sie  soi^^tig  zeichnet^ 
rascher  herstellbar  als  die  großen  und  nehmen  weniger  Baum  ein 
Wohl  kann  man,  wie  mir  ein  Kollege  einwarf,  die  großen  Buchstaben 
in  beliebiger  Kleinheit  schreiben.  Dann  werden  aber  die  kleinen  Buch- 
staben, da  man  einen  Größenunterschied  zwischen  den  beiden  Arten 
immer  wahren  muß,  zu  klein.  Leider  ist  es  durch  die  ausgezeichneten 
Werke  von  Fiedler,  Wiener  und  Rohn-Papperitz,  welche  um  die 
Einführung  konsequenter  Bezeichnungen  sich  große  Verdienste  erworben 
haben,  noch  üblicher  geworden,  Punkte  mit  großen  und  Geraden  mit 
kleinen  Buchstaben  zu  bezeichnen,  während  schon  vorher  Klingenfeld 
in  seinem  „Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie"  (Nümbei^  1851, 
2.  Aufl.  1871)  und  K.  Pohlke  in  den  verschiedenen  Auflagen  seiner 
Darstellenden  Geometrie  (Berlin  1860 — 1876)  die  umgekehrte  Bezeich- 
nung verwendet  haben.  ^) 

Zur  Bezeichnung  von  Ebenen  eignen  sich  wohl  am  besten  die 
kleinen  und  großen  Buchstaben  des  griechischen  Alphabets.  Die  Zeichen 
für  Ebenen  von  denen  für  Punkte  durch  fetten  Druck  zu  unterscheiden, 
wie  es  Fiedler  und  Wiener  machen,  erscheint  mir  unvorteilhaft^  weü 
in  der  Schrift  diese  Unterscheidung  schwierig  ist,  und  weil  man  beim 
Sprechen  die  Zeichen  wieder  durch  ein  Beiwort  unterscheiden  muß^ 
was  schon  bei  „Blein — a"  und  „Gh*oß — J."  lästig  wird.  Ich  verwende 
für  Ebenen  gewöhnlich  kleine  griechische  Buchstaben,  für  ausgezeichnete 
Ebenen,  wie  Projektionsebenen,  und  für  krumme  Flächen  große  griechi- 
sche Buchstaben.  Die  Spuren,  oder  auch  Spurparallelen  einer  Ebene  a 
sind  dann  mit  Ä^y  A^  zu  bezeichnen.  Rohn-Papperitz  haben  für  Ebenen 
durchgehends  große  griechische  Buchstaben  gewählt,  wahrscheinlich 
um  für  die  Winkelbezeichnung  die  kleinen  Buchstaben  au&usparen. 
Da  aber  die  ausdrückliche  Bezeichnung  von  Winkeln  in  der  darstellenden 
Geometrie  seltener  nötig  wird,  kann  man  bei  ihr  ebenfeJls  kleine 
griechische  Buchstaben   verwenden,   wenn   man  im  Text  das  Winkel- 

1)  Während  des  Druckes  habe  ich  bemerkt,  daß  schon  in:  F.  Wolff,  Die 
beschreibende  Geometrie  nnd  ihre  Anwendungen,  Leitfaden  für  den  Unterricht  am 
Egl.  Gewerbe-Institut,  Berlin  1835,  Punkte  immer  mit  kleinen  lateinischen  Bach- 
staben, sowie  Grundriß,  AuMß,  Seitenriß  von  p  mit  p\  p",  p'"  beeeichnet 
werden.  R.  Mehmke. 
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zeichen  <  a,  «  oder  das  Wort  „Winkel^  hinzufagt.*)  In  den  Figuren 
wird  der  Buchstabe  ohnedies  neben  einem  Bogen  stehen.  Von  Vorteil 
für  das  rasche  Verständnis  mancher  Figuren  ist  eine  einfache  Be- 
zeichnung des  rechten  Winkels.  Ich  verwende  dafiir  einen  Bogen,  in 
den  ich  statt  des  Wrukelzeichens  einen  Punkt  setze. 

Zur  Bezeichnung  yon  Längenzahlen  (Koordinaten,  Abständen  etc.) 
benutze  ich,  um  mit  der  für-  Punkte  nicht  in  Widerspruch  zu  geraten, 
kleine  Buchstaben  des  deutschen  Alphabets. 

Auf  einer  einheitlichen  Bezeichnui^  beruht  die  Verwendbarkeit 
der  al^ekürzten  Bezeichnungen  flir  Verbindungs-  und  Schnittgebilde,  wie 
sie  Rohn-Papperitz  in  die  darstellende  Oeometrie  eingeführt  haben. 
Schade,  daß  sich  die  Verfasser  hierbei  nicht  inniger  an  die  Graß- 
mannschen  Bezeichnungen  anschlössen.  Wird  z.  B.  die  Schnittlinie 
zweier  Ebenen  a  und  /3  mit  [a/}]  bezeichnet,  dann  kann  man  zuweilen 
auch  ihre  Projektionen,  ohne  Einfährung  eines  neuen  Buchstaben  [a/J]', 
\pL^'  nennen.  Vorteilhaft  erschien  mir  insbesondere  die  Anwendung 
des  Graßmannschen  Erganzungszeichens  |  in  dem  Sinne,  daß  \A  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Lotebenen  zu  A  (die  zur  Richtung  von  A 
senkrechte  Stellung)  und  \a  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Lote  zu  a 
(die  zur  Stellung  von  a  senkrechte  Richtung)  bezeichnen  sollen.^  Dann 
bedeutet  z.  B.  [p|a]  oder,  wenn  man  will,  jpja  das  aus  |>  auf  a  gefällte 
Lot  und  |j>|-4]  die  durch  |>  gehende  Lotebene  yon  A  Liegt  A  im 
Unendlichen,  dann  soll  \A  die  zur  Stellung  A  senkrechte  Richtung, 
und  hegt  a  im  unendlichen,  \a  die  zur  Richtung  a  senkrechte  Stel- 
lung bezeichnen.  Nach  diesen  Festsetzungen  bedeutet  dann  ||^  die 
Richtung  (den  unendlich  fernen  Punkt)  von  A  und  ||o!  die  Stellung 
(die  unendlich  ferne  Gerade)  von  a,  also  z.  B.  [JB||^]  die  durch  J5 
parallel  zu  A  gelegte  Ebene.  Femer  kann  \$d\  ohne  Zweideutigkeit  als 
Zeichen  fOr  den  Abstand  des  Punktes  j>  von  der  Ebene  a  betrachtet  werden. 

Was  die  Bezeichnung  der  verschiedenen  Risse  eines  Elementes 
anlangt,  so  scheint  mir  hierfür  Einheitlichkeit  von  ebensogroßem 
Werte,  ist  aber  vielleicht,  wegen  der  Konstanz  der  Bezeichnung  in 
jeder  Schule,  noch  schwieriger  zu  erreichen.  Man  müßte  aber  die 
Angelegenheit  nicht  vom  Standpunkte  der  Gewohnheit,  sondern  der 
Zweckmäßigkeit  betrachten.  Obgleich  da  und  dort  noch  manche  andere 
Bezeichnungsweisen  gebräuchlich  sind,  scheint  es  sich  mir  in  erster  Linie 

1)  Die  Bezeichnung   des  Winkels  zweier  Gebilde   durch  darüber  gesetztes 

Wiskelzeichen,  also  AB  statt  <^AB  erscheint  mir  bequemer. 

2)  C.  Beuschle,  Die  Deck-Elemente,  Stuttgart  1882  hat  \a  das  Zeni^  von 
a  und  \A  die  Zmi^Wnie  von  A  genannt  und  auf  die  Verwendbarkeit  dieser  Be- 
griffe in  der  darstellenden  Geometrie  hingewiesen. 
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nm  die  Frage  zn  handeln:  Sollen  wir  die  Projektionen  eines  Punktes  p 
durch  angefugte  obere  oder  untere  Zeiger  unterscheiden,  also  mit  f\ 
p'\p'"  oder  Pi,i>2,l?s  bezeichnen?  Trotzdem  ich  mich  ein  Jahrzehnt 
lang  in  die  letztere  Bezeichnung  eingewöhnt  hatte,  bin  ich  doch  wieder 
auf  die  erstere,  als  die  zweckmäßigere,  zurückgekommen  und  zwar  ans 
folgendem  Grmnde.  Es  ist  sehr  bequem  und  auch  allgemein  gebraueUich, 
eine  Anzahl  gleichberechtigter  Elemente  mit  demselben  BuchstabeD, 
jedoch  verschiedenen  unteren  Zeigern  (z.  B.  jPi,  A?  •  •  •  A)  ^n  bezeichneiL 
Darauf  müßte  man  bei  Verwendung  der  unteren  Zeiger  zu  obigem 
Zwecke  verzichten.  Darum  ist  es  wünschenswert,  daß  sich  die  Be- 
zeichnung p'fP[\p"\p^y ...  für  die  verschiedenen  Risse  eines  Punktes 
allgemein  einbürgere. 

Es  wäre  aber  vorteilhaft,  den  (Grundsatz,  durch  obere  Zeiger  Projek- 
tionen zu  bezeichnen,  noch  weiter  durchzuführen.  Bei  orthogonal- 
imd  schief- axonometrischen  sowie  Perspektiven  Darstellungen  werden 
die  Bildpunkte  oft  ebenso  wie  die  Punkte  des  Originals  bezeichnet 
Für  manche  Erörterungen  ist  eine  Unterscheidung  nötig;  ich  würde  dann 

jp"  für  die  orthogonale  Projektion  (axonometrisch) 
p*    „      „        schiefe  „ 

jp*    „     „       centrale  „ 

vorschlagen^),  woraus  dann  die  Bezeichnungen  _p'*',p'*,jp'*'  für  die  be- 
treffenden Ghimdrisse  sich  ergeben.  Auch  die  durch  ümlegung  er- 
haltenen Punkte  und  Geraden  sollten  dann  durch  obere  Zeiger,  etwa 
p,  jp*,  jp**  bezeichnet  werden,  hingegen  könnte  man  jp,  für  den  Schatten 
des  Puntes  p  aufsparen. 


Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  krummlinig  begrenzten 
ebenen  Fläche  mit  Hilfe  des  Polarplanimeters  you  Amsler.') 

Von  G.  L.  TiRASPOLSKij  in  Tomsk  (Sibirien). 

Wenn  von  einer  Fläche  ABC  der  Schwerpunkt  zu  bestimmen  ist, 
so  legen  wir  sie  zwischen  die  Koordinatenachsen  OX  und  OY^  welche 
in  den  Punkten  A  imd  B  berühren  mögen.  Um  den  Abstand  des 
Schwerpunktes  von  der  Achse  0  Z  zu  finden,  zerlegen  wir  die  Fläche 


1)  Bohn-Papperitz  schreiben  p^  und  p^. 

2)  Die  Übersetzung  dieses  ursprünglich  russisch  geschriebenen  Beitrages  für 
die  Zeitschrift  ist  von  B.  Mehmke, 
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ABC  in  Streifen  durch  eine  Beihe  von  Parallelen  ab,  cd,  *  "  zu  0  T. 
Aus  der  Statik  weiß  man^  daß  der  Abstand  x  des  Schwerpunkts  der 
ganzen  Fläche  von  der  Achse  OY  wird: 

wo  p  den  Inhalt  irgend  einer  der  Flächen  Adbj  acdb,  cefd,  •  •  •,  a: 
den  Abstand  ihres  Schwerpunkts  von   OY  bezeichnet.     Wenn  wir  die 


f  B 


Zerlegung  so  vornehmen^  daß  die  Höhen  dieser  Streifen  unter  sich  und 
der  Einheit  gleich  werden,  z.  B.  gleich  1  cm: 


Ak^he^  em  =  mn  -■ 


1  cm, 


80  kami   jede   Fläche    durch    eine    mittlere    Linie    bestimmt    werden, 
nämlich 

Aab  =  rg-l  cm, 

acdb  =  r^q^-l  cm, 

cefd  =  r^q^  •  1  cm 

u.  s.  w. 


Digitized  by 


Google 


94  Bestimmtuig  des  Schwerpunktes  etc.    Von  6.  L.  Tisaspoi^ku. 

Hierbei  kann  man  die  Linien  rq,  *^i9i7  '  '  '  naherongsweise  er- 
halten^ indem  man  über  die  Schwerpunkte  der  betrefiPenden  Flächec 
fährt^  also: 

F*x  =  Upx  =  rq*x  +  r^^q^  .x^-i 

F'X  =^  Flacbe  srqts  +  Hache  s^r^q^tiS^  H 


oder: 


Diese  Flachen  werden^  wie  die  ganze  Flache  F,  mit  dem  Planimeter 
bestimmt.  Den  unbeweglichen  Fuß  des  Planimeters  stellt  man  außer- 
halb der  Flachen  auf  und  mit  dem  Fahrstift  umfahrt  man,  beim  Pxniki 
A  beginnend,  die  Fläche  AsrqtA  und  weiter  ohne  Aufhören  und  Ab- 
lesen die  Flache  As^r^qJ^A  u.  s.  w.  Hierauf  gibt  die  Ablesung  am 
Planimeter  den  Wert  F-x,  woraus  x  durch  Division  mit  F  erhalten 
wird  In  Bezug  auf  die  Achse  OX  ebenso  yerfahrend  erhalt  man  f. 
Wenn  die  Höhe  nc  der  letzten  Flache  größer  oder  kleiner  als  1  cm 
ist,  so  verkürzt  oder  verlängert  man  die  mittlere  Linie  r^<q^  im  Ver- 
hältnis nc:l.  In  Wirklichkeit  ist  es  nicht  nötig,  die  Parallelen  ah, 
cdj  ' ' '  auszuführen.  Es  genügt^  die  Reihe  der  Parallelen  rq,  r^q^y  •  •  • 
so  zu  bestimmen,  daß  rq  im  Abstand  Y,  cm  von  0  Y  geführt  ist  und 
die  übrigen  in  je  1  cm  Abstand  folgen,  und  dann  mit  dem  Planimeter 
die  Grenzen  der  Fläche  AsrqtA  u.  s.  w.  entlang  den  Kanten  eines 
Zeichenwinkels  zu  durchfahren,  oder  noch  besser  —  genauer  und 
schneller  —  mit  Hilfe  der  Beißschiene,  indem  man  den  Fahrstift  des 
Planimeters  senkrecht  mit  der  Beißschiene  und  wagrecht  entlang  der 
Beißschiene  fährt.  Die  Höhen  Ale,  kl,  Im,  -  -  •  kann  man  auch  von 
der  Einheit  verschieden  nehmen,  es  ist  nur  nötig,  daß  sie  untereinander 
gleich  sind  und  daß  die  Ablesung  am  Planimeter  im  Verhältnis  der  Höhe 
zu  1  vergrößert  wird.  Wenn  die  untersuchte  Fläche  eine  Symmetrie- 
achse hat,  nimmt  man  diese  als  eine  Koordinatenachse  und  wendet  das 
angedeutete  Verfahren  nur  einmal  an. 
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Eine  Bemerlnmg  znr  Graplüsclien  Statik. 

Von  N.  J.  Hatzidakis  in  Athen. 

Hat  man  zwei  Systeme  yon  Kräften^  yon  denen  einige  den  beiden 
Systemen  gemeinsam  angehören^  so  verfahrt  man  gewöhnlich  zur  Kon- 
straktion  des  Kräfte-  und  des  Seüpolygons  auf  folgende  Weise  (vgl. 
z.  B.  Jl  Petersen^  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper^  deutsch  von 
V.  Fischer-Benzon,  S.  145 — 146,  §  122):  Diejenigen  Teile  der  zwei 
Eraftepolygone,  welche  den  gemeinsamen  Kräften  entsprechen,  sind  zu- 
einander parallel,  können  mithin  durch  eine  bestimmte  parallele  Ver- 
schiebung zur  Deckung  miteinander  gebracht  werden.  Dadurch  erfährt 
aber  auch  der  Pol  0  eine  parallele  Verschiebung.  Es  können  also  auf 
diese  Weise  die  den  gemeinsamen  Kräften  entsprechenden  Teüe  der 
Seilpolygone  als  Seilpolygone  betrachtet  werden,  die  dernseCben  Kräfte- 
polygon, aber  verschiedenen  Polen  0  und  0^  (der  neuen  Lage  von  0 
nach  der  Verschiebung)  entsprechen.  Und  für  diese  ist  (a.  a.  0. 
S.  143 — 144,  §  119)  schon  eine  Konstruktionsregel  angegeben.  Ein 
Schüler  von  mir  in  der  Militärschule,  Herr  Aris  Chronis,  hat  mich 
nun  neuerdings  darauf  aufinerksam  gemacht,  daß  man  obige  Kon- 
struktion noch  mehr  erleichtem  kann,  wenn  man  auf  folgende  Weise 
verfaJbrt:  Die  parallelen  Teile  der  Kräftepolygone  können  zusammen- 
fiällen.  Praktisch  wird  dies  dadurch  erreicht,  daß,  nachdem  man  schon 
das  dem  einen  beider  Systeme  von  Kräften  entsprechende  Kräftepolygon 
konstruiert  hat,  die  Konstruktion  des  anderen  Kräftepolygons  von  den 
gemeinsamen  Kräften  ausgehend  beginnt  und  zwar  als  diesen  gemein- 
samen Kräften  entsprechenden  TeU  des  zweiten  Kräfbepolygons  den 
denselben  entsprechenden  Teil  des  ersten  betrachtet,  was,  da  der  Anfang 
der  Kräftepolygone  überhaupt  beliebig,  offenbar  gestattet  ist.  Dadurch 
wird  nun  erreicht,  daß  die  Beziehung  derjenigen  Teile  der  Seilpolygone, 
die  den  gemeinsamen  Kräften  entsprechen,  noch  einfacher  als  früher  wird: 
sie  sind  nänUich  jetzt  offenbar  paraUd  (der  Pol  ist  natürlich  derselbe). 
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Kleinere  Mittellnngen. 


Ein  Satz  nber  die  Zweikörperbewegimg. 

Folgender  Satz  scheint  in  der  mathematisclien  Literatur  nicht  vor- 
zukommen.^) 

Wirken  wuf  zwei  frei  bewegliche  ^  einander  anziehende  oder  abstoßende 
Massenpunkte  keine  äußeren  Kräfte^  so  schneiden  die  Tangenten^  die  man  in 
diesen  Punkten  an  ihre  Bahnen  ziehen  kann^  eine  beUebige  feste  Ebene  in  md 
Funkten^   deren  Verbindungslinie  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  gdd. 

Er  ist  in  geometrischem  Sinne  dualistisch  zu  dem  von  Poinsot*)  her- 
rührenden Satze: 

Die  Verbindungsebenen  jener  Tangenten  mit  einem  beliebigen  festen  PiM 
schneiden  sich  fortwährend  auf  einer  festen  Ebene. 

Mit  Hilfe  Graßm annscher  Methoden  führt  man  den  Beweis  wie  folgt 
Seien  p  und  p'  die  beiden  Punkte,  m  und  m"^  ihre  Massen,  k  und  k'  die  aaf 
sie  wirkenden  Kräfte,  als  Vektoren  betrachtet,  dann  ist: 


m 


d^ 

dt^  '' 


Ä, 


m-^^k, 


Ä  +  Ä'  =  0. 


Verbindet   man  die  erste  Gleichung  mit  p^   die   zweite  mit  p  dizrcb 
äußere  Multiplikation  und  addiert,  so  kommt 


oder 


woraus  durch  Integration 


-Ä[*t]+»'r,^«]-«. 


Weil  auf  der  linken  Seite  Linienteüe  („Stäbe")  stehen,  so  stellt  die 

Integrationskonstante   G   eine   Liniengröße  („Schraube")   vor.  Multipliziert 

man  die  letzte  Gleichung  einmal  mit  einer  beliebigen  Ebene  a,  dann  mit 
einem  beliebigen  Punkt  a,  so  ergibt  sich 


«.[i,^.a]+W[/^.«]  =  [Ca], 


was  der  analytische  Ausdruck  für  die  beiden  Sätze  ist.  Wie  man  sieht, 
ist  der  feste  Punkt  [Ca]  des  ersten  Satzes  der  Nullpunkt  von  a  in  dem 
durch  die  Schraube  C  bestimmten  Nnllsystem  und  die  feste  Ebene  \Ca] 
des  zweiten  Satzes  die  Nullebene  von  a  in  diesem  Nullsystem.  Letztere  Ebene 
ist  übrigens  die  „invariable"  Ebene  von  Laplace  in  Bezug  auf  den  Punkt  o. 
Stuttgart.  B.  Mehmke. 

1)  Diesen  Satz  zu  beweisen,  habe  ich  schon  1888  als  Prüfungsaufoiabe  gestelli 

2)  Vgl.  W.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  u.  der  Kräfte,  2.  Aufl.,  H,  S.  505. 
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Dezimale  Ephemeriden. 

In  Band  46  dieser  Zeitschrift,  S.  383,  haben  wir  über  eine  Petition 
an  den  französischen  ünterrichtsminister,  die  darauf  abzielte,  die  regelmäßige 
YerGffentlichang  von  Ephemeriden  für  die  Dezimalteüung  des  Quadranten 
herbeizuführen,  berichtet.  Wir  können  heute  mitteilen,  daß  die  Herren 
J.  de  Bey-Pailhade,  Ingenieur  civil  des  Mines  in  Toulouse  (18,  nie  Saint- 
Jacques),  und  A.  Jouffray,  Astronom  an  der  Sternwarte  in  Mustapha- 
Superieur  in  Algier  (villa  Prima,  chemin  des  Alouettes)  die  Berechnung 
solcher  Ephemeriden  in  die  Hand  genommen  haben.  In  der  uns  vorliegenden 
Ankündigung  fcLhrt  M.  de  Bey-Pailhade  etwa  aus:  Nach  den  Erfahrungen 
der  Geodäten  ist  die  Zehnteilung  des  rechten  Winkels  der  Einteilung  in 
Grade,  Minuten  und  Sekunden  weit  überlegen^);  die  in  der  französischen 
Marine  angestellten  Versuche  haben  den  Beweis  geliefert,  daß  die  Seeleute 
von  der  Einfahrung  der  neuen  Winkelteüung  großen  Gewinn  hätten^; 
endlich  weiß  man,  daß  auch  gewisse  umfangreiche  astronomische  Rechnungen 
dadurch  außerordentlich  vereinfacht  werden.^)  Trotz  dieser  anerkannten 
Vorteile  hat  die  wissenschaftliche  Literatur  noch  keine  regelmäßige  Ver- 
öffentlichung aufzuweisen,  welcher  die  gegenseitige  Stellung  der  Haupt- 
gestime in  einer  zehnteiligen  Einheit  ausgedrückt  entnommen  werden  könnte. 
Diese  Lücke  wird  also  ausgefüllt  werden. 

Der  Nutzen  der  neuen  Veröffentlichung  wird  nach  Ansicht  von  M.  de 
Bey-Pailhade  darin  bestehen,  daß  die  zahlreichen  Besitzer  dezimal  geteilter 
Instrumente  die  Angaben  der  Ephemeriden  seitheriger  Einrichtung  nicht  um- 
zurechnen brauchen  und  die  Seeleute  sich  mit  geringen  Kosten  die  Vorteile 
des  Dezimalsystems  zu  Nutze  machen  können,  daß  die  Astronomen  sich 
leichter  entschließen  werden,  an  neuen  Instrumenten  dezimal  geteilte  Kreise 
anbringen  zu  lassen  und  daß  man  bei  allen  einschlägigen  Bechnungen  eine 
Bechenmaschine  wird  anwenden  können,  ohne  die  bei  der  Sexagesimalteilung 
nötigen  Verwandlungen  vornehmen  zu  müssen. 

Die  beiden  Herausgeber  richten  an  Sternwarten,  gelehrte  Gesellschaften, 
Bibliotheken  großer  Städte  und  an  Gelekrte,  die  dem  Fortschritt  huldigen, 
die  Aufforderung,  Bestellungen  auf  diese  Ephemeriden  bei  einem  von  ihnen 
zu  machen  und  etwaige,  die  Einrichtung  betreffende  Wünsche  ihnen  mit- 
zuteilen. Der  Subskriptionspreis,  der  erst  nach  Lieferung  des  Werkes 
eingezogen  werden  wird,  soll  höchstens  5  Frs.  betragen. 


1)  Vgl.  den  Bericht  über  Winkelteilung,  im  Namen  der  „TafelkonmiiBsion" 
der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  erstattet  von  B.  Mehmke,  Jahresbericht 
der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  Band  8,  (1900),  S.  139—158,  insbesondere 
S.  149  Amn.  18  und  19,  S.  151  Anm.  22,  S.  155  Anm.  82,  S.  156  Anm.  36. 

2)  Vgl.  E.  Guyou,  Sur  rapplication  de  la  division  däcimale  du  quart  de 
cercle  ä  la  pratique  de  la  navigation,  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour 
ran  1902,  Note  C,  1—15. 

8)  Vgl.  den  oben  genannten  Bericht  über  Winkelteilung,  Anm.  87  S.  167—158. 
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Anfrage. 

In  den  Phil.  Transactions  voL  10,  for  the  year  1770,  London  1771, 
findet  sich  p.  240 — 256  von  Rev.  J.  Eowning  ein  „Universal  constractor 
of  equations^'  beschrieben  und  abgebildet.  Es  ist  dies  einer  der  ältesten 
Mechanismen  zur  Auflösung  von  Gleichungen  und  eine  hinsichtlich  der 
geometrischen  Oi-undlage  (welche  die  v.  Segnersche  Konstruktion  rationaler 
ganzer  Funktionen  bildet)  wie  der  technischen  Ausführung  sehr  beachtens- 
werte Leistung.  (Ich  habe  die  Abbildung  verkleinert  wiedergegeben  in  der 
Encyklopädie  der  mathem.  Wissenschaften,  Band  I,  S.  1067.)  Auf  p.  251 
sagt  der  Erfinder,  daß  die  „Maschine''  „by  an  excellant  workman  of  this 
town"  ausgeführt  worden  sei  und  daß  er  sie  der  Society  anbiete.  Weiß 
jemand,  ob  dieser  Apparat  noch  vorhanden  ist  und  wo  er  sich  befindet?  In 
der  Encyclop^die  m^thodique,  Math^matiques,  t.  I,  Paris  1784,  steht 
p.  659 — 663  ein  mit  (V)  unterzeichneter  Artikel  mit  der  Überschrift 
„Equations.  Gonstruction  et  usage  d'une  machine  pour  trouver  les  racines 
de  quelque  &[uation.  que  ce  puisse  etre  (Algebre.  Machines)".  Wer  ist  der 
Verfasser?  Bei  näherer  Prüfimg  zeigte  sich  mir,  daß  dieser  Artikel  größten- 
teils eine  wörtliche  Übersetzung  der  Abhandlung  von  ßowning  ist,  dessen 
Name  nicht  genannt  wird.  Die  zu  diesem  Band  der  Encyclopedie  gehörigen 
Tafeln  sind  in  der  Landesbibliothek  zu  Stuttgart  nicht  au&ufinden,  ich 
erinnere  mich  aber,  sie  in  der  Hofbibliothek  zu  Darmstadt  gesehen  zu  haben 
und  glaube,  daß  die  darin  vorhandene  Abbildung  der  fraglichen  Maschine 
ndt  der  von.  Bowning  im  wesentlichen  übereinstimmt.  Nun  ist  weiter  in 
dem  Traite  complet  de  m^canique  appliqu^e  aux  arts  von  J.-A.  Borgnis, 
T.  Vin,  Paris  1820,  p.  226 — 229,  eine  „machine  pour  construire  les 
Equations,  par  Clairaut"  beschrieben.  Die  sehr  schön  ausgeführte  perspek- 
tivische Abbildung  der  Maschine,  p.  23  Fig.  1,  sieht  aus  wie  eine  etwft 
auf  ein  Drittel  verkleinerte  Wiedergabe  der  oben  erwähnten  Abbildung,  die 
Bowning  von  seiner  Maschine  gibt.  Aber  abgesehen  davon,  daß  Schatten 
und  Schraffierung  fehlen,  sind  nebensächliche  Einzelheiten,  z.  B.  Flflgel- 
schrauben,  in  der  Form  oft  etwas  geändert.  Darf  man  daraus  schließen, 
daß  ein  anderes  Exemplar  der  Maschine  als  Vorlage  gedient  hat?  Die 
Erläutenmgsfiguren  —  Darstellungen  der  v.  Segn  er  sehen  Konstruktion  — 
stimmen  auch  mit  denen  bei  Bowning  überein,  nur  sind  die  Buchstaben 
manchmal  geändeii.  Es  wäre  erwünscht,  die  Figuren  bei  Borgnis  mit 
denen  der  Encyclopedie  zu  vergleichen.  Im  höchsten  Grade  rätselhaft  ist 
noch,  daß  Borgnis  die  Maschine  Glairaut  zuschreibt.  In  den  Schriften 
der  Pariser  Akademie  habe  ich  keine  auf  den  Gegenstand  bezügliche  Arbeit 
von  Glairaut  finden  können.     Wer  kann  hier  Aufklärung  geben? 

Stuttgart.  B.  Mehmke. 
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Dr.  Hormaim  Schnbort«  Professor  an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums 
zu  Hamburg.  Niedere  Analysis.  Erster  Teil.  „Sammlung  Schubert  Y.^' 
(V  u.  181  S.)     Leipzig,  6.  J.  Göschensche  Verlagshandlung  1902. 

Der  Verf.  trennt  diejenigen  Teile  der  Elementarmathematik,  die  man 
gewöhnlich  imter  dem  Namen  „niedere  Analysis^'  zusammenfaßt,  in  zwei 
Gebiete,  je  nachdem  die  ganze  Zahl  den  Ausgangspunkt  bildet  und  die 
Hauptrolle  spielt  oder  die  irrationale  Zahl  in  den  Vordergrund  tritt.  Das 
erste  dieser  Gebiete  findet  in  dem  vorliegenden  Bändchen  der  „Sammlung 
Schubert'^  durch  deren  Herausgeber  selbst  eine  yomehmlich  auf  das  Selbst- 
studium berechnete  DarsteUung.  Kombinatorik,  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und  die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  und  den  diophantischen  Gleichungen 
werden  in  einer  für  Mittelschulzwecke  mehr  als  ausreichenden  Ausführlichkeit 
behandelt;  was  das  Buch  als  Studienbehelf  besonders  wertvoll  macht,  das 
sind  die  überaus  zahlreichen  aus  großer  Lehrerfahrung  geschöpften  Beispiele; 
zu  einem  Teile  derselben  sind  auch  die  Lösungen  mitgeteilt,  wodurch  dem 
Leser  die  Kontrolle  Seiner  eigenen  Arbeit  ermöglicht  wird. 

Über  den  Stoff  selbst  ist  wenig  zu  bemerken,  da  er  sich  innerhalb  der 
üblichen  Grenzen  bewegt.  In  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  behandelt  der 
Verfasser  außer  direkten  Wahrscheinlichkeitsbestimmungen  a  priori  Teilungs- 
aufgaben, die  er  force-majeur-Probleme  nennt,  dann  Aufgaben  über  die 
Wahrscheinlichkeit  der  verschiedenen  Entstehungsmodalitäten  beobachteter 
Ereignisse  (Ursachenprobleme)  und  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit 
von  Zeugenaussagen  (Glaubwürdigkeitsprobleme).  Im  dritten  Abschnitt 
kommen  auch  einige  Formen  unbestimmter  Gleichungen  zweiten  Grades 
zum  Vortrage. 

An  die  Spitze  eines  jeden  Paragraphen  sind  die  Formeln  gestellt,  die 
seinen  Hauptinhalt  bilden,  eine  Einrichtung,  die  Wiederholungszwecken  förder- 
lich sein  kann. 

Wien.  — — -  OzuBER. 

Dr.  Ad«  Schwarz«  Zur  Bilanzreohnung  bei  Pemdons-Institateii.  (15  S.) 
Leipzig  und  Wien,  F.  Deuticke,  1901. 
Das  kleine  Schriftchen  behandelt  eiue  bei  der  Bilanzierung  von  Pensions- 
instituten  auftretende  spezielle  Frage,  wie  nämlich  die  Gehaltssteigerung  und 
die  in  Prozenten  des  jeweiligen  Gehalts  ausgedrückte  jährliche  Steigerung 
des  Anspruchs  (auf  Invaliden-  oder  Witwenpension  oder  auf  ein  Sterbequartal) 
in  Bechnung  zu  bringen  sei  insbesondere  auch  dann,  wenn  der  letztgenannte 
Prozentsatz,  wie  dies  mitunter  der  Fall  ist,  einmal  im  Laufe  der  Dienstzeit 
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eine  Änderung  erfährt.  Der  dabei  verwendete  mathematische  Gedanke  be- 
steht darin,  daß  die  Steigerungen  des  Anspruchs  in  den  aufeinanderfolgenden 
Jahren  vom  Bilanzzeitpunkt  gerechnet  eine  arithmetische  Beihe  zweiter 
Ordnung  bilden,  vorausgesetzt,  daß  der  Gehalt  von  Jahr  zu  Jahr  in  einer 
arithmetischen  Eeihe  erster  Ordnung  ansteigt  und  daß  das  Gehaltsprozent, 
welches  den  Anspruch  ausdrückt,  ebenfalls  in  arithmetischer  Beihe  wächst; 
die  Differenz  dieser  letzteren  Beihe  erfährt,  wie  schon  bemerkt,  eine  einmalige 
Abänderung.  Die  Formeln  werden  bis  zur  technischen  Durchführung  verfolgt 
Wien.  CzüBEs. 

Dr.  Wilhelm  Beuling^  kaiserlicher  Justizrat.  Die  Ghnmdlagen  der 
LebenfirveTcdchening.  (Xu  u.  67  S.)  Berlin  1901,  Ernst  Siegfried 
Mittler  und  Sohn. 

Die  vorliegende  Broschüre  ist  der  Wiederabdruck  einer  vor  33  Jahren, 
im  XV.  Bande  der  Goldschmidtschen  Zeitschrift  für  Handelsrecht,  erschienenen 
Abhandlung,  und  ihre  Neuauflage  hat  auch  heute  eine  Berechtigung.  In 
überaus  glücklicher  Weise  löst  darin  der  Verfasser  die  nicht  leichte  Auf- 
gabe, auf  kurzem  Wege  in  das  Wesen  der  Lebensversicherung  einzuführen, 
ohne  eiaen  erheblichen  mathematischen  Apparat  aufzuwenden.  Das  Be- 
dürfnis nach  solcher  Darstellung  ist  unstreitig  vorhanden,  weil  es  Ejreise 
gibt,  die,  ohne  Versicherungsrechnungen  berufsmäßig  zu  treiben,  vermöge 
ihrer  Stellung  mit  den  grundlegenden  Begriffen  des  Versicherungswesens  sich 
vertraut  machen  sollen.  Dazu  bietet  ihnen  das  kleine  Büchlein  ein  vor- 
zügliches Mittel,  indem  es  den  Grundgedanken  der  Lebensversicherung,  ihre 
mathematischen  Grundlagen,  die  Struktur  der  Prämien,  die  Entstehung  der 
Prämienreserve,  den  Begriff  des  mit  einer  Versicherungsuntemehmung  ver- 
bundenen Bisikos  und  den  unterschied  zwischen  Gegenseitigkeits-  und 
Aktienuntemehmungen  klar  entwickelt.  In  den  Text  selbst  sind  mathematische 
Formeln  grundsätzlich  nicht  aufgenommen;  dagegen  sind  in  Fußnoten  die 
einfachsten  Ansätze  so  weit  geführt,  als  es  zur  begrifflichen  Erfassung  not- 
wendig ist. 

Der  Verfasser  konnte  sich,  wie  er  berichtet,  mit  der  üblichen  Erklärung 
für  die  Bildung  einer  Lebenswahrscheinlichkeit  aus  den  Zahlen  der  Absterbe- 
ordnung, bei  welcher  die  Lebenden  des  niederen  Alters  als  mögliche,  die 
Überlebenden  des  höheren  Alters  als  günstige  Fälle  gedeutet  werden,  nie 
befreunden,  und  das  mit  Recht.  Denn  es  handelt  sich  hier  nicht  mn  die 
Bildung  einer  Wahrscheinlichkeit  a  priori,  sondern  um  den  empirischen 
Wert  einer  hypothetischen  Wahrscheinlichkeit.  Der  vom  Verfasser  gefundene 
Ausweg,  die  Frage  so  zu  formulieren,  daß  es  sich  um  die  Wahrscheinlichkeit 
handle,  eine  bestimmte  von  den  l  Personen  des  niederen  Alters  gehöre  der 
engeren  Gruppe  der  l^  Personen  an,  welche  das  höhere  Alter  überleben,  trifEt 
nicht  auf  das  Wesen  der  Sache. 

Unbegründet  ist  es,  heute  über  Mangel  an  Interesse  ftir  die  Geschicbte 
der  Mathematik  und  an  Schriften  zu  klagen,  die  ihr  gewidmet  sind  (S.  VLll). 
Unzutreffend  bei  den  heutigen  Verhältnissen  ist  die  Angabe,  die  Eapitals- 
versichemng  auf  den  Todesfall  sei  die  gebräuchlichste  Versicherungsart 

Wien.  CzuBER. 
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Dr.  Karl  Yetters,  Professor  an  der  k.  Qewerbeakademie  zu  Ghenmitz: 
yyliebrbuoh  der  darsteUenden  Gteometrie/*  Hannover,  Verlag  von 
Gebrüder  Jänecke.  1902.  285  S.  Preis  geb.  M.  5.60. 
Dieses  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  zeichnet  sich  durch  die 
Reichhaltigkeit  seines  Inhaltes  aus,  indem  trotz  des  geringen  Umfanges  von 
285  Seiten  im  ersten  Teile  nicht  nur  die  Projektion  in  einer  Tafel,  das 
Grund-  und  AuMß-Yerfahren,  die  Darstellung  ebenflächiger  Körper  und 
einfacher  krummen  Linien  und  Flächen,  sondern  auch  die  Beleuchtung  und 
die  Schatten-Konstruktion  ebenflächiger  Körper  und  Botationsflächen  be- 
handelt wird,  woran  sich  im  zweiten  Teile  noch  eine  kurze  Erörterung  der 
rechtwinkligen  Axonometrie,  der  schiefen  Projektion  und  der  Linearperspek- 
tive  schlieft  Zahlreiche  gut  gewählte  Aufgaben,  im  ganzen  321,  sind  den 
einzelnen  Abschnitten  beigegeben.  Das  Buch  ist  nach  der  Ansicht  des  Ver- 
fassers zwar  nicht  für  Studierende  der  Mathematik,  aber  auch  nicht  für 
Banhandwerker,  vielmehr  fOr  den  Gebrauch  an  höheren  technischen  Lehr- 
anstalten berechnet.  Aber  gerade  mit  Bücksicht  auf  diese  Bestimmung 
vermiBt  man  in  dem  Buche  das  Prinzipielle,  Methodische,  die  Formulierung 
allgemeiner  Sätze,  die  den  Leser  von  dem  gerade  behandelten  Falle  unab- 
hängig machen.  Oo  wird,  um  ein  Beispiel  zu  erwähnen,  der  gewiß  funda- 
mentale Prozeß  der  Abwicklung  in  Bezug  auf  seine  allgemeine  Eigenschaften 
nirgends  eingehend  erörtert.  Die  Schraubenlinie  finden  wir  S.  174  definiert 
als  entstanden  durch  Auf  wicklung  einer  auf  dem  abgewickelten  Mantel  eines 
Kreiscylinders  gezeichneten  Geraden;  die  Abwicklung  eines  KreiscyUnders 
aber  wird  erst  im  nächsten  Abschnitt  Seite  183  erledigt  in  Form  der  Auf- 
gabe: Das  Netz  eines  schief  abgeschnittenen  Kreiscylinders  zu  zeichnen.  Li 
mathematischer  Hinsicht  sind  einige  üngenauigkeiten  zu  verbessern:  so  werden 
S.  102  die  Bezeichnungen  „Tetraeder,  Oktaeder^^  etc.  für  die  regulären 
Polyeder  verwendet;  es  gibt  aber  doch  auch  ein  allgemeines  Tetraeder  u.  s.  f. 
Auf  S.  150  findet  man  die  Behauptung:  „Bei  einer  krummen  Linie  liegen 
niemals  drei  auf  einander  folgende  Punkte  auf  einer  Geraden^^  und  weiter 
unten  wird  von  „unendlichen  Zweigen^'  einer  Kurve  gesprochen,  während 
unendlich  ferne  Pmkie  gemeint  sind.  Endlich  mag  noch  bemerkt  werden, 
daß  der  mit  ,J)ie  freie  Perspektive^'  überschriebene  Abschnitt  (S.  272)  diese 
Bezeichnung  nicht  mit  Becht  führt,  da  die  Grrundebene  umgeklappt  und  der 
in  ihr  liegende  Grundriß  zur  Konstruktion  verwendet  wird. 

Die  zahlreichen  dem  Texte  eingefügten  Figuren  sind  im  allgemeinen 
gut  disponiert  und  anschaulich.  Hier  und  da  wäre  eine  größere  Genauig- 
keit am  Platze:  so  enthält  z.  B.  die  Figur  106  a  auf  S.  107,  die  Parallel- 
projektion eines  regulären  Dodekaeders,  doch  zu  grobe  üngenauigkeiten  und 
beweist,  daß  man  solche  Darstellungen,  wegen  der  vielen  Kontrolen,  die  sich 
dem  Auge  darbieten,  eben  wirklich  konstruieren  muß.  Trotz  dieser  bei  einer 
neuen  Auflage  leicht  zu  beseitigenden  Mängel  wird  namentlich  ein  in  mathe- 
matischen Dingen  sattelfester  Leser  in  dem  Buche  mancherlei  Anregung  und 
Belehrung  finden. 

München,  Mai  1903.  Karl^  DoehlemAmn. 
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J«  ScUotke^  Direktor  a.  D.  der  OewerbesclixQe  in  Hamburg:   Lehrbuch 
der    darstellenden   Geometrie.     I.  Teil:  Spezielle  Darstellende  Geo- 
metrie.    Mit  199  Figuren.     5.  Aufl.  167  S.     Preis  M.  3,60  kart  3,80. 
n.  Teil:   Schatten-   und  Beleuchtungslehre.     Mit  79  Figuren.     3.  Aufl. 
60  S.    Preis  M.  2,00  kart.  2,20.   lU.  Teil:  Perspektive.    Mit  133  Figuren. 
2.  Aufl.    133  S.    Preis  M.  4,40  kart.  4,60.    Dresden:  Verlag  von  Gerhard 
Kühtmann,  1902. 
Die  drei  ersten  Teile  des  Schlotk eschen  Leitfadens  gehören  wohl  zu 
den  besten  elementaren  Büchern  über  darstellende  Geometrie.    Sie  zeichnen 
sich  aus  durch  eine  äußerst  klare,  durchsichtige  imd  einfache  Darstellung, 
durch  vorteilhafte  Disposition  des  Stoffes,  durch  eine  zielbewußte,  praktische 
Methode   und   durch  anschauliche  Figuren.     Die  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte, welche  in  dem  Buche  Verwendung  finden,  werden  elementar  abgeleitet 
Was  den  ersten  Teil  betnfFt,  so  beginnt  derselbe  mit  einer  kurzen  Dar- 
stellung der  Parallelperspektive  bezw.  schiefen  Projektion,  welche  die  Mittel  an 
die  Hand  gibt,  die  Figuren  zur  Erläuterung  des  Grund-  und  AufriB- Verfahrens 
besser  zu  verstehen  ev.  auch  selbst  herzustellen.    Durch  Projektion  in  zwei 
Tafeln  werden  dann  der  Punkt,  die  Gerade,  die  Ebene  sowie  ebene  Durch- 
schnitte von  Körpern  erledigt.    Daran  schließt  sich  die  Betr^&chtung  der  Kegel- 
schnitte,  welche    aus    dem   ümdrehungscylinder   und  ümdrehungskegel   als 
ebene    Schnitte    gewonnen   werden.     Hier   mag   bemerkt   werden,   daß  die 
Figuren    55,    56,    78,    82    doch   ridhäg   in  schiefer  Projektion  konstruiert 
werden  sollten.     Die  Darstellung  des  Kegels  und  Cylinders  ist  ja  ohnedies 
schon  vorausgegangen,  die  der  berührenden  Kugeln  bietet  allerdings  gewisse 
Schwierigkeiten.     Der   für    die  Figur    charakteristische  Schnitt  würde  sich 
in  der  zweiten  Figur  als  Aufriß  von  selbst  darbieten.     Es  folgt  daxm  ein 
Kapitel  über  Durchdringungen  mit  vielen  Übungsbeispielen,  sowie  die  Be- 
trachtung krummer  Flächen.  —  Der  zweite  Teü  behandelt  im  ersten  Ab- 
schnitt die  Konstruktion  der  Schlagschatten  in  den  durch  Parallelprojektionen 
dargestellten   Abbildungen    bei   Annahme   paralleler   Lichtstrahlen   und  im 
zweiten  Abschnitt  kurz,  aber  ausreichend  die  Beleuchtungslehre. 

Der  in.  Teil  des  vorliegenden  Buches  endlich,  die  Perspektive,  enthält 
zunächst  die  Perspektive  Darstellung  räumlicher  Objekte  unter  Annahme 
einer  horizontalen  Ebene;  dann  folgt  die  freie  Perspektive,  die  Abbildung 
des  Kreises  und  einÜEicher  ümdrehungskörper,  sowie  einiges  über  Schatten- 
konstruktionen, Spiegelbilder,  Stereoskope,  endlich  die  Beliefperspektive. 
Vielleicht  würde  es  zur  Verbreitung  des  Buches  in  Künstlerkreisen  beitragen, 
wenn  noch  gewisse  Aufgaben  aus  der  Praxis  des  Malers  (z.  B.  Personen 
in  verschiedenen  Tiefen  eines  Bildes,  Figuren  auf  Treppen  u.  s.  f.)  Auf- 
nahme fönden. 

München,  Mai  1903. Karl  Doehleuann. 

H.  Sicard.     Traitö    de    oinömatique    thöorique,    avec   des   notes  par 

A.  Labrousse.     Verlag   von  Gauthier- Villars,    Paris   1902.     VllI  u. 

185  S.     Preis  4  fr.  50  c. 

Nach  einigen  Vorbemerkungen  über  den  Begriff  des  Vektors  und  das 

Moment    eines  Vektors  in   Bezug  auf  einen   Punkt  etc.   (lO  S.)  behandelt 

der  Verfasser  im  1.  und  2.  Buche  auf  34  S.  die  Bewegung  eines  9iM«l>ieo 
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Punktes  (Geschwindigkeit  und  Beschleunigung,  Anwendungen  auf  Zentral- 
bewegung etc.).  Das  3.  Buch  entwickelt  in  geometrischer  Darstellung  die 
einfachsten  Sätze  über  die  komplane  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems, 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  und  die  all- 
gemeine Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems,  zuletzt  noch  den  Satz 
Yon  Coriolis  über  die  Zusammensetzung  der  Beschleunigungen  (24  S.). 
Das  vierte  beschäftigt  sich  mit  demselben  Gegenstande  etwas  eingehender 
in  analytischer  Behandlung  (50  S.);  in  einem  5.  Buche  finden  wir  endlich 
die  Sätze  über  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen  eines 
starren  Körpers  (8  S.).  Die  Noten  von  Labrousse  (51  S.)  betreffen 
1)  die  Formeln  von  Olinde  Bodriques  und  ihre  Anwendung  auf  eine 
spezielle  Art  der  Bewegung,  2)  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  resp. 
raumlichen  Systems  als  speziellen  Fall  der  linearen  Transformation  der 
Ebene  und  des  Baumes  in  sich,  3)  den  linearen  Strahlenkomplex  und  seine 
Bedeutung  fOr  die  Kinematik,  4)  einen  Satz  von  Schönemann  über  die 
Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems,  von  welchem  vier  Pnnkte  ge- 
zwungen sind  auf  festen  F^hen  zu  bleiben,  5)  einige  Bemerkungen  über 
Gelenkmechanismen,  zum  Teil  ohne  Beweise. 

Bei  dem  vorliegenden  Buche  handelt  es  sich  hiemach  um  eine  ge- 
drängte Übersicht  über  das  gesamte  Gebiet  der  theoretischen  Kinematik, 
und  insofern  ist  es  zu  einer  ersten  Orientierung  recht  wohl  zu  gebrauchen. 
Wenn  der  Verfasser  aber  meint*),  das  Buch  enthalte  „tout  ce  qu'il  y  a 
d'essentiel  en  cin^matique",  so  dürfen  wir  dem  gegenüber  doch  nicht  ver- 
schweigen, daß  es  die  weit  verzweigte  Fortbildung,  welche  die  geometrische 
Bewegungslehre  in  den  letzten  zwanzig  Jahren  namentlich  in  Deutschland 
gefunden  hat,  gänzlich  außer  Acht  läßi  In  dieser  ELinsicht  können  uns 
besonders  die  Abschnitte  über  die  ebene  Bewegung,  auch  im  Sinne  einer 
ersten  Einfahrung,  nicht  völlig  befriedigen. 

Erwähnt  sei  femer  die  unverkennbare  Anlehnung  an  das  wesentlich 
tiefer  eindringende  Werk  von  Koenigs*),  über  das  wir  früher  ausführlich 
berichtet  haben.  —  Die  beigegebenen  Figuren  sind  zum  Teil  auffallend 
flüchtig  gezeichnet  und  in  den  Buchstaben  mit  verschiedenen  Fehlem  behaftet. 

Braunschweig.  B.  Müller. 

D.  Tessariy  la  oostnuione  degli  ingranaggi  ad  uso  delle  scuole  degli 
ingegneri  e  dei  meccanici  (Biblioteca  matematica  vol.  IX).  Torino  1902. 
Fratelli  Bocca  editori.     XV  u.  225  S.  nebst  8  Figurentafeln. 

Das  vorliegende  Werk  behandelt  in  streng  wissenschaftlicher  Form 
und  auf  kinematisch -geometrischer  Grundlage  die  Konstruktion  der  Zahn- 
räder in  ihrem  vollen  Umfange.  Die  Einteilung  des  vorgetragenen  Lehrstoffs 
ist  naturgemäß  in  der  Hauptsache  die  bisher  gebräuchliche:  Eine  kurze 
Einleitung  (4  S.)  gibt  die  erforderlichen  Definitionen  und  die  Problemstellung 
im  allgemeinen,  und  hieran  schließen  sich  zunächst  einige  Kapitel  über  die 
Konstruktion  der  Räder  für  parallele  Achsen  und  konstantes  Verhältnis 
der  Umdrehungsgeschwindigkeiten.    (Grundlegende  Konstruktionen,  die  cykloi- 


1)  Tgl.  die  Widmungsworte  zu  Anfang. 

2)  leyons  de  cintoatique,  Paris  1897. 
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diische  mit  dem  speziellen  Falle  der  einerseits  geradlinigen  Yerzahnangf 
Satzräder,  Evolventen-  nnd  Triebstockverzahnung,  Hookesche  BAder,  93  S.) 
Der  Verfasser  wendet  sich  hierauf  zur  Betrachtung  der  Bäder  mit  parallelen 
Achsen  und  veränderlichem  Verhältnis  der  Umdrehungsgeschwindigkeiten, 
(ünrunde  Bäder,  54  S.)  Er  beschäftigt  sich  eingehend  und  teilweise  unter 
Benutzung  analytischer  HiKsmittel  mit  der  mathematisch  interessanten  Auf- 
gabe, die  Gestalt  (d.  h.  die  Bollkurve)  des  zweiten  Bades  zu  bestimmen, 
wenn  die  des  ersten  gegeben  ist.  Wird  außerdem  vorgeschrieben,  wieviele 
Umdrehungen  des  ersten  Bades  einer  Umdrehung  des  zweiten  entsprechen 
sollen,  so  ist  die  Lage  der  zweiten  Badachse  nicht  mehr  willkürlich;  de 
ergibt  sich  mit  Hilfe  einer  Fehlerkurve,  und  gleichzeitig  liefert  eine  einÜEUihe 
Näherungskonstruktion  die  zugehörige  Bollkurve.  Eine  von  Burmester  leider 
ohne  Ableitung  mitgeteilte  Näherungsformel  für  den  Abstand  der  beiden 
Badachsen  wird  von  Tessari  gleichfalls  ohne  Beweise  übernommen.  —  Es 
folgt  die  Konstruktion  der  Bäder  mit  sich  schneidenden  Achsen.  (Konische 
Bäder,  31  S.)  Dabei  wird  u.  a,  das  Verfahren  von  Tredgold  zur  angenäherten 
Bestimmung  der  Zahnformen  an  einem  Beispiel  in  Grund-  und  Au&iß  aus- 
führlich erläutert.  Den  Schluß  bildet  die  Theorie  und  Konstruktion  der 
Bäder  mit  windschiefen  Achsen.  (Hyperboloidische  Bäder,  41  S.)  Hier 
fesselt  uns  insbesondere  die  geschickte  Behandlung  der  recht  komplizierten 
Aufgabe:  Es  ist  die  Oberfläche  der  Zähne  des  einen  Bades  gegeben,  die 
entsprechende  Oberfläche  für  das  andere  Bad  zu  ermitteln.  Die  Lösung 
gelingt  nach  den  Begeln  der  darstellenden  Geometrie  in  verhältnismäßig 
einfacher  Weise,  wenn  als  gegebene  Zahnfläche  eine  bestimmte  Ebene  oder 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  gewählt  wird. 

Für  den  ersten  und  bei  weitem  größten  Teil  des  Werkes  —  soweit 
es  sich  nämlich  um  cylindrische  Bäder  handelt  —  liegt  ein  Vergleich  mit 
den  entsprechenden  Abschnitten  von  Burmesters  Kinematik  außerordentlich 
nahe.  Dabei  zeigt  sich,  daß  beide  Werke  in  materieller  Beziehung  keine 
tiefgehenden  Unterschiede  aufweisen.  Hinsichtlich  der  Form  der  Darstellung 
erscheint  uns  das  Burmestersche  Werk  noch  immer  als  ein  unübertroffenes 
Muster  knapper  und  dabei  doch  mathematisch  scharfer  Ausdrucksweise;  die 
Darlegungen  Tessaris  sind  zwar  ebenfalls  durchaus  klar  und  wissenschaftlich 
korrekt,  aber  wesentlich  breiter  und  reich  an  Wiederholungen,  der  Gang 
der  Untersuchimg  bis  ins  Einzelne  nach  pädagogischen  Gesichtspunkten  sorg- 
föltig  gegliedert.  Es  steht  zu  erwarten,  daß  gerade  diese  Eigenschafben 
namentlich  in  technischen  Leserkreisen  warme  Anerkennimg  flnden  werden. 
Auf  jeden  Fall  bedeutet  das  Buch  eine  wertvolle  Bereicherung  unsrer  modernen 
kinematischen  Literatur. 


Braunschweig. 


B.  Müller. 
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Z.  S.  Zeitschr.  f.  Math.u.  Phys.,  Leipzig48. 


A.   Allgemeines  und  Philosophie. 


Geschiclite  der  angewandten 
Mathematik» 

1.  22.  Mehmke.  Wer  hat  den  Läufer 
des  Rechenschiebers  zuerst  erfunden? 
Z.S.  48.  184. 

Absolutes  Maßsystem. 

2.  H.  Andriessen.  Das  absolute  Maß- 
system.   Ü.M.N.  8.  60. 


B.  N.  A.  Hesehus,  Die  ^meinsame 
Dimensionalität  des  elektrischen  Po- 
tentials und  der  Oberflächenspannusg. 
P.Z.  3.  561. 


LogiUalkfil. 

4.  P.  8.  Poretsky,  Quelques  lois  ul- 
t^rieures  de  la  th^orie  des  ^galites 
logiques.    S.M.Ea.  11.  17. 


B.   Analysis  und  Algebra. 


Wahrseheinlichkeitsrechnung» 

5*  P.  A.  Nekrasav.  Novyja  osnovanija 
u^enija  o  verojatnostjach  summ  i  sred- 
nich  yeli6in.  (Neue  Grundlagen  der 
Theorie  der  Summen  und  Mittelwerte.) 
S.M.M.  28.  41.  173. 

6.  P.Mansian.  Thdor^mes  de  Jacques 
Bemoulli.     A.LK.G.  6.  427. 

7.  *d' Argais.  ün  problema  di  calcolo 
della  probabiHtä.    A.M.A.P.  16. 

8.  *A.  Badoureau.  R^cr^ation  math^- 
matique.     R.S.  (4.)  17.  660. 

9.  C.  Moreau.  Solution  d'un  probläme 
de  probabüit^.    A.Gr.  (3)  4.  184. 

10.  H.  DeUmnoy.  Probleme  de  pro- 
babiHtä.    LM   9.  97. 

11.  *I.  I.  Bjelankin.  Über  die  Wahr- 
scheinlichkeit von  Ereignissen,  die 
sich  wiederholen  (russ.).  B.UK.  1902 
Nr.  2  (7). 

12.  W.  Gosiewski.  0  zadaniu  peters- 
burskiem  (Über  das  Petersburger  Pro- 
blem).   W.M.  6.  167, 

18.    *  Whitney.     Evolution    and   the 
theory  of  probability.    U.C.  S. 
Siehe  auch  763. 


Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

14.  K.  Bohlin.  Sur  Textension  d'une 
formule  d'Euler.    B.V.A.S.  68.  779. 

15*  *A.  L.  Andreini,  Intomo  a  i 
teoremi  relativi  alla  teorica  dei  minimi 
quadrati.    E.T.C.  14.  162. 

16.  m.  Ooedseels.  Sur  Tapplication 
de  la  m^thode  de  Gauchy  auz  moindres 
carräs.    A.S.B.  26.  148. 

Fehlerrechnnng. 

17.  *A.  V.  Ohermayer.  Ein  ^parat 
zur  YeranschauHchung  des  Fehier- 
gesetzes.    M.A.G.  30.  130. 

18.  *L.  Hermann.  Kurvenanalyse 
und  Fehlerrechnung.   A.F.G.P.  89.  600. 

19.  *E.  Lindelöf.  Zur  Frage  von 
der  Bedeutung  der  Fehlerrechntmg  bei 
der  harmoniscnen  Analyse  von  Kurven. 
A.F.G.P.  87.  697. 

20.  C.  TrSpied.  Influence  des  erreun 
instrumentales  sur  les  coordonn^  rec- 
tilignes  des  astres  Photographie.  C.B. 
134.  1097. 

21.  *Luedecke.  Methode  zum  Messen 
der  Abweichungen  der  Bohrlöcher  von 
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ihrer  nuspriiiiglichen  Bichtang.  B.H.Z. 
1901.  276. 

22«  K.  Pearson.  On  the  mathemati- 
cal  iheoiy  of  errors  of  jndgement. 
T.R.S-L.  198.  A.  236. 

28.  V.Bctggi.  Sul  modo  di  eliminare 
Terrore  dovnto  alla  diBTupialianza  dei 
diametri  dei  collari  nei  uvelli  a  can- 
nocchiale  mobile.    A.A.T.  37.  546. 

24.  *V.Baggi.  Proposto  di  nn  nnovo 
lipo  di  livello  a  cannocchiale  atto  ad 
eliminare  qnalsiasi  enrore  stramentale. 
R.TC.  14.  161. 

Siehe  auch  90;  249;  703. 

PoUtisehe  Arithmetik. 

25.  D.  Heetor,  Mathematical  treat- 
ment  of  the  pioblem  ofprodiictioii,  rent 
interest  and  wages.     T.N.Z.L  34.  614. 

26.  *A.  Tarrents  y  Monner.  Com- 
paracion  matematica  entre  los  distintos 
modos  de  calcolar  les  descaentos  simple 
y  compuesto.    M.A.C.B.  (3)  4.  No.  10, 

Siehe  auch  22. 

Rentenreelmiuig. 

27.  C.  DizUr,  Die  AuszahlungsweiBe 
in  ihrem  Einfluß  auf  die  B«ntenwerte. 
Ö-V.Z.  29.  No.  46. 

Siehe  auch  26. 

Statistik. 

28.  K  Ökinghaus.  Die  mathe- 
matische Statistik  in  allgemeinerer  Ent- 
wicklung und  Ausdehnung  und  die  for- 
mte Bevölkerungstheorie.   M.  H.  13.  294. 

29*  K.  Pearson.  Mathematical  con- 
tributions  to  the  theory  of  eyolution  XI. 
P.R  S.L.  89.  330. 

80.  M.  A.  Lewenz  and  M.  A.  WhiteUy. 
Data  for  the  problem  of  evolution  m 
man.    Bi.  1. 

Sl.  E.  G.  Brown.  On  the  phenomena 
of  Variation  and  their  symbolic  ex- 
preesion.     T.N.Z.L  34.  619. 

32.  *K.  Pearson.  On  the  systematic 
fitting  of  curves  to  observations  and 
measmrementB  L    Bi.  1. 

SS.  E.  Huber.  Die  neueren  englischen 
Sterblichkeitsmessungön.  M.Y.T.  1902. 
Heft  6. 

84.  K.  Pearson.  On  the  inheri- 
tance  of  tbe  mental  characters  in  man. 
P.E. S.L.  69.  163 

S5.  *K.  Pearson.  On  the  correlation 
of  intellectual  ability  with  the  size  and 
shape  of  the  head.     P.R. S.L.  69.  333. 


86.  *  TT.  BaUson.  Heredity  differen- 
tiation  and  other  conceptions  of  biology. 
P.R. S.L.  69.  193.  —  K.  Pearson  460. 

Siehe  auch  13. 

Tergichemnggmafhematik. 

87.  B.  Oster.  Über  die  Herleitung 
der  Formeln  fOr  Lebensversicherungs- 
prämien.   A.G.  (3)  4.  44. 

38.  M.  E.  Hamza.  Note  sur  la  th^orie 
mathämatique  de  Tassurance  contre  le 
risque  d'invaliditä.    C.I.A.  3.  154. 

89.  T.  Faikoujicz.  Die  Invalidität  mit 
Ausschluß  des  Unfallrisikos  zum  Ge- 
brauch f^  Arbeiterpensionskassen. 
M.V.T.  1902.   Heft  7. 

40.  G.  BoUmann.  Ein  Satz  von 
Wittstein  über  das  durchschnittliche 
Risiko.    M.V.T.  1902.   Heft  7. 

41.  K.Dickmann.  Die  doppelte  Grup- 
pierung der  Versicherungen  der  Prämien- 
reserve.   Z.G.V.  3.  56. 

42.  E.  Hoppe.  Gemischte  Eapital- 
versicherung  mit  unbedingtem  Anspruch 
auf  Prämienrflckgewähr.  Ö.V.Z.  29. 
No.  25  flP. 

48.  H  Onnen  et  J.  H.  Peek.  Methode 
de  d^termination  et  de  r^partition  des 
bdn^fices  räalisäs  dans  Tassurance  sur 
la  vie.    C.LA.  3.  278. 

44.  Sprague.  Berechnung  des  Abzugs 
vom  Deckungskapital  beim  Rückkauf. 
Z.G.V.  2.  Ergänzungsheft. 

Spiele. 

45.  H.  Delannoy,  H.  Brocard.  Ques- 
tion  de  dominos.    I.M.  9.  62. 

46.  F.  Fitting.  Weiterer  Beitrag 
zur  verallgemeinerten  RGsselsprungau^ 
gäbe.    A.Gr.  (3)  3.  136. 

47.  Duporcq.  Probleme  du  billard 
elliptique.    I.M.  8.  29. 

48.  C.  Flye  Ste  Marie.  Le  jeu  de  la 
Tchouka.    LM.  9.  207. 

Siehe  auch  12. 

Numerisches  Beclinen. 

49.  *F.  Ferrol.  Ein  Beitrag  zum 
praktischen  Rechnen.    D.W.B.  1.  206. 

60.  L.  D.  Arnes.  Evolution  of  slowly 
convergent  numbers.    A.S.M.  3.  186. 

51.  R.  GrUli.  Metodo  di  Homer  per 
eseguire  la  divisione  di  due  polinomi. 
P.P. F.  8,  86. 

52.  J.  W.  Butters.  On  decimal  coi- 
nage  and  approximation.  P.E.M.S. 
20.  50. 
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Analytisclie  NUiemngsineflLodeii. 

Siehe  707. 

Unmerlgelie  Gleiclmiigeii. 

58.  F,  Giudice,  Esistenza,  calcolo  e 
differenze  di  radici  d*  equazioni  nu- 
meriche.    R.C.M.P.  16.  180. 

54.  A.  Pellet.  Galcul  des  racines 
d'nne  ^qnation.    I.M.  9.  166. 

55.  F.  J.  van  den  Berg.  Over  New- 
tons benaderinffsleerwijze  yoor  de  oplos- 
sing  van  verg^jkingen.    G.A.A.  9.  53. 

56.  C.  A,  Mebiuß.  Auflösung  der 
Gleichungen  8.,  4.  und  6.  Grades  durch 
besondere  Punktionen.  B.V.A.S.  58. 
105. 

Interpolation. 

57.  C.  Alaeia.  Un  capitol  al  teoriei 
interpolatiunii  (Ein  Kapitel  aus  der 
Theorie  der  Interpolation).   G.  M.  B.  8. 55. 

58.  *r.  C.  Hudson,  A  new  method 
of  interpolation.    M.N.A.S.  62.  17. 


59.  *B.  T.  A,  Times.  On  intetpolation. 
P.A    9    S89. 

60.  N.  F.  Bugaev.  0  ijade  podob- 
nom  rjadu  Lagrania  (Über  eine  Reibe 
ähnlich  der  Reihe  von  Lagrange).  8. M.M. 
22.  574. 

61.  *H.  S.  Datfis.  Note  on  the 
interpolation  of  logarithms.  A.J.B.  21. 
143. 

62«  *J.  Hartmann,  Über  eine  ein- 
fache Interpolationsformel  fOr  das  pris- 
matische Spektrum.  P.A.O.P.  12.  An- 
hang 1. 

Xittelwerte. 

68.  *H  C,  Hummer,  Note  on  thc 
principleofthearithmeticmean.  M.N.AS. 
62.  545.     ^.  , 

Siehe  auch  5;  209. 

Harmonisclie  Analyse. 

64.  L,  Orabowski.  Theorie  des  har- 
monischen  Analysators.     S.A.W.   110. 

Siehe  auch  18;  19;  794. 


O.   Gtoometzie. 


Homographle« 


65.  M.  d'Ocagne.  Sopra  alcuni  prin- 
cipi  elementari  di  nomografia.  P.M.R. 
(2)  4.  247. 

66.  *Bicci.  La  nomografia.  R.A.G. 
1900  Dez.    1901  Jan. 

67.  M.  d'Ocagne.  Sur  quelques  tra- 
vaux  relatifs  ä  la  nomographie.  B.D. 
(2)  26.  67.* 

68.  * — .    Sur  la  repr^sentation  nomo- 

nhique  des  formmes  ä  3  variables. 
1901  Sept. 

69.  ^G.  Boccardi.  Di  alcuni  dia- 
grammi  astronomici.    M.S.S.J.  29.  175. 

70.  *Mölfino.  Nomogrammi  deir 
azimut.    A.J.G.  2. 

Siehe  auch  375. 


OraphlBclier  Kalkül. 

71.  *G,  Amoux.  Arithm^tique  gra- 
phique.    A.F.  29.  31. 

72.  K.  T.  Vahkn.  Über  kubische 
Konstruktionen.    A.Gr.  (3)  3.  112. 

78.  J.  Sobotka.  Üvahy  o  grafick^m 
integrov§jii  differencialnich  rovnic  hlaynÖ 
lineamjch  prv^o  f ädu.  (Betrachtungen 
über  die  graphische  Integration  von 
Differentialgleichungen,  insbesondere  der 
linearen  1.  Ordnung).    G.  31.  265. 


74.  N.  E,  Delaunay,  Grafiieskoe 
postroenie  ellipti5eskich  i  nekotorych 
ultraellipti^eskich  fnnkdi.  (Graphische 
Konstruktion  der  elliptischen  und  einiger 
ultraelliptischen  Funktionen.)  S.M!m. 
23.  24. 

75.  *8.  Stokes.  Keplers  Problem. 
E.M.W.  72.  530.  —  S.G.B.  676. 

76.  *8.  B.  G.  Graphical  method  of 
finding  the  excentric  anomaly.  E.M.W. 
72.  491. 

Siehe    auch    80;    117;   420;   562;   668; 
701;  706. 


WinkelteUung. 

77.  E,  Wölffmg.  Bibliographie  der 
3-  und  n-Teilung  des  Winkels  IIL 
M.B.  4.  75. 

78.iJ.iS!c^Ter.  Angenäherte  n-Teilung 
eines  Winkels  mit  Zirkel  und  Lineal. 
A.Gr.  (3)  4.  128. 

79.  E,  Lampe.  Bemerkungen  über 
einige  angenäherte  n- Teilungen  von 
Winkeln.    A.Gr.  (3)  4.  130. 

80.  E.  B.  Escatt,  N.  Quint,  Goulard. 
Constructions  graphiques  approch^ 
des  polygones  r^gnliers  de  7,  de  9  et 
de  11  cöt^s.    I.M.  9.  238. 

Siehe  auch  184. 
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Knrreii. 

81.  C.  Juel.  Medning  i  laeren  om 
de  grafiake  Eurrer.    M.S.Go.  (6)  10.  1. 

Siehe  auch  654. 

TerbindungskiirTeii. 

82.  *Ä.  Neuber.  New  ilevice  for 
drawiny  railway  curvcs.    J5.N.  46.  249. 

83«  *C.  Daviso.  Le  nvolte  stradali  a 
dae  cerdii  circolart   B.T.G.  14.  178. 

84.  *E,  E.  W^odman.  A  problem  in 
railway  loca^n:  reserve  curve  connec- 
ting  twp  ^ven  points.  £.N.  46.  266.  — 
C.  Ä  Breed  397.  ~  B.  A.  Thompson  398. 

Oeometriselie  HUieningsmetliodeii. 

85«  B.  Carrara.  I  3  problemi  classici 
degli  antichi,  in  relazione  ai  recenti  ri- 
snltaii  della  scienza.  B.F.M.  3.  296; 
481;  696. 

86.  J.E.Böttcher.  Anschatdiche Ereis- 
berechnnng.    U.M.N.  8.  113. 

87.  T.  Muir.  Fonnnla  for  the  peri- 
meter  of  an  ellipse.    N.  66.  174. 

Inhalte^ 

88.  *F.  T.  Lewis  etc.  Rapid  earth 
work  calculating;  prismoidal  correction 
foimolae.    E.N.  46.  30;  31;  170;  190.  286. 

Meehanisclie  Quadratur« 

89.  ^  E.  Strömgren.  Über  mechanische 
Integration  und  deren  Verwendung  für 
nmnerische  Rechnungen  anf  dem  Ge- 
biete des  Dreikörperproblems.  M.  L.  A.  0. 
13. 

Seelienapparate. 

90.  *H.  Sosma.  Ergebnisse  einer 
ZuverlässigkeitBuntersuchnng  mit  der 
Rechenmaschine  Bnmsviga.  M.A.M.F 
(2)  4.  43. 

91.  T.  H,  Blakealey.  On  a  method 
of  mechanically  obtaming  ^  from  the 
hTperbolic  trigonometric  ninctionb  of  ^. 
PIM.  4.  288. 

92.  N.Ddatmay.  Sur  les  calcnlatenrs 
cin^matiqnes  des  fonctions  elliptiqaes. 
BD.  (2)  26.  177. 

Beehengchieber. 

98.  *H.  Thiele.  Über  die  Verwendung 
des  Rechenschiebers  im  Laboratorium. 
Z.Ö.C.P.  7.  467. 

Siehe  auch  1. 


fieometrlselier  Kalkül« 

94.  F.  L.  Hitchcoek.  On  vector  dif- 
fei«ntials.    P.M.  3.  676. 

Quatemlonen. 

95.  F.  Daniels.  Sur  le  calcul  des 
quatemions.    E.M.  4.  111. 

96.  *Ä.  L.  JDixon.  On  the  ^eometri- 
cal  interpretation  of  a  quatemion.  Q.  J. 
83.  271. 

97.  •(?.  J.  Jcly.  The  interpretation 
of  a  quatemion  as  a  point  symbol. 
T.R.I.A.  32.  1. 

98.  *A.  8.  Hathaway.  Quatemion 
Space.    T.S.M.Am.  3.  46. 

99.  ^C.J.Joly.  On  quatemion  arrays. 
T.R.I.A.  32.  17. 

100.  Comhebiac.  Calcul  des  triqua- 
temions.    J.E.P.  (2)  7.  101. 

Zeickenwerkzeuge. 

lOUA.  Adler.  Zur  Theorie  der  Zeichen- 
instrumente.     S.M.B.  1.  26. 

102.  J.  Kürschak.  Das  Strecken- 
abtragen.    M.A.  66.  697. 

108.  C.  Fagliano.  Süll'  uso  del  com- 
pasBo  di  apertura  fissa  nella  risoluzione 
dei  problemi  della  geometria  elementare 
e  suUa  sostituzione  di  un  disco  al  pre- 
detto  compasso.    B.D.M.  1.  201. 

104.  J.  N.  Miller.  On  an  instrument 
for  trisecting  any  angle.  P.E.M.S.  20.  7. 

105.  W.  B.  Bansam.  A  mechanical 
construction  of  confocal  conics.     A.  of 

M.  3.  164.     ^.  ^ 

Siehe  auch  92. 

Darstellende  Geometrie. 

106.  A.  Adler.  Zur  sphärischen  Ab- 
bildung der  Flächen  und  ihrer  Anwen- 
dung m  der  darstellenden  Geometrie. 
D.V.M.  11.  271. 

107.  A.  Hume.  Meridian  and  trans- 
verse  sections  of  helicoids  of  uniform 
pitch.     M.M.F.  9.  123. 

Projektion. 

108«  G.  Hauck.  Über  uneigentliche 
Projektionen.     S.M.B.  1.  34. 

109.  G.  Hauck.  Über  die  Beziehungen 
zwischen  3  Parallelprojektionen  eines 
räumlichen  Systems.  D.V.M.  11.  266. 
D.V.N.  73.  24. 

110.  S.  L.  Penfield.  On  the  use  of 
the  Stereographic  protection  for  geo- 
graphical  maps  and  sailingcharts.  A  J.  S. 
(4)  13.  246;  347. 
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111.  H.  Schmidt.  Die  stereoskopigche 
Projektion.    D.P.Z.  26.  844. 

Siehe  anch  730. 

Perspektlye. 

112.  Ä.  V.  Öttingen.  Eine  Forderung 
der  malenschen  Perspektive  vom  mathe^ 
matischen  Standpunkte  ans  betrachtet. 
B.G.L.  63.  448. 


Pliotogrammetrie. 

118«  *  B.  HcuseWerg.  Snr  nne  Donation 
personnelle  dans  la  mesnre  des  didiäes 
spectroscopiqnes.    M.S.S.I.  31. 

114«  P.  Henry.  Inflnence  de  la 
grandenr  photographiqne  des  ätoiles  snr 
Pöchelle  de  r^dnction  d'un  clichö.  CR. 
134.  1483.     ^.  , 

Siehe  anch  20. 


Kilstallogrraplde. 

116.   *H.  Dufet.     Notices  crystallo- 
graphiques.    B.S.M.F.  26.  38. 


116.  J.  G.  Goodchüd.  Simpler  me- 
thoda  in  crystallography.  P.P.S.E. 
1900—1901.  403. 

117.  S.  L.  Penfield,  Solution  of  Pro- 
blems in  crystaUography  bj  means  ot 
graphical  methods.    A.J.S.  14.  249. 

118.  *Ä.  Schmidt.  Über  die  Klasai- 
fikation  der  Krystalle  (ung.).   M.T.E.  18. 

119.  •  F.  Goldschmidt.  Über  Winkel- 
projektionen.   Z.E.M.  36.  388. 

120.  *J.  Beckenkamp.  Die  vicinalen 
Fl&chen  und  das  Bationalitätsgesetz. 
Z.K.M.  36.  111. 

Modelle. 

121.  V.Snyder,  Models  oftheWeier- 
strass  Sigma  function  and  the  elliptical 
integral  of  the  second  kind.  M.M.F. 
8.  121. 

122.  F.  SchiUing.  Neue  kinematische 
Modelle  zur  Yerzahnungstheorie  und 
ihre  Beziehung  zur  Theorie  der  Be- 
rührungstransformationen. D.y.M.  11. 
268;  D.V.N.  73.  28. 


D.   Meohanik. 


Prinzipien  der  Mechanik. 

128.  Comhehiac.  Les  id^es  de  Hertz 
sur  la  m^canique.    E.M.  4.  247. 

124.  *H.  A.  Larentz.  Eeniffe  be- 
schouwingen  over  de  grondstellingen 
der  mechanica.    G.A.A.  10.  876. 

125.  R.  Heger.  Energetik  im  Unter- 
richt.   Ü.M.K  8.  68. 

126.  *P.  Dtihem.  Sur  quelques  ex- 
tensions  r^centes  de  la  statique  et  de 
la  dynamique.    B.Q.S.  1901  Juillet. 

127.  T.  Sehwartee.  Dynamische  Be- 
trachtungen über  mechanische  Funda- 
damentalbegrifFe.    U.M.N.  8.  87. 

128.  *J.  Geyser.  Zum  Begriff  der 
Bewegung.    N.O.  48.  62. 

129.  ^C.  Fenzl.  Messender  Versuch 
über  den  Zusammenhang  von  Bewegungs- 
größe u.  Druck.    Z.P.  16.  141. 

180.  C.  H  Hinton.  The  reco^tion 
of  the  fourth  dimension.  B.  S.  W.  14. 
179. 

181.  ^0.  Beynolds.  On  the  sub-me- 
chanics  of  the  Universe.  P.E.S.L.  69. 
426. 

182.  C.  A.  Laisant.  Analogies  entre 
les  courbes  funiculaires  et  les  trajectoires 
d'un  point  mobile.    N.A.  (4)  2.  243, 

Siehe  auch  600, 


Kinematik. 


188.  B.  V.  Lüienihal.  Die  Geometrie 
der  Bewegung  in  ihrer  Anwendonff 
auf  die  Differentialgeometrie.  D.y.^. 
73.  6. 

134.  K.  T.  Vahlen,  Über  Bewegongen 
und  komplexe  Zahlen.    M.A.  66.  685. 

185.  *J.  Cardinaal.  Over  de  beweging 
van  veranderlijke  stelsels.  C.A.A.  10. 
660;  687. 

186.  G.  0.  James.  Note  on  the  pro- 
jection  of  the  absolute  acceleration  in 
relative  motion.    S.M.Am.  9.  148. 

187.  F.  Kraft^  £quivalence  du  mon- 
vement  d'une  ligne  droite  invariable  € 
au  däplacement  d'une  position  donn^e  c. 
ä  une  autre  position  donn^e  <f,.  E.M. 
4.  347. 

188.  F.  Kraft,  fiquivalence  des  ro- 
tations  autour  d'axes  parallMes  et  des 
translations  d'un  Systeme  invariable. 
E.M.  4.  176. 

189.  G.  Um.  Sur  les  mouvements 
pour  lesquels  il  esdste  plusieurs  centres 
d'aires.    N.A.  (4)  2.  97. 

140.  G.  Fyhini.  Sugli  spazi  a  quatizt) 
dimensioni  che  ameUono  un  gruppo 
continuo  dl  movimenti.  B.A.L.R.  11 
B.  68. 
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141.  *  F.  Eouqitet.  Note  siir  la  aur- 
face  T6gl6e  engendr^e  par  ime  droite 
faiaant  partie  d*un  sjatönie  invariable 
mobile.    F.T.  (10)  1.  9. 

142.  B.  F.  Muirhead.  Note  on  the 
theozy  of  rolling  of  one  rigid  gnrface 
on  another.    P.E.M.S.  20.  8. 

148.  G.  Koenigs.  Sur  rassemblage 
de  deox  oorps.    G.B.  135.  343. 

Siehe  auch  122. 


Sehraiibeiireeluiiiiig* 

144.  Ä.  Grunwald.  Sir  Robert  S. 
Ball's  lineare  Schranbengebiete.  Z.S. 
48.  49. 

146.  •R.  S.  Boa.  On  forther  d^ 
▼elopmentB  of  the  theory  of  screws. 
T.R.I.A.  31.  473. 

Mechanismen. 

146.  J.  B^veiUe,  Note  snr  nn  Systeme 
articnl^.    N.A.  (4^  2.  127. 

147.  *G.  Picciati.  Le  fdnzione  di 
Weierstrass  nella  cinematica  del  qua- 
drilatero  articulato.     A.I.V.  (8)  8.  801. 

148.  C.  Burali Farti.  Ingranaggipiani. 
A.A.T.  37.  391. 

149.  JE,  Delassus.  Sur  les  engrenages 
ä  contact  ponctuel.    S.M.  30.  43. 

Siehe  auch  92;  122. 

Statik. 

l&O.  C.  Lagrange.  Sur  la  pr^tendue 
ind^termination  des  r^actions  dans  les 
^qnations  de  Täquilibre  des  corps  in- 
d^formables  B.A.B.  1901.   428.  535. 

151.  *D.Seüiger.  Über  einen  Funda- 
mentalsatz der  Statik  eines  ähnlich  ver- 
änderlichen Systems  (russ.).  B.U.Ea. 
1901.  75. 

152.  *G.  Lehr.  Composition  des  forces 
paiallMes.    B.M.E.  7.  33. 

158.  Ä.  DiUrich.  Jak  tfeba  zvoliti 
vazby  a  sfly,  aby  soustava  jimi  danä 
dala  se  realisovati.  (Wie  muß  man  die 
Verbindungen  xmd  Kräfte  wählen,  da- 
mit ein  gegebenes  System  derselben 
sich  verwurldichen  läßt).  C.  31.  283; 
406. 

154.  L.  Gürnbel.  Der  transversal  be- 
lastete Stab  mit  unverrückbaren  oder 
nach  bestimmtem  Gesetze  und  Richtung 
der  Achse  nachgiebigen  Auflagern. 
D.V.N.  73.  86. 

Siehe  auch  271—273. 


erapliisehe  Statik. 

155.  K.  Skutsch.  Graphische  Zer- 
lej^g  einer  Kraft  in  6  Komponenten 
mit  vorgeschriebenen  Wirkungslinien. 
S.M.B.  1.  59. 

156.  M.  ParetH,  Gontributo  alla 
trattazione  grafica  dell*  arco  continuo 
SU  apoggi  elastici.    M.A.T.  51.  307. 


Schwerpunkte. 

157.  M.  d'Ocagne.  Sur  les  barycentres, 
cycUques  dans  les  courbes  alg^briques. 
S.M.  30.  83. 

158.  E.  WasteeU.  Sur  le  centre  de 
gravitä  des  figures  sphäriques.  M.  (3) 
2.  217. 

Momente. 

159.  ^Jorini.  Singolaritä  nei  va- 
lori  dei  momenti  resistenti.  Pol.M. 
1901.  Aug.  Sept. 

160.  S.  Jolles.  Synthetische  Theorie 
der  Zentrifugal-  und  Trägheitsmomente 
eines  Raumstückes.    A.Gr.  (3)  4.  100. 

161.  *G.  K.  Suslow.  Über  die  Re- 
aktionen (russ.).   B.U.K.  1901.  No.  IIb. 


Kettenlinien. 

1 62.  •  Aliqud  -  Mazzei.  Süll'  equilibrio 
delle  linee  telegrafiche  aree  considerate 
come  curve  fimicolari.  R.A.G.  1901. 
Oct.  Nov. 

Siehe  auch  132. 


Dynamik  des  Ponktes. 

168.  B.  Mehmke.  Anschauliche  Be- 
schreibung einiger  Bewegungen.  M.B. 
(2)  4.  65. 

164.  F.  Daniele.  Sopra  alcuni  parti- 
colari  movimenti  di  un  punto  in  un 
piano.     R.A.L.R.  11  A  362;  427. 

165.  F.  Daniele.  Intomo  ad  alcuni 
particolari  movimenti  di  un  punto  sopra 
une  superficie.    R.A.L.R.  11  B  4. 

166.  C.  MalUzos.  Sur  la  chute  des 
Corps  dans  le  vide  et  sur  certaines 
fonctions  transscendantes.  N.  A.  (4)  2. 197. 

Siehe  auch  132. 


Zentralbewegong. 

167.  V.  Jamet.  Sur  la  th^orie  des 
forces  centrales.    N.A.  (4)  2.  348. 

168.  C.  H.  C.  Grintois.  De  kinetische 
energie  der  centrale  beweging.  C.A.A. 
9.  211. 
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169.  P.  J.  Suchar.  Sor  une  loi  de 
force  centrale  dötermin^e  par  la  con- 
Bid^ration  de  Thodographe.  N.A.  (4) 
2.  123. 

PendeL 

170.  D.  Efremav.  Novyj  yyvod  for- 
mnly  migatnika  (Nene  U^eitang  der 
Pendelformel).    M.P.O.  28.  106. 

171«  Ä.  benizot.  0  pewnem  za- 
gadnieniu  Eolera  o  wahadle  (Über  eine 
gewisse  Aufgabe  Enlers  über  das  Pendel). 
T.W.  13.  1. 

172.  GreenhiU.  Le  pendale  simple 
Sans   approximations.     N.A.  (4)  2.  241. 

178.  M.  Sparte.  Sur  le  monvement 
dn  pendule  coniqne  dans  le  cas  des  pe- 
tites  oscillations.    A.S.B.  26.  188. 

174.  G.  Neumavr.  Bestimmung  der 
Länge  des  einfachen  Sekundenpendels 
auf  absolutem  Wege.  A.A.M.  21.  479. 
Siehe  auch  187. 


175.  L.  Lecomu.  Sur  les  petits 
mouvements  d*un  corps  pesant.  S.M. 
80.  71. 

176.  6r.  Cambehiac.  Sur  la  force  vive 
utilisable.     S.M.  29.  314. 

177.  *P.  V.  Voronec.  Bewegungs- 
gleichungen eines  schweren  Körpers, 
der  auf  einer  horizontalen  Ebene  ohne 
zu  gleiten  rollt  (russ.).  B.U.K.  1901. 
No.  IIb. 

178.  *r.  Kdrmän.  Die  Bewegung 
eines  schweren  Stabes,  der  sich  mit 
einem  runden  Ende  an  eine  horizontale 
Ebene  stützt  (ung.).  M.P.L.  10.  34; 
69;  131. 

179.  B.  de  Francesco,  Sul  moto  di 
un  corpo  rigido  in  uno  spazio  di  cur- 
vatnra  costante.    M.A.  55.  573. 

Siehe  auch  295. 


Dynamik  des  Systems. 

180.  •!).  Seütger.  Studien  der  Dy- 
namik eines  Systems  (russ.).  B.Ü.Ea. 
1901.  51;  88. 

181.  ^Ä.  Malipiero.  Sulla  trasfor- 
mazione  delle  equazioni.  A.  I.  V.  (8)  8. 469. 

182.  P.  V.  Voronec.  Ob  uravnenijach 
dvizenija  dlja  negolonomnych  sistem 
(Über  die  Bewegungsgleichungen  nicht- 
holonomer  Systeme).     S.M.M.  22.  659. 

188.  G.  K.  Suslov.  Ob  odnom  iznene- 
nii  na6ala  Dalambera  (Ober  eine  Modi- 
fikation des  d'Alembertschen  Prinzips). 
S.M.M.  22.  687. 


184.  P.  Burg(Kt!H.  Sopra  un  teoienuL 
di  Levi-Civitä  ri^uardante  la  deter- 
minazione  di  soluzioni  particolari  di  un 
sistema  Hamiltoniano.  B.A.L.K  11  A 
309. 

185.  P.  Duhm.  Sor  la  stabilit^,  ponr 
des  pertnrbations  quelconques,  dSui 
Systeme  anim^  d^un  mouvement  de  lo- 
tation  uniforme.    J.M.  (5)  8.  5. 

186.  *G.  PiccüUi.  Sui  moti  stazionari 
di  sistemi  olonomi  sojrgetti  a  forze 
conservative  in  casi  particolari.  A.A.V. 

4,  405. 

187.  *F.  W.  Riffert.  Die  der  Kraft- 
ausnutzunff  günstigste  Neigung  der  An- 
triebshebelächen  von  Pendelhemmungen. 
A.J.U.  26.  135. 

188.  TT.  Eb&rt.  Oesichtspunkte  zur 
Verwendung  der  Jacobischen  Methode 
zur  Behandlnngdynamischer  Differential- 
gleichungen.    D.V.N.  73.  20. 

189.  *Ovazza.  Gontributo  allatefiBa 
dei  freni  ad  attrito.    PoLM.  •tfOO.  Dez. 

190«  M.  JBsiii|i'fuionn.  Sur  une  m^- 
%ode  de  comparaisqii  des  moteuis  de 
diffärentes  puissances.    CK  184.  1293. 

191.  M.  Eadakovic.  Über  die  Be- 
wegung eines  Motors  unter  Berück- 
sichtigung der  Elastizität  seines  Funda- 
mentes.   Z.S.  48.  28. 

192.  Ä.  Petot  Sur  les  conditions  de 
la  stabilit^  des  automobiles  dans  lee 
courbes.    CR.  184.  765.  I 

198.    F.  Jtmg.     Zur    geometrischeo         i 
Behandlung    des   Massenaus^leichs    bei 
vierkurbeHgen    Schiffsmaschmen.     Z.  S. 
48.  108.  I 

Siehe  auch  204;  563.  | 

Drehung.  | 

194.  *C.  Barus.  The  genetal  equations 

of  rotation  of  a  rigid  body  8.  ^2)  13.  914.         i 

195.  Ä.  Mayer.  Symmetriscne  Ldsung 
der  Aufgabe,  die  Rotation  eines  stauen 
Körpers,  dessenWinkelgeschwindigkeiten 
bereits  geftmden  wurden,  voUst&ndig  zu 
bestimmen.    B.G.L.  54.  58. 

196.  G.  Kolo88off.  tHher  eine  Eigen- 
schaft der  Differentialgleichungen  der 
Rotation  eines  schweren  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  im  Falle  von  Frau 

5.  Kowalewski.    M.A.  56.  265. 

197.  •K.  Laves.  On  the  rotatoiy 
motion  of  a  body  of  a  variable  form. 
A.J.B.  22.  61. 

198.  Ä.  Demoidin.    Formules  d'Eoler        j 
et  d'Olinde  Rodrigues.    M.  (3)  2.  185. 

199.  K  Jahnke.    Über  Drehungen  im        i 
n-dimensionalen  Räume.    D.V.N.  73.  6.        I 
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Kreisel. 

200.  *A.  G,  GreenhUL  The  mathe- 
xnatical  theory  of  the  top.   S.  (2)  15.  712. 

201.  R.  Marcolango.  Teoria  del  giros- 
copio  BÜmnetrico  pesante.     A.D.M.  (3) 

7.  ^•. 

208,  Ä  E.  J.  G.  du  Bois.  Gepolari- 
seerde  asyBimetriBche  tollen.  C.A.A.  10. 
415;  504. 

Siehe  audi  250;  623. 

Beibung. 

208.   A,   Mayer.     Zur   Theorie    der  . 
gleitenden  Reibnng.    B.G.L.  53.  285. 

204.  J.  J.  Taudin  Chabot  Über  die 
AntifriktionBlafferang  und  über  ein  Dy- 
namometer för  Kleine  Kräfte.  P.Z.  3.  518. 

Siehe  anch  189;  205;  219;  287. 

Stoß. 

205.  Ä.  Mayer.  Über  den  Zusammen- 
stoß zweier  ]£orper  unter  Berücksich- 
tigtmg  der  gleitenden  Reibung.  B.G.L. 
54.  208.  827. 

206.  *Jr.  Szüy  van.  Der  Stoß  rauher 
EOrper  (ung.)    M.T.E.  19.  286. 

Potentialtlieorie. 

207.  P.  p€ici.  Generalizzazione  di  un 
teorema  di  Gauss.   B.C.M.P.  16.  192. 

208.  Ä  Petrini.  Continuitä  et  dis- 
continuit^  des  däriv^s  du  potentiel. 
B.V.A.S.  58.  683. 

209.  E.B.  Neumann.  Zur  Integration 
der  Potentialgleichung  vermittelst  G.  Neu- 
manns  Meth^e  des  arithmetischen  Mit- 
tels.   M.A.  56.  49. 

210.  0.  M,  Ljapunov.  Sur  le  prin- 
cipe fondamental  de  la  mäthode  de 
Neomann  dans  le  probläme  de  Dirichlet. 
S.M.Kh.  (2)  7.  229. 

211.  B.  Marcolongo.  Sulla  funzione 
di  Green  di  grade  n  per  lasfera.  B.  C.  M.  P. 
16.  230. 

Siehe  auch  288;  536;  554. 

Attraktion. 

212.  Saht  L'attraction  dans  rUni- 
verse  stellaire.    B.A.  19.  225. 

Siehe  auch  534;  618. 

Grarltation. 

218.  »D.  Goldhammer.  Eine  Wieder- 
erweckung der  Hypothese  von  Le  Sage 
zur  Erklärung  der  allgemeinen  Gravi- 
tation.   B.U.Ka.  1901.  1. 


214.  *F.  Cremieu.  A  new  point  of 
view  about  gravitation.  E.  B.  A.  71. 
561. 

215.  P.  Lebedew,  Die  physikalische 
Ursache  der  Abweichungen  vom  New- 
tonschen  Gravitationsgesetze.  P.  Z.  4. 15. 

Siehe  auch  271;  752;  753. 

Hydrostatik. 

216.  A.  Firaud.  Sur  la  stabilit^  de 
de  r^quilibre  relatif  d'une  masse  fluide. 
B.A.  19.  143. 

217.  *H.Haedicke.  Der  Angriffspunkt 
dee  Auftriebs.    J.S.G.B.  3.  283. 


HydroifiBamlk. 

218.  L.Natanson.  Sur  la  pruyi^tttion 
d'un  petit  mouvement  dans  un  fluide 
visqueux.    B.LC.  1902.  19. 

219.  L.  Natanson.  Über  die  Fort- 
pflanzung einer  kleinen  Bewegung  in 
einer  Flüssigkeit  mit  innerer  fieibung. 
Z.P.C.  40.  581. 

220.  *E.  Fontaneu.  Du  mouvement 
stationnaire  des  liquides.    A.F.  29.  176. 

221.  E.  Laura.  Sul  moto  parallele 
ad  un  piano  di  un  fluide  in  cui  vi  sono 
n  vortici  elementari.    A.A.T.  37.  469. 

222.  G.H.Darwin.  The  pear-shaped 
figure  of  equilibrium  of  a  rotating  mass 
of  liquid.  P.R.S.L.  69. 147;  T.R.S.L.  198 
A.  301. 

228.  H.  Poincare.  Sur  la  stabilit^  de 
r^quilibre  des  figures  pyriformesaffect^es 
par  une  masse  fluide en  rotation.  P.  B.  L.  S. 
69.  148;  T.R.S.L.  198  A.  333. 

224.  P  Duhem.  Sur  la  stabilitä  de 
r^quilibre  relatif  d'une  masse  fluide 
animde  d'un  mouvement  de  rotation. 
J.M.  (5)  7.  331. 

225.  P.  Duhem.  La  viscositä  au  voisi- 
nage  de  T^tat  critique.    CR.  134.  1272. 

226.  P.  Duhem.  Sur  les  fluides  com- 
pressibles  visqueux.    CR.  134.  1088. 

^27.  (2e  Bussy.  Resistance  due  aux 
vagues  satellites.    C.B.  134.  813;  882. 

22S.F.Klein.  MechanischeWirkungen 
schwingender  Körper.  S.P.V.K.  1899  bis 
1900.     44. 

229.  *C.  Zakrzewaki.  Sur  les  oscilla- 
tions  d^un  disque  plong^  dans  un  liquide 
visqueuse.    B.LC.  1902.  235. 

280.  W.  Stekhff.  Remarque  sur  un 
probl^e  de  Clebsch  sur  le  mouvement 
d*un  Corps  solide  dans  un  liquide  in- 
d^fini  et  sur  le  probl^me  de  M.  de  Brun. 
CR.  135.  526. 
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281.  Ä.  Fliegner.  Der  Druck  in  der 
Mündungsebene  beim  AnBströiiieii  elasti- 
scher Flüssigkeiten.    V.N.Z.  47.  21. 

282.  *H.  T.  Barnes  and  E.  G.  CoJcer. 
On  a  determination  hj  a  thermal  method 
of  the  Variation  of  the  critical  velocity 
of  water  with  temperature.  B.B.A.  71. 
679. 

288.  ^Bcuiin.  Exp^riences  nonvelles 
snr  la  distribution  des  vitesses  dans  les 
tuyeaux.    M.A.P.  1902. 

284.  *0.  Süsser.  Die  Widerstands- 
formel  für  Binnenschiffe.  Z.B.B.E.  366; 
391. 

285.  D.  de  Francesco.  Alcnne  formnle 
della  meccanica  dei  fiuidi  in  nno  spazio 
a  8  dimensioni  dl  curvatora  costante. 
R.A.N.  (3)  8.  131. 

Siehe  anch  364;  367;  734. 

Wirbel. 

236.  Jouget.  Le  thdor^me  des  toor- 
billons  en  thermodynamique.  J.  M.  (6)  7. 
236 

287.  K,  Zaratoski.  0  wlasnoiciach 
pewnej  calki  wielokrotnej,  b§d%cej  no- 
gölnieniem  dwöch  twierdzeü  z  teoryi 
wiröw  (Über  die  Eigenschaften  eines 
gewissen  mehrfachen  Integrals,  welche 
zwei  Lehrsätze  in  der  Theorie  der  Wirbel 
verallgemeinem).  T.W.  13.  107. 
Siehe  auch  221. 


Aerodynamik« 

288.  *C.  E.  GuiUawne.  Note  on  the 
Unity  of  pressure.    R.B.A.  71.  71. 

289.  —  Die  Bewegung  der  Luft  in 
einem  zu  lüftenden  Kaume.    Z.L.H.  7. 

240.  *F.  Bitter.  Hervorragungen  und 
Winddruck.    LA.M.  6.  88. 

241.  *F.  C.  Sterin.  Application  du 
principe  d'Archimäde  aux  gaz.  A.  S.  ü.  J. 
2.  46. 

242.  F.  Blaess.  Ober  Ausströmungs- 
versuche mit  gesättigtem  Wasserdampf. 
P.Z.  4.  82. 

loAere  BallistUL. 

248.  F.  Siacci.  Alcune  nnove  forme 
di  resistenza  che  ridncano  il  problema 
balistico  alle  quadrature.  R.A.G.  1901. 
Mai— Aug.,  Okt.— Nov. 


244.  ^Siacci.  Sulla  velocitä  minim». 
R.A.G.  1901.    M&rz;  April;  Okt. 

245.  —  La  velocitä  minima  ed  alcnoi 
articoH  di  signor  coloneUo  N.  Sabudski. 
ß.A.G.  1901.    Oktober. 

246.  J.  Kozak.  Berechnung  der  Objekt- 
Schießtafeln  aus  den  allgemeinen  Schiefi- 
tafeln.    M.A.G.  1902.  453. 

247.  F.  Kozak.  Berechnung  der  all- 
gemeinen Schiefitafeln  und  deren  Be- 
nutzxmg  zur  Lösung  von  Aufgaben  am 
der  Sdiießlehre.  M.A.  G.  1902.  651; 
893. 

248.  Krause.  Die  Witterunffsverhält- 
nisse  und  ihr  Einfluß  auf  die  Flugbahn 
des  8  mm  Geschosses.    E.Z.  6.  433. 

249.  B.  Schöffler,  Das  Gesetz  der  za- 
fälligen  Abweichungen.  M.A.G.  1902. 
97;  366. 

250.  F.  E.  Harris.  Experiments  in 
illustration  of  the  top-motion  of  rotating 
oblong  projectiles.  J.Ü.S.A.  1901  Hai 
bis  Juni;  Sept. — Dez. 

251.  — .  Upon  the  form  of  the  heid 
of  oblong  projectiles  which  encounters 
the  minimum  resistance  to  motion  from 
the  air.    J.Ü.S.A.  1901.  Sept.— Det 

252.  J.  M.  Wüliams.  A  discusaion 
of  the  errors  of  cylindre-ogival  projec- 
tiles. J.Ü.S.A.  1901  Sept.— Dez.;  1902 
Jan. — April. 

Siehe  auch  676.  578. 

Innere  BalligtU:. 

258.  E.  VaUier.  Sur  le  loi  de  la 
pression  dans  les  branches  k  feu.  CR. 
136.  814. 

264.  C.  Gram  und  K.  B.  Koch.  Unter- 
suchung über  die  Vibration  des  Gewchr- 
laufes,   n.  A.A.M.  21.  567. 

255.  • — .    Berechnung  von  Anfengs- 

Smchwindigkeiten  auf  Grund  der  an  der 
ündung  gemessenen  Geschofigeschwin- 
digkeit.    A.T.K.  1901.  Heft  2—3. 

256.  B.  KiOm.  BohrrücUaufgeschütKe, 
deren  Aufbau  und  Beanspruchung.  M.  AJj. 
1902.  661. 

257.  Bieckeheer,  Anwendung  der  elek- 
trischen Momentphotographie  auf  die 
Untersuchung  von  Schiäwaffen.  KZ.  5. 
417. 

258.  *Spaccaniela.  Formola  piu  ap- 
propriate  per  stabilire  la  carica  di  nna 
mina  nella  demolizione  di  rocce  e  mura- 
ture.    R.A.G.  1901  Sept. 
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S.  MathemaÜBOlie  Physik. 


Prinzipien  der  matlieniatlsclien 
Piiysik. 

259.  *S.  Zaremha.  Beiiarag  zur  Theorie 
einer  Gleichung  der  maÜiematischen 
Physik.    B.I.C.  1901.  477. 

teO.  *Ä,  MuOer,  Lliypoth^se  de  la 
continniW.    R.8.  (4)  15.  836. 

261*  J.  Farkcts.  Allgemeine  Prinzipien 
für  die  Mechanik  des  Äthers  (nng.). 
M.T.E.  19.  99. 

262«  *B.  Hopkinsim.  On  the  necesssity 
for  poBtolating  an  Ether.  R.B.  A.  71. 634. 

2M.  M.  lianck.  Über  dieVerteünng 
der  Energie  zwischen  Äther  nnd  Materie. 
A.P.L.  9.  629. 

264.  E.  B,  V.  Oppolzer.  Erdbewegung 
und  Äther.  A.P.L.  8.  898.  StW.  111. 
244. 

265.  H.  Bei88ner.  Mechanische  Ana- 
logie zur  Elastizii&t.    S.M.B.  1.  40. 

266.  *N.  N,  äiOer.  Ober  die  von 
Ermakov  vorgeschlagene  Modifikation 
der  Newtonschen  Gesetze  (russ.).  B.  ü.  E. 
1902.  No.  2  c.  83. 

267.  *C.  r.  Whümd.  Dopplers  prin- 
dple.    J.B.A.A.  11.  281. 

268.  *W.  MieheUon.  On  Dopplers 
prindple.    A.J.G.  13.  192. 

269.  *Ä.  Mittler.  Die  phüosoph.  Grund- 
lagen der  modernen  Licktlehre.  N.0. 47. 
632;  697;  668. 

270.  *K,  Ängström.  The  mechanical 
equivalent  of  the  unit  of  light.  A.J.C. 
15.  228. 

271.  *V.  WeUmann.  On  the  numerical 
relation  between  light  and  gravitation. 
A.J.C.  16.  282. 

272.  *H.  A.  Larewtz.  De  draaing  van 
het  polarisatievlak  in  lichamen  die  zieh 
bewc^.    C.A.A.  10.  793. 

278.  *Lord  Kelvin.  Nineteenth  Cen- 
tury clouds  over  the  dynamical  theory 
of  heat  and  light.    P.B.I.  16.  363. 

274.  C.  Neumann.  Über  die  Maxwell- 
Hertzache  Theorie.     A.G.L.  27.  213. 

276«  K.  Mache.  Über  die  Verdampfungs- 
weise  und  die  Größe  der  Flüssigkeits- 
Molekel.    S.A.W.  111.  382. 

Siehe  auch  130;  346;  632;  600. 

Molekularphysik. 

276.  *H.  Stanley.  An  infra-gaseous 
Btate  of  matter.    C.N.  86.  217. 

277.  B.  Marcohngo.  La  deformazione 
del  diedro  retto  isotrope  per  speciali 
condizioni  ai  limiti.  B.A.L.K.  11  A  318. 


278.  *Lediui  et  Sacerdote.  Surlacohä- 
sion  des  liquides.    J.P.  (4)  1.  364. 

279.  0,  Tunilitz.  Eine  Ergänzung 
der  van  der  Waalsschen  Theorie  des 
Eohäsionsdruckes.    S.A.W.  111.  624. 

280.  V.  K  Milh.  Molekular  refraction. 
J.P.C.  6.  209. 

Siehe  auch  265;  820;  346. 

Elastixittt. 

2SU  G:  Combebiae.  Sur  les  ^quations 
g^n^rales  de  P^asticit^.     S.M.  30.  108. 

282.  *C.  Samigliana,  Sul  principio 
delle  immagini  di  Lord  Kelvin  e  le 
equazioni  dell'  elasticitä..  N.C.P.  (6)  3. 
288. 

288.  C.  Somigliana.  Sul  Potenziale 
elastico.     A.D.M.  (3)  7.  129. 

284.  V.  H.  Michell.  The  inversion 
of  plane  stress.    P.L.M.S.  34.  134. 

285.  P.  ÄppeU.  Sur  les  expressions 
des  tensions  en  fraction  des  d^formations 
dans  un  milieu  ^astique  homogene  et 
isotrope.    N.A.  (4)  2.  193. 

286.  M.  Gebhta.  Le  deformazione 
tipiche  dei  corpi  solidi  elastici.  A.D.M. 
(3)  7.  141. 

287.  H.  Hess.  Elasticität  und  innere 
Reibung  des  Eisens.    A.P.L.  8.  406. 

288.  *l)uniop.  The  non-elastic  defor- 
mation  of  copper  wire  under  various 
Stresses.    P.P.S.G.  32. 

289.  *C,(Jhree.  Applications  ofelastic 
Bolids  to  metrology.    P.P.S.L.  18.  1. 

290.  *de  Martins.  La  linea  elastica 
e  la  sua  applicazione  al  trave  continua 
SU  piü  sostegni.  B.A.G.  1901  April; 
Mai. 

291.  F.  Hasenöhrl.  Über  das  Gleich- 

riwicht  eines  elastischen  Ej*eiscylinders. 
A.W.  110.  1026. 

292.  N.  G.  Filon,  On  the  elastic 
equilibrium  of  circular  cylinders  under 
certain  practical  Systems  ofload.  T.B.S.L. 
198.  A  147. 

298.  T.  Bogaio.  Süll  'equilibrio  delle 
piastre  elastiche  piane.  R.LL.  (2)  34. 
798. 

294«  H.  Beissner.  Anwendung  der 
Statik  und  Dynamik  monocychscher 
Systeme  auf  die  Elasticitätstheorie. 
A.P.L.  9.  44. 

295«  L.  Lecomu.  Sur  les  volants 
^astiques.    J.E.P.  (2)  7.  9. 

296.  A  WcMdersUb.  Über  die  anomale 
Änderung  des  longitudinalenElasticit&ts- 
moduls  enger  Gläser  mit  der  Temi>eratur 
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xmd  über  den  Einfluß  gewisser  Schwin- 
gungen anf  den  Elasticitätsmodnl  nach 
voransgegangener  Erwärmung.  A.P.L.  8. 
367. 

297«  W.  Swtherla/nd.  Der  Elasticitäts- 
modnl  von  Metallen  bei  niedrigen  Tem- 
peraturen.   A.P.L.  8.  474. 

298.  *K  G.  Coker.  On  the  effect  of 
low  temperature  on  the  recovery  of 
overstrained  iron  and  steel.  T.R.  16. 107. 

299.  F.  Villareal.  Deformaciön  de  las 
vigas  que  trabajan  k  la  fiexiön.  E.C.L. 
6.  31. 

300.  J.  Muir.  On  the  tempering  of 
iron  hardened  by  overstrain.  -  T.B.  S.L. 
198  A  1. 

801.  *Älmagiä.  Applicazione  della 
teoria  della  elasticitä  colla  costruzione 
degli  alberi  a  manovelle.  Pol  M.  1901. 
Juni. 

802.  E.  Ovaeza.  Ck>ntributo  alla 
teoria  delle  molle  pneumatiche.  A.A.T. 
37.  421. 

Siehe  auch  166;  191;  318;  404;  624;  647. 

Festigkeitslehre. 

808.  *E.  Äscione.  Nuova  contribuzione 
suUaresistenza  allaflezione.  A.A.P.M.16. 

804.  W.  Cassie.  On  the  measurement 
of  Youngs  modulus.    P.M.  4.  402. 

805.  M.  Grübler.  Zur  Festigkeit  spröder 
Körper.    P.Z.  4.  78. 

806.  0.  M^er.  Welchen  Einfluß  übt 
die  Form  u.  Dimension  der  Probestäbe 
auf  die  Ergebnisse  der  Zugversuche. 
M. T.G.W.  (2)  12.  91. 

807.  *A.  Martens.  Zugversuche  mit 
eingekerbten  Probekörpem.  M.F.1. 1901. 
36. 

808.  H.  Heimann.  Die  Festigkeit 
ebener  Platten  bei  normaler  konstanter 
Belastung.    Z.S.  48.  126. 

809.  Consid^e.  £tude  th^orique  et 
exp^rimental  de  la  r^sistance  ä  la  com- 
pression  du  beton  frett^.  C.  R.  136.  366 ; 
415. 

810.  Ä.  Gros.  Le  problfeme  des  sur- 
faces  chargdes  debout.  Solution  dans 
le  cas  du  cylindre  de  r^volution.  CR. 
134.  1041. 

811.  *C.  Bach.  Unf&lle  an  Dampf- 
gofaßen.    Z.B.D.  6.  1. 

812.  *W.  Feldmann.  Die  Räderbe- 
rechnung der  Leitspindeldrehbänke. 
T.P.B.  2.  126. 

818.  V.  Friih  and  E.  H,  Lamh,   The 
breaking  of   shaffcs    in   direct-coupled 
Units  due  to  oscillations  set  up  at  critical 
speeds.    J.I.E.E.  81.  646. 
Siehe  auch  266. 


Kristallstruktar. 

814.  E.  v.Fedoreuj.  Theorie  der  Krystall- 
struktur  ü.     Z.E.M.  36.  209. 

91hm*H.Zimgieibl.  Beitrag  zur  Kennt- 
nis der  Beziehungen  zwischen  KrygUU 
und  Molekül.    Z.A.M.  36.  117. 

816.  Lord  Kelvin.  Molecular  dynamics 
of  a  crystal.    P.M.  4.  139. 

817.  F.  Wallerant  Sur  la  forme 
primitive  des  corps  cristall^.  CR.  1S4. 
921. 

818.  J.  GrüntoaU.  Über  die  Aob- 
breitunffelastischer  und  elektromagne- 
tischer Wellen  in  l-achsig  kiyttallini- 
sehen  Medien.    S.A.W.  111.  411. 

819.  W,  Voigt.  On  the  behavionr  of 
pleochroitic  crystals  along  directionsin 
the  neighbourhood  of  an  optic  axig. 
P.M.  4.  90. 

820.  *C.  Viola.  Beziehung  zwischen 
Eohäsion,  Eapillarit&t  und  Wachstum 
der  Erystalle.    Z.E.M.  36.  668. 

821.  W.  Voigt.  Beitrage  zur  Auf- 
klärung der  Eigenschaften  pleochroiti- 
scher  Kiystalle.    A.P.L.  9.  367. 

822.  *G.  Wulff.  Untersuchungen  im 
Gebiet  der  optischen  Eigenschafbrai  iso- 
morpher Erystalle     Z.E.M.  36.  1. 

828.  *A.  Comu,  Determination  des 
3  param^tres  optiques  principaox,  d*iu 
cnstal,  en  grandeur  et  en  direction,  pv 
le  rd&actomätre.    B.S.M.F.  26.  7. 

824.  *F,  Tonkovitc.  Sulla  variazione 
angulare  dei  cristaUi  per  effetto  della 
temperatura.    A.A.  P.M.  16. 

826.  *P.  R.  Heyl  Crystallisatioii 
under  electrostatic  stress.    P.B.  14.  83. 

Siehe  auch  407;  548. 


Schwingangem 

326.  H.  S.  Carslaw.  Note  on  the  ose  | 
of  Fouriers  series  in  the  probleme  of  | 
the  transverse  vibrations  of  strings. 
P.E.M.T.  20.  23. 

827.  *H.  C.  Bidhards,  On  the  har- 
monic  curves  known  as  Lise^jous  figoree. 
J.F.I.  163.  269. 

828.  — .  Über  asymmetrische  Schwin- 
gungen in  einer  Lage  stabilen  Gleich- 
gewichts.   A.P.L.  8.  348. 

829.  G.  Floquet.  Sur  le  mouvement 
des  membrans.    C.S.S.  1901. 

880.  *E.  Lüdin.  Ober  elektrische 
Schwingungen.    M.P.G.Z.  1901.  23. 

881.  K.  B.  Johnson.  Elektrisk  sv&n- 
gningar  of  mycket  hOg&ekvens.  A.y.A.S. 
27.  No.  3. 
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S82.  K.  WüdermuO^.    Über  die  Ab- 
sorption  elektrischer  Schwingungen  in 
Flflssigkeiten.    A.P.L.  8.  212. 
Siehe  auch  228;  264;  296;  318;  637;  642. 

Wellenlelire. 

8S8«  *F,  Bicharz.  Reflexion  von 
liOn^tudinalstOfsen  an  einem  festen  und 
an  einem  freien  Ende.    S.G.M.  1902. 172. 

8S4.  J.  Ä.  PoUoek  and  0.  ü.  VonmVer. 
Some  experiments  on  electric  wayes  in 
Short  wire  Systems.    P.M.  3.  686. 

885«  A.  Becker.  Interferenzröhren 
für    elektrische  Wellen.     A.P.L.  8.  22. 

886«  F.  Braun.  Über  die  Erregung 
stehender  elektrischer  Drahtwellen  durch 
Entladung  Yon  Gondensatoren.  A.P.L.  8. 
199. 

Siehe  auch  364;  649;  661;  666;  766. 

Strahlen. 

887«  *L.  Benoist.  Lois  de  transparence 
de  la  mati^re  pour  les  rayons  X.  S.P. 
(9)  S.  92. 

888.  J,  J.  E,  Dwaek.  Lenard  Rays. 
P.M.  4.  29. 

889.  N.  HM,  Über  die  Gebilde  an 
der  Kathode.    S.P.M.E.  38.  170. 

840«  j^.  Hehl.  Über  die  Dimensionen 
der  Gebilde  an  der  Kathode.  P.  Z.  8.  647. 

841.  J.  Stark.  Über  Kathodenstrahlen- 
reflexion  bei  schiefer  Incidenz.  P.  Z.  3. 368. 

842.  W.  Seüz.  Yergleichung  einiger 
Methoden  zur  Bestimmung  der  GrÖfse 
F 

—  bei  Kathodenstrahlen.    A.  P.  L.  8.  233. 

848.  W.  Kaufmann.  Über  die  mag- 
netische und  elekiaische  Ablenkbarkeit 
der   Becquerelstrahlen.    D.Y.N.  73.  46. 

844«  W.  Wien.  Untersuchung  über 
die  elektrische  Entladung  in  Gasen. 
A.P.L.  8.  244. 

845.  E.  Buiherford  and  Ä.  G.  Grier. 
Deyiable  rays  of  radiactive  rays.  P.  M.  4. 
315. 

Siehe  auch  602;  648. 

Capillarit&t. 

846.  P.  Bekjarcev.  Opredelenie  nai- 
menSej  tols^iny  zidkoj  plastniki,  kak 
Bposob  opredelenija  diametra  molekul. 
(Berechnung  der  kleinsten  Dicke  einer 
Flüssigkeitmchicht,  als  Methode  zur 
Berechnung  des  Durchmessers  der  Mole- 
küleV     M.P.O.  27.  169;  217. 

847.  G.  Bakker.  Theorie  der  Kapillar- 
schicht zwischen  den  homogenen  Phasen 
der  Flüssigkeit  und  des  Dampfes.  Z.P.C. 
42.  68. 


848.  *D.  Pikar.  Die  Oberflächen- 
spannung der  Lösungen  (ung.).  M.T.E.  19. 

849»  L.  Chrunmadi.  Neue  experimen- 
telle Bestimmungen  der  Oberflächen- 
spannung von  Flüssigkeiten  durch 
Messung  der  Wellenlänge  der  auf  ihnen 
erzeugten  KäpiUarwellen.    P.Z.  4.  26. 

850«  L.  Grunmach.  Experimentelle 
Bestimmxmg  der  Oberflächenspannung 
von  flüssiger  Luft.    D.V.N.  73.  61. 

851.  W.  H,  Whatmough.  Eine  neue 
Methode  zur  Bestimmung  von  Ober- 
flächenspannungen von  Flüssigkeiten. 
Z.P.C.  39.  129. 

852.  J.  Amann.  Le  d^pression  de  la 
constante  capülaire  des  urines  patholo- 
giques.     B.S.V.  (4)  38.  131. 

858.  8.  Lemström.  Gm  vätskors  för- 
hällande  i  kapiUar-rör  under  inflytande 
af  en  elektrisk  luftström.  A.V.A.S.  27. 
No.  2.      „.  ^ 

Siehe  auch  320;  364. 

Elektrokapillarittt. 

854.  V.  J.  van  Laar.  Over  de  asyym- 
metrie  der  electro-capiUair-curve.  C.  A.  A. 
10.  763. 

865.  J,  J.  van  Laar.  Über  die  Asym- 
metrie der  Elektrokapillarkurve.  Z.P.C. 
41.  386. 

856.  *Q.  Sella.    Deformazione   della 

superficie   piana  di  un  liquide  in  pre- 

senza  di  un  corpo  elettrizato.    L.E.  10. 

No.  1. 

Siehe  auch  363. 

Absorption« 

857.  E.  Hagen  und  H.  Bubens.  Ab- 
sorption ultravioletter,  sichtbarer  und 
ultraroter  Strahlen  in  dünnen  Metall- 
scheiben.   A.P.L.  8.  432. 

858.  B.  Ängström.  Einige  Bemer- 
kungen zur  Absorption  der  Erdstrahlung 
durdi  die  athmosph arische  Kohlensäure. 
B.V.A.S.  68.  381. 

859«  K.  ÄngstrÖm.  Über  die  Ab- 
hängigkeit der  Absorption  der  Gase  be- 
sonders der  Kohlensäure  von  der  Dichte. 
B.V.A.S.  68.  371. 

Siehe  auch  412;  413;  874. 

Bijrtasion. 

860.  K.  Stanzen.  Über  Diffusion  in 
sich  selbst.    S.A.W.  110.  1088. 

861.  L.  Natanson.  Sur  les  lois  de  la 
diffiision.     B.I.C.  1901.  836. 

862.  A.  Winkelmann.  Über  die  Diffu- 
sion von  Wasserstoff  durch  Platin. 
A.P.L.  8.  388. 
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868.  *r.  Godlevski.  Sur  la  presBion 
osmotiqne  de  qnelqnes  dissolutions  cal- 
cnlde  d*apr^s  les  forces  ^ectromotrices 
des  piles  de  concentration.  B.I.C.  1902. 
146. 

YiBCOBit&t.  . 

864.  *F,  R,  Watsan.  Viscoaity  of 
liquidfl  determined  by  measurement  of 
capillary  wayes.    P.R.  16.  20. 

Siehe  auch  218;  225;  226;  229;  367. 

Akustik. 

865.  Ä.  Guülemin,  Sur  les  accords 
ouverts.    G.E.  136.  98. 

866.  Ä.  Guiüemin,  Classement  des 
accords  binaires.    O.E.  186.  396. 

867.  S,  B.  Cook.  On  flutmgs  in  a 
sourd  wave  and  the  forces  dne  to  a  finx 
of  a  viscous  fluid  around  spheres.  P.M. 
(6)  3.  471. 
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couches  de  passage  et  actione  ä  petite 
distance.     R.G.O.  12.  1059. 

618.  *  G.  E.  Poucher.  Attractive  force 
and  magnetic  induction.    P.B.  15.  233. 

619.  J.  Zenneck.  Über  induktiven 
magnetischen  Widerstand.  A.P.L.  9.497. 

620.  C.  Benedicks.  Untersuchungen 
nber  den  Polabstand  magnetisierter  Cy- 
linder.    A.V.A.S.  27.    No.  5. 

621.  C.  Benedicks,  Sur  les  facteurs 
d^magn^tisanta  des  cylindres.  A.  Y.  A.  S. 
27.  N.  4. 

Btt.*C.Tangl.  Über  die  mechaniBchen 
Wirkungen  der  Magnetisierung  (ung.). 
M.T.E.  18. 

628.  *E.  JE.  J.  G.  du  Bois.  Magneto- 
kinetische Kreisel  zur  Nachahmung  von 
para-  und  diamagnetischen  Erschei- 
nungen.   M.P.M.  1901.  59. 

624.  *C.  Tangl.  Die  Wirkung  der 
Magnetisierung  auf  den  Elastizitäts- 
koefßzienten  (ung.).    M.T.E.  18. 

625.  S.  Sano.  Notiz  über  Magneti- 
sierung kubischer  Krystalle.    P.Z.  4.  8. 

626.  W.  Voigt.  Über  Pyro-  und 
Piezomagnetismus  der  Krystalle.  A.P.L. 
9.  94. 

627.  W.  Voigt.  Elektronenhypothese 
und  Theorie  des  Magnetismus.  A.P.L. 
9.  125. 

628.  *Ä.  Righi.  Ancora  sulla  questione 
del  campo  magnetico  generato  della 
convezione  elettrica.     N.C.P.  (6)  3.  71. 

629.  P.  Schulze.  Über  das  ünifilar- 
magnetometer.    A.P.L.  8.  714. 


680.  H.  Mddau.  Die  Kompensation 
des  Schiffskompasses.    P.Z.  8.  554. 

681.  H.  Meldau.  Die  Ablenkung  des 
Kompasses  an  Bord  der  Eisenschiffe. 
P.Z.  3.  391. 

Siehe  auch  606;  885;  886;  892. 

Thennomagnetismns. 

682.  •TT.  Ignatowski.  Über  die  Er- 
wärmung magnetischer  Stäbe  durch 
Foucaultsche  Ströme.  J.  R.  P.  C.  G.  34.  49. 

688.  J.  Lizzar.  Über  die  Beziehung 
zwischen  dem  Temperatur-  und  In- 
duktionskoefiizienten  eines  Magnetstabes 
und  seinem  magnetischen  Momente.  M.  Z . 
19.  220. 

ElektromagnetiBmus. 

684.  "^Boesen.  Die  neuere  Maxwell- 
Hertzsche  Anschauung  über  Magnetis- 
mus und  Elektrizität.  J.V.C.  1900  bis 
1901.  44. 

685.  E.  Cohn.  Über  die  Gleichungen 
des  elektromagnetischen  Feldes  für  be- 
wegte Körper.    N.G.G.  1901.  74. 

föO.  •  G.  Giorgi.  Sul  sistema  di  unitä 
dimisure  elettromagnetiche.  N.C.P.  (5) 
4.  11. 

687.  *B.  Davis.  Some  preliminary 
experiments  on  the  motion  of  ions  in  a 
varying  magnetic  field.     S.  15.  853. 

688.  J.  Patterson.  On  the  Charge  of 
electrical  resistance  of  metaJs  when 
placed  in  a  magnetic  field.   P.  M.  8.  643. 

689.  J.  B.  Whitehead.  The  magnetic 
effect  of  electric  displacement.  A.J.S. 
14.  109. 

640.  W.  M.  Varleigh.  On  the  mac- 
netism  induced  in  iron  by  rapidiy 
oscillating  current  field.    P.M.  3.  500. 

641.  ^W.  W.  Nikolaev.  R^action 
dlectromagn^tique.     J.B.P.C.G.  34.  25. 

M2m  B.H.Weber.  Elektromagnetische 
Schwingungen  in  Metallröhren.  A.P.L. 
8.  721. 

648.  P.  de  Heen.  Interpretation  thöo- 
rique  des  diffärents  procöd^s  d'dlectri- 
sation  et  sur  un  nouveau  mode  d'induc- 
tion  ^ectro-magnetique.  B.A.B.  1902. 
367. 

644*  *^.  Ma»ini.  Di  una  disposizione 
opportune  per  aumentare  V  effetto  delle 
onde  elettromagnetiche  sovra  un  circuito. 
N.C.P.  (5)  3.  465. 

646.  W.  E.  Williams.  On  the  mag- 
netic change  of  length  and  electrical  re- 
sistance on  nickel.    P.N.  4.  425. 

646.  *T.  Levi-Civitä.  Influenza  di 
un  schermo  conduttore  sul  campo  elettro- 
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magnetico  di  nn  corrente  alternativa 
parallela  allo  schermo.  NC.P.  (6)  3. 
442. 

647.  *Severtni.  L'elastitä  de  Fetere 
nei  fenomeni  elettromagnetici.  Pol  M. 
1901  Juni;  Aug.;  Sept. 

648«  W.  Kaufmann,  La  d^viation 
magnetique  et  ^ectrique  des  rajons  Bec- 
querel  et  la  masse  ^ectromagnetique 
des  ^lectrons.     CR.  186.  574. 

649«  M.  Planck.  Zur  elektromagnet. 
Theorie  der  Dispersion  in  isotropen 
Nichtleitern.    S.A.B.  1902.  470. 

650*  E.  van  Everdingen  jun.  Quel- 
ques remarques  sur  Fapplication  de  la 
thäorie  des  Aectrons   ä.  Vaugmentation 


de  la  r^sistance  ^ectrique  dans  un 
champ  magnetique  et  au  ph^nom&ne  de 
Hall.    C.P.L.  72. 

651«  Z.  E,  Orook.  Demagnetizing 
effects  of  electromagneticallj  compen- 
sated  altemating  currents.  A.J.S.  14. 
133. 

652.  N,  VasOesco- Karpen.  Sur  la 
r^action  magnätique  de  Finduit  des  dy- 
namos.     CR.  134.  827. 

658«  TT.  Feddie.  A  construction  for 
the  force,  at  any  point,  due  to  electric 
point  charges  or  ideal  ma^ets,  with 
an  extension  to  continuous  cüstribntioiu. 
P.E.M.S.  20.  73. 
Siehe  auch  318;  571;  602;  805;  628. 


F.    Geodäsie. 


Metrologie. 

Siehe  289;  872;  873. 

Niedere  Oeod&sie. 

654.  *W.  Heyder.  Das  Abstecken 
von  Kreisbogenkuryen  ohne  Längen- 
mesBung.    F.C  24.  266. 

655.  *E.  Fahhri.  SuU'  area  di  un 
poligonale  convessa  con  Fapplicazione 
alla  permuta  dei  terreni.  R.1\C.  14. 113; 
129. 

656.  *G.  Ähhaie-Baga.  GoUegamento 
di  un  poligonale  con  un  punto  trigono- 
metrico  inaccessibile.    R.T.C  14.  1. 

657.  *G.  Bonaccarsi.  Area  di  un 
poligono  rilevato  per  camminamento  e 
per  intersezione.    R.T.C  14.  108;  121. 

658.  *F.  Sckrader.  Le  tachöographe. 
V.I.G.C  7.  110. 

Siehe  auch  887. 


Höhere  Oeod&sie. 

669.  *F.  R.  Helmert.  Neuere  Fort- 
schritte in  der  Erkenntnis  der  math. 
Erdgestalt.    V.l. G.G.  7.  ö. 

660.  *  Messerschmidt  Die  Gestalt  der 
Erde  in  der  modernen  Geodäsie.  J.P.G.Z. 
10.  33. 

661.  *a  W.  Wirte.  Die  Kimmtiefe 
auf  der  ellipsoidischen  Erdfigur.  M.R.B. 
12    887 

662.  *G.  B.  Maffiatti.  1  sistemi 
di    proiezione    nei    rüevamenti    catas- 


tali  modemi.  R.  T.  C  14.  9;  29; 
54;  65. 

668.  *0.  ZanoUi' Bianca.  Dimostn- 
zione  elementare  del  teorema  di  Clairani 
R.T.G.  14.  17;  38;  68. 

664.  *W.  ö.  Bfmnd.  Gontrolling  a 
topographical  suryej.    E.N.  45.  116. 

MarkseheidekuJLBt. 

Siehe  21. 


Topograpliie. 

S.  Güniher.  Über  gewisse  hy- 
drologisch-topographische Grundbegriffe. 
S.A.M.  1902.  17, 

Siehe  auch  664;  888. 


Kartenprojektion. 


*K.  Peueker.  Drei  Thesen  zum 
Ausbau  der  theoretischen  Kartographie. 
G.Z.  8.  65;  145;  204. 

667.  *K.  Peueker.  Zur  kartographi- 
schen Darstellung  der  dritten  Dimension. 
G.Z.  1901.  22. 

668.  L.  Klerid.  Konstruktion  der 
Parallelkreisbilder  im  Netase  der  Merca- 
torprojektion.    A.H.  30.  343. 

669.  C.  E.  Stromeyer.  Surface  equi- 
valent  projections.     v.l. G.G.  7.  99. 

Siehe  auch  HO. 
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G.   Astronomie. 


Theoretisehe  Astronomie. 

670.  M.  Bnmska.  Wyraieiiia  apöl- 
czynniköw  w  rozwini§ciach  na  szeregi 
anomalii  mimofoodowej,  anomalii  praw- 
dziwej  i  promienia  wodz^ego  drogi 
ciala  niebilskiego  (Ausdrücke  der  Koef- 
fizienten in  den  Entwickelangen  der 
wahren  und  der  exzentrischen  Anomalie 
und  des  Radius -Vektor  der  Bahn  eines 
Himmelskörpers.)    W.M.  6.  266. 

671*  *P.  Harzer.  Über  die  Bestimmung 
und  Verbesserung  der  Bahnen  von 
Himmelskörpern  nach  3  Beobachtungen 
P.S.K.  11.  128. 

67  £•  M.  Ivancv.  0  schodinnosü 
rjadoY  etc.  (Über  die  Konvergenz  der 
Reihen,  welche  zur  Berechnung  der 
Koordinaten  der  elliptischen  Bewegung 
dienen.)    B.R.A.6.  8.  96. 

678»  *A.  Ivanov.  Geometri6e8koe 
zna^enie  ekliptikalnjch  i  ekvatorialnych 
postojannych  etc.  (Über  die  geometri- 
sche Bedeutung  der  ekliptikalen  und 
äquatorialen  Konstanten,  welche  zur 
Berechnung  der  Ephemeride  irgend 
eines  Himmelskörpers  dienen.)  B.B.A.S. 
8.  98. 

674»  M,  C,  Taylor,  The  computation 
of  an  ephemeris  of  a  planet  or  a  comet. 
P.A.  9.  311. 

676.  ♦C-  F.  L.  Charlier.  On  periodic 
Orbits.     M.L.A.O.  18. 

676«  *H.  C.  Plummer,  On  periodic 
Orbits  in  the  neighbourhood  of  centres 
of  libration.    M.1N.A.S.  62.  6. 

677.  E.  0.  Lovett,  Note  on  Gjlden's 
equations  of  the  problem  of  2  bodies 
with  masses  yarying  with  the  time. 
A.N.K,  168.  387. 

678.  *B.  V.  KövesligeÜiy.  Über  die 
Achsendrehung  der  Fusteme.  B.M.N. 
17.  166.  ^ 

679.  6.  Bergtflrand.  Sur  la  parallaxe 
d'une  ^ile  dans  le  voisinage  de  61  Gjgne. 
B.V.A.8.  68.  429. 

680.  *G.  W.  Hm.  On  the  use  of  the 
sphero-cone  in  astronomj.  A.  J.B.  22.  68. 

Siehe  auch  69;  76;  76;  114;  421. 

Sonnenbewesrui^« 

681.  V.  G.  PoUer.  A  new  determi- 
nation  of  the  solar  motion.  A.J.B.  21. 
134. 

682.  *W,W.Campbeü.  Apreliminary 
determination  of  the  motion  of  the  solar 
eystcm.    A.  J.C.  18.  80;  P.A.S.F.  13. 61. 


Tentative  researches 
and     solar    motion. 


688.  *L.  Boss. 
upon  precession 
A.J.B.  21.  161. 

684.  *W.  Sandemann.    The  path  of 
the  sun.    K.L.  24.  62. 


Erdbewegrimg. 

686.  *C,  Flamarion.  Les  12  mou- 
vements  de  la  Terre.    B.S.  A.F.  16.  262. 

686.  D.  Hectar,  The  equatorial  com- 
ponent  of  the  earths  motion  in  space. 
T.N.Z.I.  84.  618. 

687.  F.  FoUe.  Sur  les  variations 
joumali^res  de  la  latitude  et  du  m^ri- 
dien  dans  le  syst^e  de  Taxe  instantan^. 
B.A.B.  1902.  201. 

688.  *T.  Albrecht.  Die  Veränderlich- 
keit der  geographischen  Breiten.  V.  I.  G.G. 
7.  18. 

689.  *8.  a  Chandkr.  Definitive  for- 
mules  for  Computing  variations  of  lati- 
tude.   A.J.B.  21.  119. 

690.  Ä.  F.  Baecklimd.  Ett  bidrag 
tili  teorien  fÖr  polens  rörelse.  A.V.A.S. 
27.  No.  1. 

691.  J.  P4ro€he.  Le  balancement  po- 
laire.    A.S.6.N.  29.  216. 

692.  *U.  8.  Wbodicard.  The  effects 
of  secular  cooling  and  meteoric  dust  on 
the  length  of  the  terrestrial  daj.  A.J.B. 
21.  169;  S.  14.  402. 

Siehe  auch  264;  632;  762;  769;  760; 
770;  778;  796. 

Mondbewegnng. 

698.  H  Ändoyer.  Sur  l'acc^^ration 
säculaire  de  la  longitude  moyenne  de 
la  lune.    C.B.  136.  432. 

Siehe  auch  771. 


Planetenbewegiing. 

694.  *F.  B.  MauÜon.  A  general 
method  of  determining  the  elements  of 
Orbits  of  all  excentricities  from  3  ob- 
servations.    A.J.B.  22.  43;   S.  14.  399. 

695.  *J,  Biniker.  Ein  empirisches 
Gesetz  über  die  Achsendrehung  der 
Planeten.    A.R.L.  3.  324. 

696.  *W.  K.  Pickering.  Explanation 
of  the  inclination  of  the  planetary  axes. 
A.J.B.  22.  66. 

697.  M.  Smdeyre.  Les  inägalitäs  de 
Mercure  et  la  p^riodicit^  des  uches  so- 
laires.    B.S.A.F.  16.  402. 
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698«  Deichmüller.  Erste  Bestimmung 
der  Botationszeit  des  Planeten  £ros. 
S.N.G.B.  1901.  A.  37. 

699.  11.  Poincari.  Les  Solutions  p^- 
riodiques  des  planstes  du  type  d'H^cube. 
B.A.  19.  177. 

700*  H.  Poineare.    Sur  les   planstes 
du  type  d'H^cube.    B.A.  19.  289. 
Siehe  auch  715. 

Kometenbewegnng. 

701,  *J.  Mizvhara.  Determination 
of  the  elements  of  parabolic  orbit  of  a 
comet  by  graphical  process.   J.T.  8.  216. 


702, 


Meteoritenbewegung. 

0.    Callandreau,    Sur   quelques 


particularit^s  de  la  throne  des  ^toiles 
filantes.     CR.  135.  557. 

708.  *B,  Coökson.  On  the  accuracy 
of  eye-observations  of  meteors  and  the 
determination  of  their  radiant  point. 
M.N.  A.S.  61. 132;  618.  —  H.  C.  Plummer 
368. 

704.  G.  Gnmdmann.  Über  die  Bahn 
des  am  15.  Juli  1900  vornehmlich  in 
Schlesien  beobachteten  hellen  Meteors. 
J.S.G.  78.  37. 

DoppelBtembewegnng. 

706.  *H.  N.  Bussen.  An  improved 
method  of  calculating  the  orbit  of  a 
spectroscopic   binary.     A.J.C.   15.   252. 

706.  V.  Älberti.  Su  la  determinazione 
grafica  delF  orbita  reale  nella  teoria 
delle  stelle  doppie.    R.A.N.  (8)  8.  108. 

Finsternisse. 

707.  *G.  Grablovitz.  Calcolo  appros- 
simativo  della  congiunzione  apparente 
per  la  occultazioni  lunari.  M.S.S.I.  29. 
194. 

708.  *H.  C.  Plummer,  On  a  method 
of  reducing  occultations  of  stars  by  the 
moon.     M.N.A.S.  61.  145. 

709.  *M.  Pevcov.  Predvycislenie  po- 
krytii  etc.  (Abgekürzte  Methode  einer 
Yorausberechnung  der  Fixstembedeckun- 
gen  vom  Monde  und  der  Sonnenfinster- 
nisse für  gegebene  örter).  B.R.A.G.  8. 
106. 

Stöningen. 

710.  *T.  Lem-Civitä.  Sulla  forma 
dello  sviluppo  della  fiinzione  pertur- 
batrice.    A.I.V.  3.  654. 


711.  Simanin,  Sur  les  ^uations 
canoniques  et  la  fonction  perturbatrice. 
B.A.  19.  129. 

712.  V.  Morrison.  Greneral  pertur- 
bations  and  the  perturbative  functioiL. 
P.A.  9.  130;  249;  436. 

718.  0.  CaUandreau.  Sur  le  calcol 
num^rique  des  coefficients  dans  le  deve- 
loppement  de  la  fonction  perturbatrice, 
J.E.P.  (2)  7.  29. 

714.  *P.V.Neugehauer.  Ein  Beitrag 
zur  Theorie  der  speziellen  Stönmgen. 
M.U.S.B.  1.  71. 

716.  C.  B.  S.  CavoRin.  Contributions 
to  the  theory  of  the  secular  perturbations 
of  the  planets.    B.V.A.S.  58.  686. 

716.  ♦C.  F.  L,  Charlier.  Zur  Theorie 
der  säkularen  Störungen.    M.L.A.0. 15. 

717.  *G.  Noren  uud  S.  Baab.  Hilfs- 
tafeln zur  Berechnung  der  säkularen 
Störungen  der  kleinen  Planeten.  M.L 
A.O.  2. 

718.  *Ä.  Idman.     Bemerk 
einem  Satz  von  Leverrier  die  sei 
Störungen  der  kleinen  Planeten  betreffend. 
M.L.A.0.  14. 

719.  *0.  CaUandreau.  Propri^tÄ  d'mie 
certaine  anomalie  pouvant  remplacer 
les  anomalies  d^jä  connues  dans  le 
calcul  des  perturbations  des  petites  pb- 
n^tes.     C.;B.  134.  1478;  185.  8. 

Yielkörperproblem. 

720.  *Ä  Hall.  The  problem  of  8  bodie«. 
A.J.B.  21.  113. 

Siehe  auch  89;  188. 

Kosmologie. 

721.  *A.  Gareis.  Beitri^^e  zur  Cos- 
mogenie.    M.A.G.S.  29.  877. 

722.  P.  Barbarin.  Sur  le  param^tre 
de  rUnivers.    P.S.B.  1900—1901.  71. 

728.  *Lord  Kelvin,  On  the  dustering 
of  gravitational  matter  in  any  part  of 
the  Universe.    R.B.A.  71.  663. 

724.  *B.  S.  Woodtoard.  The  energy 
of  condensation  of  stellar  bodies.  S.  16. 
262. 

726.  *B.  V.  Kövesligethy.  Az  ^testek 
fejlöd^se  ^s  a  Föld  kora.  ■  (Entwicklung 
der  Himmelskörper  und  Alter  der  Erde). 
M.T.E.  19.  178. 

726.  *P.  Budzki.  0  wieku  ziemi 
(Über  das  Alter  der  Erde).    C.  A,C,  41. 96. 

727.  *du  Ligond^.  Sur  les  planetef 
t^escopiques.    B.S.A.F.  16.  358. 

728.  L.  Picart.  Sur  une  hyx>oth69e. 
concemant  Torigine  des  satellites.  CR. 
134.  1409. 
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789.   *T.  a  Chamberlin.    On  a  poa- 
sible  fdnction   of   disraptive  approach 
in  the  formation  of  meteorites,  cometes 
and  nebnlae.    A.J.C.  14.  17. 
Siehe  auch  181;  212. 

Astrophysik. 

780.  *S.  Ä.  Savmder.    The  stereogra- 

?hic  projecüon  of  the  celestial  sphere. 
.B.A.A.  11.  209. 

781.  M.  F.  Eudzki.  0  prawie  roz- 
kladn  temperatury  wewn^trz  ciala  gazo- 
wego  niebieskiego.  (Über  das  Gesetz 
der  yerteUuii^  der  Temperatur  im  Innern 
eines  gasförmigen  Himmelskörpers.)  T.W. 
13.  341. 

788.  :P.  Budzki.  Note  sur  la  loi  de 
la  temp^ratore  dans  un  corps  eheste 
gazenx    B.A.  19.  134. 

788.  C.  Bwrus.  The  flower-like 
distortion  of  the  Coronas  due  to 
graded  clondj  condensation.  A.  J.  S. 
(4)  13.  809. 

784.  F.  Büke.  Pröba  zastosowania 
bad&6  hydrodynamicznych  do  protu- 
berancyj  slonecznych.  (Versuch  einer 
Anwendung  der  hydrodynamischen 
Theorie  auf  die  Sonnenprotuberanzen). 
W.M.  6.  147. 
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In  Haraiann  Koehs  Verlag  in  Rostock  I.  M.  erschien: 
Dr.  E.  Wrobel 

Übungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra- 

iV'il    I:  Pensum  der  Tertia  und  Untersekunda,     geb.  3.S0  JC 
.'eil  II:  Pensum  der  Obersekunda  und  Prima  des  Gymnasiums,    geb.  1.60  «^ 
It^iin  mit  Anhang:    Pensum   der   Obersekunda  und  Prima   der   Oberreal- 
schulen, Realgymnasien  und  verwandter  Lehranstalten,     geb.  2.4:0  JC 
Offizien  geaebmiot  von  den  Unterrichte-NinieterieD  PreuBens,  SacheeBe,  Oldenburgs. 

Wrobels  Übungsbuch  ist  genau  den  neuen  preußischen  Lehrpl&nen  angepaßt. 
\-  ist  durchweg  sehr  günstig  beurteilt  worden. 

Offijciell  eingeführt  ist  das  Buch  an  42  Anstalten,  eine  größere  Anzahl  Ein- 
'  IruDgen  ist  in  Aussicht  gestellt.  Einführungen  unterstütze  ich  nach  Erfordernis 
■  -.rch  Bewährung  einer  dem.  ersten  Gesamtbedarfe  entsprechenden  Anzahl  von  Frei- 
.  xtimplaren  für  unbemittelte  Schüler. 

Zur  Prüfung  werden  gern  Exemplare  zur  Ansicht  gesandt,  auch  liefert  solche 
»de  Buchhandlung. 

Neuester  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

EncyklopAdie  der  Mathematischen  Wissenschaften,  mit  Einschlufs  ihrer 
Anwendungen.  Hrsg.  im  Auftrage  der  Akademien  der  Wissenschaften  zu  München 
und  Wien  und  der  Gesellsdiaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  sowie  unter 
Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen.   In  7  Bänden  zu  je  6 — 8  Heften,    gr.  8.   geh. 


Biiher  eriohien: 
•   Arltkmetlk  «ad  Algebra,  red.  von  Frz.  Meyer. 

rl.ft:  1.  [118  B.}  1898.  JC$.40\  2.  [US  8.]  1899. 
JC  3.40;  S.  ins  8.3  1899.  .iC  S.80;  4.  [160  8.] 
>^d.  JL  4.80;  5.  [208  8.]  1900.  JC  6.40;  6.  872  8.] 
Kvl  J«:  7.S0;  7.  [128  8.}  1902.  JCd.W, 

Ii   An  Alf  Uli,  2  TeUe,  red.  von  H.  BnrkJtardt. 
LTeiL  Heft:  1.  [160  8.]  1899.  JiA.80;  2./3.  [240  8.] 
L'OO.   JC   7.60;   4.    [160   8.]    «^4.80.     XL  TbH 
tieft:  1.  [175  8.]    1901.   Ji5.20. 

Ui  (•eometiie.  8  TeOe,  red.  ron  Frz.  Meyer 


U.  Tea    Heft:  1.    [160  8]    1908.    JC  4.90. 
IIL  TeiL    Heft:  1.    [188  8.]    1902.    JC  6.40. 


TV.  ■ecbanik,  2  Teile,  red.  von  F.  KlelB. 

LTefl.  Heft:  1.  [1218.]  1901.  »^8.40;  2.  [156  8.] 

1902.   .^4.60. 
ILTea  Heft:l.  [147  8.]  1901.  ^8.80;  2.  [1818.] 

1908     JC  8  80. 
y.  Pbytlk,  2  TeUe,  red.  von  A.  SoBinerfaU. 
L  Tea    Heft:  1.    [160  8.]    1908.    ^4.80. 

unter  der  Preise:  ^ 

VL  1 :  Geod&ele  n.  Geophysik,  red.  ▼.  E.  Wlechert. 

In  Vorbereitung: 
VL  2:  AttrOBomle,  red.  Ton  K.  SchwanMUld. 
yn.  Historlielie,  phlloiophisehe  und  dldaktisehe 
Fragen  behandelnd,  sowie  Generalregliter« 

Bauer,  Dr.  GuBtay^  Greheimrat,  o.  Professor  an  der  Universität  München,  Vorlesungen 
überAlgebra.  Im  Auftrage  des  mathematischen  Vereins  München  herausgegeben 
von  Dr.  Karl  Doshlsicaiui,  a.  o.  Professor  an  der  Universität  München.  Mit  dem 
Porträt  Gustav  Bauers  als  Titelbild  und  11  Figuren  im  Text.  [VI  u.  876  S.] 
gr.  8.     1903.    geh.  n.  JC  12.—,  geb.  n.  .^  13.— 

Berichte^  MathematlBohe  und  Natorwissensohaftliohe  aus  Ungarn.  Mit  Unter- 
stützung der  Uuffarischen  Akademie  der  Wissenschaften  und  der  Egl.  Ungar. 
naturwiflsenBchaftüchen  Gesellschaft  herausgegeben  von  Roland  Bason  Eötvös, 
JuLiuti  KdHia,  Kabi.  von  Thah.    Redigiert  von  August  Hellsb.    17.  Band.    [VII 
-  u.  864  S.l    gr.  8.     1902.    geh.  n.  «^  8.— 
18.  Band.    |^  u.  477  S.]    gr.  8.     1903.    geh.  n.  c^ü  8.— 

Bolyai  de  Bolya.  Joannes  ^  Libellus  post  saeculum  quam  Anno  MDCCCn  a.  d. 
XVUl  Ealendas  Januarias  Claudiopoli  natus  est,  ad  celebrandam  memoriam 
eius  immortalem,  ex  consilio  ordinis  Math^maticomm  et  Naturae  scrutatorum 
regiae  Litterarum  Universitatis  Hungaricae  Prancisco-Josephinae  Claudiopolitanae 
editus.    4.     [XVI  u.  164  S.]    gr.  8.     1902.    geh.  UK  6.— 

Appendix  scientiam  spatii  absolute  veram  exhibens, 

a  veritate  aut  fedsitate  axiomatis  XI.  Euclidei,  a  priori  haud  unquam  decidenda, 
independentem,  adiecta  ad  casum  falsitatis  quadratura  circuli  geometrica. 
Editio  nova  oblata  ab  Academia  Scientiarum  Hungarica  ad  diem  natalem 
centesimum  auctoris  concelebrandum.  Ediderunt  Iosbphub  Kürschak,  Mauritius 
Eltht,  Bsia  TötÖsst  DB  Zepbthnek,  Academiae  Scientia]him  Hungaricae  sodales. 
4.    [Vin  u.  40  S.]    1903.     geh,  n.  .ä:  4.— 
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maicbinen.    Mit  45  Figuren  im  Text  iiud  auf  einer  wppeltafel 
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den  Tejrt  gedeckten  Figiinsn.     [304  S,]     gr,  8.     1»0», 
fitud^Tf  S.,  Geometrie  der  Dynamen.     Die  Zn&ämm0B^ 
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und  einer  Talü.    [XHI  n.  003  S.j   gr.  g.    id03.  geb  n,  .k 
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B^  Alle  f&r  die  Bedaktion  bestimmten  Sendongen  (Briefe,  ManniiltTipta,  Be- 
Bensionsexemplare  u.  b.  w.)  sind  an  den  geschäftsführenden  Bedakteor: 

Prof.  Dr.  B.  Mehmke,  Stuttgart ,  Weißenburgstraße  S9 

Bu  richten.  Es  nimmt  aber  auch  Prof«  Dr.  O.  Bunge,  Hannover- Eirchrode,  Kaiaes 
Wilhelmstr.  9,  Sendungen  fär  die  Bedaktion  an. 

9m^  Die  IBCerren  Verfasser  erhalten  unentgeltlich  Ton  größeren  Aufiiitsen  80 
mit  Umschlag  Tersehene  8onderabdruoke,.von  kleineren  Beitrfigen,  Mitteilungen, 
Besensionen  u.  s.  w.  10  Absüge  der  betr.  8eiten;  eine  größere  Anwihl  dagegen,  ala  die 
genannte,  au  den  Herstellungskosten. 

B^  Jeder  Band  der  Zeitschrift  umfafit  82  Druckbogen  in  4  Heften  und  kostet 
ao  Mark;  es  werden  Jfihrlich  etwa  6  Hefte  ausgegeben.  Alle  Buchhandlungen  und 
Postanstalten  nehmen  Bestellungen  an. 
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über  die  gfiiwtigsten  Ponktlagen  beim  „Einschneiden".    Ton  Otto  EaaBBT.    145 


^,^0  COLLECT  i 

OCT  7  i^^ia 

Über  die  gttnstigsten  Pnnktlagelr  oeim  ^^jEmsclmeiden". 

Von  Otto  Eggebt  in  Berlin. 
(Mit  einer  Doppeltafel  in  Lithographie.) 

Seit  &at  drei  Jahrhunderten  werden  die  einfachen  trigono- 
mebrischen  Punktbestimmnngen  durch  ^^ Vorwärtsabschneiden'^,  „Seitwärts- 
abschneiden'' und  ^^ückwärtseinschneiden^'  von  allen  Geodäten  praktisch 
ausgeübt.  Fast  ebenso  alt  ist  wohl  das  Bestreben^  sich  über  die 
Einflüsse  der  Messungsfehler  in  der  Anwendung  dieser  Methoden  bei 
Terschiedener  Lage  der  in  Betracht  kommenden  Messungspunkte 
Bechenschaft  zu  geben,  und  einzelne  Beziehungen  sind  wohl  bald  nach 
der  Erfindung  der  Messxmgsmethoden  erkannt  worden.  Die  Unter- 
suchungen ergaben  jedoch  selten  übereinstimmende,  häufig  sogar  sich 
widersprechende  Resultate,  je  nach  den  Voraussetzungen,  yc  i  denen 
man  ausging,  oder  auch  nach  dem  GenauigkeitsmaB,  das  zur  Anwendung 
gelangte.  Erst  die  Entwicklung  der  Fehlertheorie,  und  namentlich 
die  Einführung  der  Fehlerellipse  gaben  geeignete  Mittel,  einwandfreie 
Untersuchungen  über  die  beste  Ausnutzung  der  drei  Methoden  an- 
zustellen. Die  Arbeiten  von  Helmert  und  Jordan^)  sind  auf  diesem 
Gebiet  grundlegend  gewesen. 

In  der  erstgenannten  Abhandlung  wird  in  dem  hier  in  Betracht 
kommenden  Teil  vorzugsweise  die  Vergleichung  der  Genauigkeit  der 
einzelnen  Methoden  bei  Aufwendung  gleicher  Mühe  auf  Grund  der 
Fehlertheorie  durchgeführt,  während  Jordan  die  Genauigkeit  ver- 
schiedener Falle  der  einzelnen  Methoden  mit  einander  vergleicht. 

Wenn  es  auch  nie  möglich  sein  wird,  allgemeine  Gesetze  auf- 
zustellen, die  im  stände  sind,  die  Fragen  der  Praxis  erschöpfend  zu 
beantworten,  so  gibt  es  doch  sehr  viele  praktische  Fälle,  in  denen  die 
gefundenen  G^etze  mit  Vorteil  angewendet  werden  können. 

1)  Helmert,  Stadien  über  rationelle  YermesBnngen  im  Gebiete  der  höheren 
Geod&Bie.  Zeitflchr.  f.  Math.  n.  Phys.  Bd.  Xm  1868.  S.  78  n.ff.  Jordan,  Über 
die  Grenauigkeit  einfacher  geodätischer  Operationen.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
Bd.  XVI.  1871.  S.  397  u.  ff.  Vgl.  auch  Handbuch  der  Yermessmigskande. 
8.  Aufl.    Bd.  I.    1888.    S.  296  u.  ff. 

TMUcbM  f.  Mathematik  u.  Phyilk.  49.  Band.  1908.  2.  Heft.  JOg.^.^^^  ^^  GoOQIc 
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In  der  yorliegenden  Abhandlung  ist  die  Frage  nach  der  günstigaten 
PunkÜage  bei  den  einzelnenen  Methoden  hauptsachlich  Gegenstand  der 
Erörterung. 

Da  die  Untersuchungen  von  der  Fehlerellipse  ausgehen^  so  sollen 
zunächst  auf  einfachem  Wege  die  Formeln  der  Fehlerellipse  entwickelt 
werden. 

I.  Die  FeUerellipse. 

Zur  Bestimmung  der  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  eines 
Punktes  P  seien  die  Fehlergleichungen 

^  =  —  ii  +  »la?  +  6iy 
A,  =■  —  i,  +  a^a;  +  \y 

mit  gleichen  Gewichten  gegeben^  worin  die  X  die  Verbesserungen  der 
Beobachtungen  l^  und  die  a  und  h  gegebene  Koeffizienten  sind.  Hieraus 
geht  bekanntlich  das  folgende  System  der  Normalgleichungen  herror: 

\ad\x  +  [a6]y  —  \aX\  =  0 

[aft>+[66]y-[6q«0, 

aus  dem  die  Werte  der  Unbekannten  und  deren  Gewichte  berechnet 
werden  können. 

Drehen  wir  nun  das  Koordinatensystem  rechtsULufig  um  den 
Winkel  9,  imd  bezeichnen  die  Koordinaten  des  Punktes  P  im  neuen 
System  mit  x'  und  y\  so  ist 


«' 

= 

rr  COS  9?  +  y  sin  9 

y' 

=  - 

-  rc  sin  9  +  y  cos  9 

oder 

in  einfacher  Form 

x' 

«      ux  +  vy 
=  —  va:  +  !*y. 

halt« 

Da  also  x'  und  y'  lineare  Funktionen  von  x  und  y  sind,  so  er- 
m  wir  far  die  Gewichte  von  x'  und  y'  nach  der  Ausgleichung 

1 

9x' 

u«         (r.l)« 

1 
9y' 

_    t;«         (u.l)« 
[aa]    '    [66.1]' 
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[«&], 


ist. 


(..i)-.-p. 
(»■»-»+^'' 

1         C08*  9         (['Oio]  Bin  9  —  [« &]  cos  y)* 

1    sin*  9         ([öö]  cos  9  +  [ab]  sin  9)* 

V  "  T«^       ([aa][66]-[a&r[a&]T[S5] 

oder  umgeformt 

1        ([&6]  —  [gg])  cos*  9  —  [a6]  sin  29  +  [gg] 
P«'""  [ag][&6]~[g6]* 

Ist  y  derjenige  Wert  von  (p^  fttr  den  —  ein  Maximum  wird,  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  von  y 

-  ([66]  -  [aä\)  sin  2y  —  2[a6]  cos  2y  -  0 

tg2y j ^—^ 


[66] -[gg] 


Wir  führen  nun  för  g>  eine  neue  Veränderliche  tp'  ein,  die  von 
der  Richtung  des  Maximums  von  —  aus  gezahlt  wird,  so  daß 

ist.     Dann  geht  —  über  in 
9x' 

1^   dph]  —  [gg])  (cos  y  cos  9'  —  sin  y  sin  9')* 

^:"  [gg][6&]-[g&]* 

lab]  (sin  2y  cos  29'  -f-  cos  2y  sin  29")  -f  [gg] 
~    ~  [gg]  [66]  -  [g&]» 

"  [ag][66]-[g6]«  {(l>^~[g^])(co8'y -8"^Vcos2y^-^sin2ysin2yO 

—  [a6]  (sin  2y  cos  2^?'  +  cos  2y  sin  2q>')  +  [aa]]- 

Zur  Umformung    dieses   Ausdrucks    mit   Hilfe   des   vorstehenden 
Wertes  von  tg  2y  haben  wir  die  bekannten  goniometrischen  Formeln 

•     o  tg2y  —  2[g6] 

sm  2y  =    ,    '^  - — :  =  ^    -*  ^ 

yi  +  tg*2y       V([66]-[gg])«  +  *[a6]* 

o  1  [66]  — [gg] 

cos  2y « — =  *•    -*      '^     •*       — 

yi  +  tg«2y       l/([&6]-[gg])*  +  4[g&]« 


gin«y  =  ^~^o«^y  _  ya66]  -  [gg])'  +  4^^'  li^^jl^  t«a]) 
2  2y([ö6]-[«gi)«"+i[a6]« 

lOlligitizedbyV^OOgle 
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Hiermit  laßt  sich  —  leicht  umformen  in 
9x' 


1    _  [6&]  +  [gg]  +  V(l>^  —  [qq])*  +  4[aq»  (cos'  g,'  —  sin«  yO 
P,'"  2([aa][&6]-[a&]«) 

_  ([^^]  +  [gq]  +  VCP»^ — [og])*  +  ^i^[q^)  cos'  y' 

""  2([aa][66]  — [a6]«) 

([6q  +  [qg]  -  V(P&]  -  [gg])'  +  4[ä&p)  sin*  y  ^ 


+  2([ag][6&]-[g6]«) 


Setzen  wir 


im  +  [gg]  +  V([66]  -  [gg])'  +  4[^'  ^    ., 
2([agl[&M  — [gdl«)  ^' 


i([gg][&&]-[g6]«) 


[66]  +  [gg]-V([&6]-[gg])«  +  4[g6]«^  yy 
2([ga][&&]  — [g&]")  ' 

SO  ist  die  Gleichung 

(2)  —  =  4«  cos«  9?'  +  ^  sin«  9; 

bekanntlich  die  Polargleichxmg  der  Fußpunktskurre  einer  Ellipse  mit 
den  Halbachsen  Ä  und  B. 

Für  —  laßt  sich  das  Ergebnis  sofort  hinschreiben,  da  in  (2)  nur 
9'  durch  90®  +  9'  zu  ersetzen  ist. 
(2*)  —  =»  ^»  sin»  fp'  +  B"  cos»  9'. 

Denken  wir  uns  die  dem  Punkte  P  nach  allen  Richtungen  hin  zu- 
kommenden mittleren  Fehler  als  Strecken  aufgetragen  und  durch  ihre 
Endpunkte  Normalen  gelegt,  so  schließen  alle  diese  Normalen  eine 
Ellipse  ein,  die  die  „mittlere  FehlereUipse'^  genannt  wird,  und  deren 
Halbachsen  Ä(i  und  B(i  sind,  wenn  ft  den  mittleren  Fehler  der  Gewichts- 
einheit bezeichnet.     Das  Azimut  y  der  großen  Achse  ergibt  sich  ans 

Die  Großen  Ä  und  B  sind  abhangig  von  den  drei  Koeffizienten 
[aa],  [bli]  und  [ah]  der  Normalgleichungen.    Setzen  wir 

[gg]  [gg]       '^^ 

so  ist 

.,  r- ..  _  «  +  l  +  V(«-l)'  +  4f»' 
^LooJ-  2(«-(J»)  ' 
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wodurch  einerseits  die  Berechnung  der  Fehlerellipse  erleichtert  ist^ 
andrerseits  aber  aach  die  Möglichkeit  gegeben  wird^  die  Großen  Äy[aa] 
und  Sy[aa]  in  Tafeln  mit  den  beiden  Argumenten  a  und  ß  zur  Dar- 
steUnng  zu  bringen.  In  Fig.  1  (siehe  Tafel)  ist  eine  solche  Tafel  an- 
gedeutet unter  der  Voraussetzung^  daß  man  die  Unbekannten  x  und  y 
aus  der  Ausgleichung  in  dm  erhalt.    Ist  \bb]  >  laa]y  so  ist 

zu    setzen^    und    die   Tafel    gibt   dann  die  Werte  von  J.y[66]  und 

Bei  Benutzung  einer  solchen  Tafel  macht  die  Berechnung  der 
Fehlerellipse  weniger  Mühe  als  die  der  mittleren  Fehler  in  den  Ko- 
ordinaten X  und  y,  die  eine  Beurteilung  der  Genauigkeit  der  Punkt- 
bestimmung nur  nach  zwei  Richtungen  hin  gestatten. 

Die  Ausdrücke   -ß=z  und  -—^  geben  die  gleichzeitigen  mittleren 

V9x'  y  9y' 

Verschiebungen  des  Punktes  P  in  zwei  aufeinander  senkrecht  stehenden 
Richtungen  an.  Es  laßt  sich  nun  die  aus  diesen  beiden  mittleren 
Verschiebungen  resultierende  mittlere  Gesamtverschiebung  berechnen. 
Wir  gehen  hierzu  auf  die  von  G.  F.  Gauß  gegebene  Definition  des 
mittleren  Fehlers  zurück.  Bezeichnen  wir  die  in  zwei  aufeinander 
senkrechten  Richtungen  auftretenden  wahren  Fehler  mit  £|  und  e^y  so 
ist  der  wahre  Fehler  des  Punktes 


und  wenn  wir  nun  für  b^  und  b^  einen  stetigen  Verlauf  zwischen  be- 
stimmten Grenzen  —  ci,  -f-  et  und  —  £n;  +  ^n^  außerhalb  deren  sie  nicht 
mehr  Torkommen  sollen,  annehmen,  so  ist  für  den  mittleren  Fehler 
des  Punktes  nach  0.  F.  Gauß 

-•i— n 

worin  9>(z/)  bekanntlich  die  Wahrscheinlichkeit  von  z/  ist.  Es  ist 
aber  9>(-^)  =  v{!h)vih)y  ^^^ 
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Wenn  wir  nun  von  der  Annahme  des  stetigen  Verlaufs  von  e^  und  «, 
absehen  und  e^  und  £,  gleichsam  sprungweise  um  de^  und  de^  wachsen 
lassen^  so  können  wir  für  M^  auch  setzen 

-f»    +  OD 

—  00  00 

wobei  aber  berücksichtigt  werden  muß,  daß  jetzt  9?(5i)  •  de^  und  9(^2)  '^^ 
die  Wahrscheinlichkeiten  dafür  bezeichnen,  daß  s^  und  €^  in  den  Inter- 
vallen «1  bis  «1  +  d*!  und  e^  bis  s^  +  ds^  liegen.^)  Gleichzeitig  sind 
die  Grenzen  der  Integrale  von  —  cx>  bis  +  ^x)  ausgedehnt,  was  nach  der 
Definition  von  £j  und  %  zulassig  ist.    Demnach  ist 

+  00  +00  -|-<»  -|-  OD 

—  OD  ^—  OD  ^—  OD  —  OD 

Da 

-|-  OD  +  OD 

1  <p(x)dx  =1,       /  x^q>(x)dx  =  (il 

OD  —  OD 

ist,  so  bleibt 

Aus  (2)  und  (2*)  erhalten  wir 

(4)  Jlf «  -  (i\A^  +  B^, 

woraus  ersichtlich  ist,  daß  M  von  der  Richtung  der  Koordinatenachsen 
unabhängig  und  deshalb  sehr  gut  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  der 
Punktbestimmung  geeignet  ist. 

Was  nun  die  Frage  nach  der  günstigsten  Punktbestimmung  an- 
betrifft, so  kann  man  zunächst  diejenige  Bestimmung  als  die  günstigste 
bezeichnen,  in  der  die  Halbachsen  der  Fehlerellipse  möglichst  klein 
sind,  was  durch  das  Minimum  von  M  ausgedrückt  wird.  Zweitens 
kann  man  aber  auch  die  Bedingung  der  nach  allen  Richtungen  hin 
gleichmäßig  guten  Bestimmung  stellen,  die  durch  eine  kreisförmige 
FehlereUipse  mit  möglichst  kleinem  Radius  erfüllt  wird.  Im  folgenden 
sollen  beide  Gesichtspunkte  erörtert  werden,  der  erstere,  weil  er  ein- 
wandsfireier  ist,  der  letztere,  weil  er  zu  einfachen  geometrischen  Be- 
ziehungen führt 


1)  Vgl.  Helmert,  Die  Ausgleichnngsrechnung  nach  der  Methode  der  kleinfiten 
Quadrate.    Leipzig  1872.  S.  15. 
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n.  Vorwärtsabsclmeiden. 

Ein  Pnnkt  P  sei  durch  Messimg  zweier  Winkel  von  gleichem 
Gewicht  von  zwei  gegebeaen  Festpunkten  aus  bestimmt.  Obgleich 
keine  überschüssigen  Messungen  vorliegen,  können  wir  doch  die  Fehler- 
gleichungen zur  Oewichtsbestimmung  aufstellen.     Sie  lauten 

ii-^-k  +  ^^  +  hy 

X^^-l^  +  a^x  +  h^y, 

worin  x  und  y  die  Koordinaten  von  P;  die  a  und  b  die  bekannten 
Richtungskoeffizienten  bezeichnen.     Nach  (1)  haben  wir  dann 


Sind  die  Azimute  der  Yisierstrahlen  von  P  nach  den  Festpunkten  ip^ 

nnd  92;  ^^^  Längen  s^  und  s,?  ^^  ^^^  bekanntlich 

sin  op.     //         ,              cos  9i    „ 
«1  =  -i^  9  ,      h ^  9  , 

a,--^P,      h ^9 

Hiermit  geht  der  Zähler  Ton  A*  über  in 


und  der  Nenner  in 


2^ 


'4 


und  hieraus 


,.v  .,       s\  +  8\  +  VW  +  gj)'  ~  ^S\8\  Bin«  (y^  -  y,) 

W  ^"  2^"« Bin« (9, -9.) 

Entsprechend  findet  sich 


/f;\  ™       g?  +  gj  —  VW  +  *;)'  —  ^g?g}  Bin«  (y^  —  y,) 

W  ^   =  2^"«8in«(y,-y,) 

Wir  gehen  nun  nach  der  umstehenden  Figur  2  zu  rechtwinkligen 
Koordinaten  über.  ^»^i 

5j-y»  +  a;»-aa;  +  ^,    ^^  =.y»  + «:»  + aa;  +  y>     y*  +  a;*  +  t  •=  «», 
s»  +  j^  -  2«»,      i^  •  «^  =  «*  -  a»«», 
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um  Zahlenwerte  zu  erlangen,  setzen  wir  a^lhm  und  9"  =» 206 265 
und  erhalten  —^ 

woraus  sich  Ä  in  mm  ergibt. 

Setzen  wir  hierin  einen  bestimmten  Wert  von  Ä  ein,  so  stellt  die 
Gleichung  die  Kurve  dar,  die  alle  Punkte  mit  derselben  großen  Halb- 
achse   der    Fehlerellipse    yer- 
I  bindet.  Entsprechend  stellt  die 

j^y  Gleichung 


Fig.  8. 


5=]/(^^-V^H^(^-4,8o 


dieselbe  Kurve  fär  die  kleine 
Halbachse  B  dar. 

In  Fig.  3  (siehe  Tafel)  sind 
nach  diesen  beiden  Gleichungen 
die  Kurven  für  verschiedene 
Werte  von  Ä  und  B  entworfen. 
Sehen  wir  nun  denjenigen 
Punkt  als  am  besten  bestimmt 
an,  dessen  Fehlerellipse  in  einen 
Kreis  übergeht,  für  den  also  Ä  =  B  ist,  so  finden  wir  nur  einen 
einzigen  Punkt,  der  dieser  Bedingung  entspricht,  nämlich  den,  bei 
dem  die  gleichlangen  Yisierstrahlen  sich  unter  einem  Winkel  von  90' 
schneiden. 

Jordan  bezeichnet  f&r  das  Yorwärtsabschneiden  den  Winkel  von 
109^  28'  ab  günstigsten  Schnittwinkel  gleichlanger  Yisierstrahlen,  indem 
er  von  der  Bedingung  der  kreisförmigen  Fehlerellipse  absieht  und  den 
Wert  von  M  möglichst  klein  macht.  Aber  selbst  unter  dieser  Yoraus- 
setzung  ist  der  Jordansche  Schnittwinkel  von  109®  28'  nicht  unter 
allen  umstanden  als  der  günstigste  zu  bezeichnen.  Nach  (5)  haben 
wir  nämlich 


S\  +  8\ 


^"sin«(9i~9,)' 

und  da  für  den  günstigsten  Schnitt  nur  gleiche  Längen  s^  und  5^  in 
Betracht  kommen  können,  so  ist  nach  (4) 

(6)  jjf-^4i^- 

Hieraus  sieht  man,  daß  bei  konstantem  s  der  Wert  von  M  ein  Mini- 
mum erreicht,  wenn  y  =  90®  wird. 
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(7) 


M=ii 


2  2 


Bei  konstantem  a  wird  M  hiemach  sein  Minimum  erreichen,  wenn 

2cos«|-sin*J  =  0    oder    tg|  =  /2 

wird,  woraus  folgt 

y  =  109^  28'. 

Wenn  also  zwei  Festpunkte  P^  und  Pg  (Fig.  4)  gegeben  sind,  und 
der  Neupunkt  beliebig  ausgewählt  werden  kann,  so  wird  der  Punkt 
P  am  besten  bestimmt  sein. 

Wenn  aber  andrerseits  der 
Neupunkt  P  gegeben  ist  und 
beUebig  viele  Festpunkte  in 
gleicher  Entfernung  s  vor- 
handen sind,  so  wird  P  am 
besten  von  Pi  und  Pi  aus 
bestimmt.  Dieser  letztere  Fall 
muß  z.  B.  beachtet  werden, 
wenn  in  einer  Netzskizze  zur  Bestimmung  eines  Punktes  P  eine  Anzahl 
von  Yisierstrahlen  vorliegt,  von  denen  zwei  ausgewählt  werden  sollen, 
die  den  Punkt  P  als  Yorwärtsabschnitt  am  günstigsten  bestimmen. 

In  der  Eurventafel  Fig.  3  kann  man  leicht  diejenigen  Punkte 
finden,  in  denen  Ä^  +  P*  einen  bestimmten  konstanten  Wert  hat.  Ver- 
bindet man  solche  Punkte,  so  erhält  man  die  von  Jordan  a.  a.  0.  S.  301 
gegebenen  Kurven  gleich  genau  bestimmter  Punkte. 

In  Bücksicht  auf  die  späteren  Entwicklungen 
wollen  wir  noch  einen  einfacheren  Ausdruck  für 
den  mittleren  Fehler  M  beim  Vorwärtsabschneiden 
aufstellen.    Nach  (1)  und  (4)  ist 


Flg.  6. 


jMT 


[««3  +  U>h] 


[ad]  [hh]  —  [aby 

Fassen  wir  nun  die  Koeffizienten  a  und  b  der 
beiden  Punkte  Pj  und  P,  als  rechtwinklige  Ko- 
ordinaten zweier  Punkte  p^  und  j),  auf,  so  erhalten  wir  die  neben- 
stehende Figur  5,  die  wir  als  „Abbildung'^  des  Urbildes  Fig.  2  be- 
zeichnen woUen. 
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Ist  A  der  Fläclieniiilialt  des  Dreiecks  op^p^^  so  findet  sich  leicht 

(8)  JIf«>^f-5jt^^ 

und  f&r  den  Fall  gleich  langer  Yisierstrahlen,   die  sich  unter  einem 
Winkel  von  90®  schneiden 

worin  ^^  der  mittlere  Fehler  einer  Winkelmessung  vom  Gewicht  1  iat. 
Ist  fi  der  mittlere  Fehler  einer  Richtungsmessung,  so  ist 

(9)  Jlf=,?f. 

in.  Bückw&rtseinsclmeiden. 

a)  Rückwärtseinschneiden  mit  drei  Richtungen. 

Auf  dem  Punkte  P  seien  zur  Bestimmung  seiner  Koordinaten  nach 
drei  gegebenen  Festpunkten  P^,  P,,  P^  Richtungsmessungen  von 
gleichem  Gewicht  ausgefOlirt. 

Die  drei  Fehlergleichungen  dieser  Richtungen  sind  dann 

Ai  =  — ii  +  Oiaj  +  ft^y  — xr, 
A,  =  —  Zj  +  o^a;  +  6,y  —  0, 

^  =  —  ^8  +  «8^  +  ft^y  —  ^> 

wobei  z  die  Orientierungsunbekannte  bezeichnet.     Hieraus  ergibt  sich 
bekanntlich  nach  Eliminiemng  des  z 

Um   die   weitere  Entwicklung   etwas   zu   vereinfachen,   legen  wir  die 
positive   Richtung  der  Abscissenaohse   in   die  Richtung  (P,  V^  und    | 

nehmen    — ir-  »  -77    als    Längeneinheit    an.     Es    wird    dann    o^  » 0^    I 

61  =»  —  1  und  I 

Ai  =  -«  +  |(~a,-a,)a;  +  |(-2-6,-6,)y 

A,--«  +  i(2a,-a,)a:  +  i(l-ft,  +  2J^)y. 
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Um  die  günstigste  gegenseitige  Lage  der  vier  Punkte  zvl  erörtern,  be- 
trachten wir  zunächst  den  Fall,  in  dem  die  Fehlerellipse  in  einen  Kreis 
übergeht.  Bezeichnen  wir  die  Koeffizienten  von  x  und  y  im  letzten 
Gleichungssystem  mit  a'  und  b',  so  ergeben  sich  aus  (1)  für  A}  ^  & 
die  Bediniruniren 

Bilden  wir  aus  den  vorstehenden  Fehlergleichungen  die  Koeffizienten 
[a'a'],  \b'h'^  und  [a'6'],  so  nehmen  die  Gleichungen  (10)  die  folgende 
Form  an 

[a'JT  =.  a,  +  »8  —  o^ft,  —  0,63  +  2aj,ft2  +  2a,6,  =  0 . 

Wir  wollen  nun  die  Lage  der  Punkte  P,  P^  und  P,  als  gegeben 
ansehen  und  die  Li^e  des  Punktes  P,  den  Gleichungen  (11)  ent- 
sprechend aufsuchen. 

Hierzu  setzen  wir  der  Einfachheit  wegen 

«8  =  «3  +  Y 

fc3  =  A  +  ^'- 
Es  ist  dann 

(12)  "''^^ \{a\-h\-2h,-\)^K, 

nnd  diese  beiden  Gleichungen  geben 

«,  =  ±vT(i  +  M, 

Die  zweite  Gleichung  (12)  bedingt  verschiedene  Vorzeichen  koordinierter 
Werte  von  tt,  und  /S,.     Es  findet  sich  endlich 

a,  =  ^±(l  +  6,)yT, 

Hiervon  können  wir  sofort  eine  Anwendung  machen,  indem  wir 

«»-«1  =  1» 
9,  =  120« 
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setzen  und  aus  den  Gleichungen  (13)  s^  nnd  q>^  ermitteln.    Es  ist  also 


«1 

=  0, 

a,= 

h 

—  1, 

6.. 

_  1 

und  hieraus  findet  sich 

I. 

Oj  = 

2/f, 

h 

1, 

n. 

«8- 

-vT, 

h 

-  +  i 

und  die  Werte 

Ton  5,  und 

9,  sind 

I. 

»1 

_  1 

<P»  = 

60», 

n. 

«! 

,-1, 

<Ps  = 

240». 

Fig.  6. 


Fig.  7. 


In  der  nebenstehenden  Fig.  6  sind  die  den  Ei^ebnissen  I  und  11  enir 
sprechenden  Punktlagen  gezeichnet.    Die  zweite  Figur  war  zu  erwarten, 

es  zeigt  sich  jedoch^  daß  der  durch  die 
erste  Figur  dai^esiellte  Fall  des  Bück- 
wärtseinschneidens  dem  andern  voll- 
ständig gleichwertig  ist. 

Wir   kehren  nun   noch   einmal  zu 

den    beiden    Gleichungen    (13)    zurück. 

Betrachten   wir   die   Größen  o^;  &i;  ^ 

und    &s    als   rechtwinklige   Koordinaten 

der    Punkte  p^    und   p^    und    nehmen 

hierzu  noch  für  den  Punkt  p^  die  Koordinaten  a^  =  0  und  6^  ==  —  1, 

so   lehren  die   beiden  Gleichungen   (13),  daß   die  Punkte  p^   und  p^ 

mit   den   beiden   Punkten  p^   zwei   gleichseitige 

Dreiecke  bilden,   die  die  Seite  p^p^  gemeinsam 

haben. 

Die  Lage  des  Nullpunktes  der  a  und  h 
hat  auf  die  Genauigkeit  der  Punktbestimmimg 
keinen  Einfluß,  da  bei  der  Eliminierung  der 
Orientierungsunbekannten  e  aus  den  Fehler- 
gleichungen die  a  und  b  auf  den  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  PiP^p^  bezogen  werden.  Einem 
gleichseitigen  Dreieck  j)|j92i>8  entsprechen  also  un- 
endlich viele  gleich  günstige  Punktlagen  P^P^Py 
Ein  Fall  bietet  hier  besonderes  Interesse.  Denken  wir  uns  die  beiden 
Punkte  P^  und  P^  gleich  weit  vom  Neupunkt  P  entfernt,  so  daß 
die  Richtungen  PP^^  und  PP^  einen  Winkel  von  60^  einschließen, 
tmd  den  Punkt  P,  in  beliebiger  Richtung  unendlich  fem  li^nd,  so 
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fallt  p^  in  den  Nullpunkt  der  a  und  ly  und  das  Dreieck  PiP^p^  ist 
auch  gleichseitig.    Die  Li^e  der  Punkte  P  ist  also  auch  eine  günstige. 


rig.8. 


Fig.  9. 


/«*^ 


fX 


Diese  Ergebnisse  führen  uns  dazu^  das  Koordinatensystem  der  a 
and  b  i^her  zu  betrachten  und  seine  Beziehungen  zu  dem  ursprünglichen 
System  der  x  und  y  zu  untersuchen. 

Ein  Kreis  vom  Radius  r,  dessen  Mittelpunkt  im  System  der  x  und  y 
die  Polarkoordinaten  6  und  y  hat;  wird  durch  die  Polargleichung 

r*  =  s*  +  ^*  —  2s6  cos  (y  —  q>) 

dargestellt;  in  der  s  und  (p  die  laufenden  Koordinaten  sind.     Geht  der 
Kreis  durch  den  Nullpunkt  0;  so  ist 

s  =  2r  cos  (y  —  q>) 


oder 


Bekamitlich  ist 


s  =  2r  sin  y  sin  9?  +  2r  cos  y  cos  9 

q"         .        sing)    //    ,  cos 9    ,/ 

|--siDy-j^9    +cosy-^^. 


8      ^ 


cos  OD 


also 

(14) 


2r 


=  a  sin  y  —  6  COS  y. 


Betrachten  wir  a  und  b  als  rechtwinklige  Koordinaten;  so  werden  nach 
Gleichung  (14)  alle  KreisC;  die  im  System  x^  y  durch  den  Nullpunkt 
gehen,  im  System  der  a  und  b  durch  gerade  Linien  mit  den  Richtungs- 
winkeln y  das^stelli^) 

1)  Eine  Transformation  der  Entfemnngen  des  Nenpnnktes  von  den  Fest- 
ponkten  nach  resiproken  Radien  hat  Range  angewendet,  um  die  Berechnung  des 
BückwärtseinBchneidenB  auf  die  des  YorwärtsabschneidenB  zurückzufahren.    (Zeit->  ^ 
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Fig.  10. 


Zwei  Kreise,  die  durch  den  Nullpankt  0  gehen,  und  deren  Hittel- 
punkte die  Richtungswinkel  y^  und  y^  haben,  schneiden  sich  unter 
dem  Winkel  ^g  —  y, .  Im  System  der  a  und  b  werden  diese  Kreise 
nach  dem  Obigen  durch  zwei  Geraden  dargestellt,  die  sich  eben- 
falls unter  dem  Winkel  y,  —  y^  schneiden. 
Verlegen  wir  den  Nullpunkt  0  der  x 
und  y  nach  P  unter  gleichzeitiger  Parallel- 
yerschiebung  des  Koordinatensystems,  nnd 
setzen  in  (14)  y  =  90®,  so  erhalten  wir 

d.  h.  alle  Punkte  eines  Kreises,  der  die 
^- Achse  im  Nullpunkte  berührt,  haben  das- 
selbe a.  Entsprechend  finden  wir  aus  (14) 
für  y  ==  0,  daß  alle  Punkte  mit  gleichem  b 
auf  einem  Kreise  liegen,  der  die  y -Achse 
im  Nullpunkte  berührt 
Dies  gibt  ein  einfaches  Mittel  zur  Bestimmung  der  a  und  h  bei 
gegebener  Skizze  des  trigonometrischen  Netzes.  In  der  Tafel  Fig.  11 
sind  die  Kreise  für  beliebige  a  konstruiert.  Man  denke  sich  diese 
Tafel  auf  durchsichtigem  Papier  gezeichnet  und  so  auf  die  Netzskizse 
gelegt,  daß  die  gemeinsame  Berührende  aller  Kreise  in  die  positive 
Richtung  der  Abscissenachse  und  der  gemeinsame  Berührungspunkt  auf 
den  zu  bestimmenden  Punkt  fällt.  Stimmen  die  Maßstabverhaltnisse 
überein,  so  kann  man  alsdann  für  sämtliche  gegebenen  Punkte  die 
Koeffizienten  a  unmittelbar  ablesen.  Dreht  man  hierauf  die  Tafel  in 
rechtsläufigem  Sinne  um  90^,  so  kann  man  unmittelbar  die  b  ablesen. 
(Vgl.  Fig.  11  auf  der  Tafel.) 

Es  empfiehlt  sich,  die  Hilfstafel  für  den  Maßstab  1 :  10000  zu 
konstruieren.  Ist  die  Netzskizze  in  kleinerem  Maßstabe  gegeben,  so 
kann  dieselbe  Tafel  benutzt  werden,  nur  sind  dann  die  a  und  b  ent- 
sprechend zu.  verkleinern,  für  den  Maßstab  1:40000  z.B.  durch  4  zu 
dividieren.  ^) 


sehr.  f.  Venu.  Bd.  XXVDI  1899  S.  318  und  Bd.  XXIX  1900  S.  681.)  Es  wird  mn 
den  Punkt  P  ein  Kreis  vom  Radius  m  beschrieben  und  jede  Entfernung  s'  aus  s 
nach  der  Gleichung  8 :  m  =  m : «'  berechnet.  Für  tn  =  Y^  ist  die  Transformation 
mit  der  obigen  Abbildung  durch  die  a  und  h  identisch. 

1)  Eine  für  den  praktischen  Gebrauch  bestimmte  Tafel  ist  inzwischen  er- 
schienen unter  dem  Titel:  Hilfstafel  zur  Berechnung  der  Bichtungskoeffizienten 
für  Eoordinatenausgleichungen.    Berlin,  Paul  Parey,  1903. 
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In  Fig.  7  sind  die  Geraden  p^p^y  p^p^  nnd  p^p^  Abbildungen  der 
drei  durch  P  und  bezw.  durch  P^P^,  P%Pz  ^^^  -^s  A  gehenden  Kreise. 
Diese    sind    bekanntiich     die 

Bestimmungskreise  des  Punk-  ^ig  12. 

tes  P  und  es  ist  somit  er- 
wiesen,  daß  diese  Kreise  sich 
unter  Winkehi  von  60®  schnei- 
den müssen^  um  eine  günstige 
Bestimmung  des  Punktes  zu 
liefern.  Es  folgt  hieraus  eine 
einfache  geometrische  Kon- 
struktion der  günstigsten  Lage 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
3  Pestpunkte  P^,  P,  und  P3. 
Bezeichnen  wir  in  Fig.  12  mit 

7C^,  7t^  und  sr,  die  Winkel^  die  die  Tangenten  der  Kreise  in  den 
3  Punkten  mit  den  entsprechenden  Dreiecksseiten  bilden^  so  ergibt 
sich  leicht 

^1  =  ^  A  +  60® 

^,==^P,  +  60® 
oTs  =  ^  P3  +  60®, 

sodaB  die  Kreise  und  hiermit  auch  der  Punkt  P  sich  leicht  geometrisch 
konstruieren  lassen. 

Eine  andere  Konstruktion  desjenigen  Punktes,  in  dem  die  Genauig- 
keit der  Bestimmung  nach  allen  Richtungen  gleich  groß  ist,  gibt 
Helmert  a.  a.  0.  S.  111. 

Der  mittlere  Fehler  der  Punktbestimmung  wird  im  Falle  der  kreis- 
förmigen Fehlerellipse,  da  [a'a']  =  [W]  und  [a'V]  =  0  ist. 


Aus  (11)  nnd  (13)  folgt 


^"^Val  +  Ci  +  V- 


Es  ist  aber  Yal  +  (1  +  &j)*  gleich  der  Seite  des  gleichseitigen  Dreiecks 
PiP^p^'     Bezeichnen  wir  diese  mit  6,  so  ist 


Jf  =  fi 
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Der  mittlere  Fehler  ist  also  dem  Umfange  des  Dreiecks  PiP^p^  um- 
gekehrt proportional. 

Es  soll  nun  noch  diejenige  Punktlage  untersucht  werden,  die 
nach  der  ersten  Definition  Ton  Seite  150  als  die  günstigste  angesehen 
werden  muß. 

Nach  (1)  und  (4)  ist 

(15)         M^ = ,«(^«  4-  ^ = i^'ia'aZ'in-t'i^'y  ■ 

Der  Nullpunkt  der  a'  und  b'  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  PiP^Py 
Der  Zähler  in  M^  stellt  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  des 
Schwerpunktes  von  den  drei  Ecken  dar;  oder^  wenn  wir  mit  [f\  die 
Quadratsumme  der  Schwerlinien  bezeichnen^  so  ist  der  Zahler  gleich 
|^[^^.    Der  Nenner  läßt  sich  leicht  umformen: 

[a'a-]  [6'6']  -  [a'6']«  =.  {a^h, - a^b'^'  +  (a^b,  - a,b',y  +  («;&;  -a;6/ 

Hierin  ist  jedes  Glied  gleich  dem  Quadrat  des  doppelten  Flachen- 
inhalts eines  durch  zwei  Ecken  und  den  Schwerpunkt  gebildeten  Drei- 
ecks.   Da  diese  Dreiecke  einander  gleich  sind^  so  ist  der  Nenner  gleich 

8 
- — r^*,   wenn   ^   den   Flächeninhalt   des   Dreiecks  PiP^p^  bezeichnet 

Ist  [e']  die  Quadratsamme  der  drei  Dreiecksseiten,  so  ist  bekaontlich 

also 

(16)  JiP  =  l^'B- 

C.  Runge   benutzt   in   der  schon  erwähnten  Abhandlung  (Zeitschr.  £ 
Verm.  1900,  S.  585)    die   von   ihm   eingeführte  Abbildung  nach  rezi- 
proken Radien  ebenfalls  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  der  PunkÜage 
und   kommt   zu   dem   Ergebnis,   daß   diejenige   Form   des  Rückvrärts- 
einschnitts  die  günstigste  ist,  in  der  das  abbildende  Dreieck  p^p^p^  den 
größten  Flächeninhalt  hat.    Dies  stimmt,  wie  (16)  zeigt,  nicht  mit  den 
Grundsätzen  der  Fehlertheorie  überein.     Die  Gleichung  (16)  lehrt,  daß 
M  auch  noch  von  der  Gestalt  des  Dreiecks  PiP^p^  abhängig  ist,   und 
es   ist  leicht  einzusehen,   daß  bei  gleichem  Flächeninhalt  verschieden 
geformter  Dreiecke   der  Wert   von  M  von   einem  Minimum  bis  zum 
Wert  oo  übergehen  kann,  wobei  das  Minimum  dann  eintritt^  wenn  das 
Dreieck  gleichseitig  ist. 
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Die  Gleichung  (16)  läßt  sich  noch  leicht  überführen  in 

(">         ^-"•(^+4+4)' 

worin  h^^  h^^  h^  die  drei  Höhen  des  Dreiecks  PiP^p^  sind. 

Wenn  also  auf  einem  Neupunkte  P  beliebig  viele  Richtungen  nach 
Festpunkten  gemessen  sind^  von  denen  drei  zur  Bestimmung  des  Punktes 
möglichst  günstig  ausgewählt  werden  sollen^  so  ermittelt  man  für 
samtliche  Festpunkte  mit  Hilfe  der  S.  158  erläuterten  Tafel  die  Koeffi- 
zienten a  und  h,  trägt  dieselben  als  rechtwinklige  Koordijiaten  in  be- 
liebigem Maßstabe  auf  und  sucht  dann  drei  Punkte  zu  einem  Dreieck 
zu  verbinden,  in  dem  die  Quadratsumme  der  reziproken  Höhen  ein 
Minimum  ist 

In  Fig.  13  (siehe  Tafel)  ist  ein  der  Praxis  entnommener  Fall  dargestellt, 
in  dem  von  dem  Neupunkte  3  aus  nach  5  Festpunkten  Richtungen  gemessen 
sind.  Zur  Bestimmung  der  drei  günstigsten  Richtungen  sind  in  der 
Nebenzeichnung  die  5  Festpunkte  mit  Hilfe  der  a  und  b  abgebildet. 
Unter  den  10  möglichen  Dreiecken  kommen  die  beiden  Dreiecke  rmw 
und  rml  am  meisten  in  Frage.  Prüft  man  die  beiden  Dreiecke  naher 
nach  Gl.  (16)  oder  (17),  so  zeigt  sich,  daß  Armw  ein  etwas  kleineres  M 
Uefert,  als  Ar  ml.  Außerdem  ist  Armw  nahezu  gleichseitig,  so  daß  die  drei 
Punkte  JB,  Jfund  W  zur  Bestimmung  des  Punktes  3  verwendet  wurden. 

Ein  durch  die  Punkte  i2,  3,  L  und  B  gehender  „gefährlicher  Ereis'^  ist 
in  der  Nebenzeichnung  in  der  geraden  Linie  rbl  augenfällig  zu  erkennen. 

b)  Rückwärtseinschneiden  mit  zwei  Winkeln. 

Zur  Bestimmimg  des  Punktes  P  seien  zwischen  drei  Festpunkten 
Pj,  Pj,  und  P,  zwei  Winkel  mit  der  gemeinsamen  Richtung  PP^ 
gemessen.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  a  und  b  die  Richtungskoeffizienten, 
so  lauten  bekanntlich  die  Fehlergleichungen 

^  -  -  ^  +  («8  -  «i)^  +  (»8  -  6i)y . 

Setzen  wir  auch  hier  wieder  Oji  =  0,  ft^  =  —  1,  so  ist 

X,^-k  +  a,x  +  {l  +  b,)y 

As h  +  a^x  +  il  +  b^)y. 

Die  Lage  von  P  in  Bezug  auf  P^  und  P,  sei  gegeben,  und  wir  wollen 
nun  wieder  o,  und  b^  so  bestimmen,  daß  die  Fehlerellipse  in  einen 
Kreis  übergeht.    Die  Bedingungen  hierfür  sind 

[a'a']  -  \b'V]  -  a|  -  (1  +  6,)»  +  a|  -  (1  +  6,)»  =  0, 
[a'6T-a,(l  +  6,)  +  a.(l  +  ?'.)  =0- 

Z.I«aeIurinf.lUthmuUka.Fh7tik.  49.Band.  190S.  ».Heft.  11  r^^^/-il^ 
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Setzen  wir  6g  =  j8,  —  1,  so  ist 

a|-l8|  =  -a|  +  (l+6,)>  =  *,, 

(hßz «^(l  +  M  =^^; 

«8  =  ±(1+M,       «»  =  ±(1+62), 

Es  ist  leicht  einzusehen^  daß  die  Punkte  p^  und  p^  mit  den  beiden 
Punkten  p^  zwei  rechtwinklig  gleichschenklige  Dreiecke  mit  der  ge- 
meinsamen Kathete  p^p^  bilden.  Da  die  Ka- 
theten dieser  rechtwinkligen  Dreiecke  wieder 
die  Abbildungen  der  beiden  Bestimmmigs- 
kreise  sind,  so  ist  erwiesen,  daß  bei  günstiger 
Punktlage  die  Kreise  sich  unter  einem  rechten 
Winkel  schneiden  müssen,  was  auch  zu  er- 
warten war. 

Bei  gegebener  Lage  der  drei  Punkte  P^, 
Pj,  und  Pg  ist  es  leicht,  solche  Punkte  P 
zu  finden,  für  die  die  Bestimmungskreise  sich 
unter  einem  rechten  Winkel  schneiden.  Unter 
den  unendlich  vielen  Punkten  P,  die  dieser  Bedingung  genügen,  ist 
der  günstigste,  dem  die  kleinste  kreisförmige  Fehlerellipse  zukommt, 
zu  ermitteln. 

Zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  haben  wir  wie  früher 


^=±1/St*- 


)/[ötV]  =  )/a|  +  (1  +  b^y  ist  aber  gleich  der  Kathetenlänge  des  Drei- 
ecks PiPiP^.  Der  mittlere  Fehler  M  ist  also  der  Kathetenlänge  um- 
gekehrt proportional. 

Sehen  wir  yon  der  Bedingung  der  kreisförmigen  Fehlerellipse  ab, 
so  erübrigt  sich  noch,  für  den  Fall  der  Messung  zweier  Winkel  eine 
geometrische  Bedeutung  von  M  zu  finden.  In  den  Ausdrücken  [«'«1, 
[6 '6']  und  [a'fc']  beziehen  sich  die  Koeffizienten  a'  und  6'  auf  jpi  als 
Nullpunkt.     In 

""  '^  [a'  a]  [b'  6']  —  [a'  6'J« 

ist  deshalb  der  Zahler  gleich  <y|  -f  ^J,  wo  6^  =  p^p^  und  6^  =  pjp^  ist, 
und  der  Nenner  entsprechend  der  Beweisführung  S.  160  gleich  4zi^,  also 


(18)  Jtp^^l^-rr^ 
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Unter  ft^  ist  der  mittlere  Fehler  der  Winkelmessung  zu  verstehen^ 
während  sich  gi  in  (16)  auf  Richtungsmessungen  bezog.  Um  (18)  mit 
(16)  vergleichen  zu  können^  führen  wir  f^ »  f^V^  ein^  sodaß  (18) 
übergeht  in 

(19)  jip^i,^m±j^. 

Vergleichen  wir  (19)  mit  (16),  so  ist  ersichtlich,  daB  es  von  der 
Figur  des  Dreiecks  PiP^p^  abhängt,  ob  die  Messung  zweier  Winkel  ein 
größeres  M  ergibt,  als  die  Messung  der  drei  Richtungen.  Ein  Grenz- 
fall tritt  ein,  wenn  das  Dreieck  PiP^^  gleichschenklig  rechtwinklig 
und  tf^  die  Hypotenuse  ist.  Die  Gleichung  (19)  laßt  femer  erkennen, 
daß  es  nicht  gleichgültig  ist,  welche  beiden  Winkel  gemessen  werden; 
diese  sind  vielmehr  so  zu  wählen,  daß  die  ihnen  entsprechenden  Seiten 
im  Dreieck  PiP^p^  möglichst  klein  sind.  Dies  wird  auch  durch  die 
Forderung  bedingt,  daß  der  Schnittwinkel  der  beiden  Bestimmungs- 
kreise  möglichst  dem  rechten  Winkel  gleichkommen  soll. 


IV.  Seitw&rtsabsolinelden. 

In  dem  Dreieck  P^^PP^  seien  die  beiden  Winkel  in  P^  und  P 
gemessen,    wobei    wieder    P    der    Neupunkt,    P^    und    Pj    gegebene 
Pestpunkte    sein    sollen.     Sind    wie    bisher    die    a    und   h   die   Rich- 
tmigskoeffizienten,    so    sind   die   Fehlergleichungen 
der  beiden  gemessenen  Winkel  bekanntlich  ^" 

i|,  ==  -  ^  +  («1  -  «2)^  +  (Pi  -  h)yf  s/^^' 

Betrachten  wir  nun  wieder  in  Figur  16  a  die  Ab- 
bildung p^   und  j>3   der  beiden   Punkte  P^   und  P3,   so   müssen   wir 
berücksichtigen,   daß    der  Punkt   0    alle   unendlich  fernen   Punkte   P 
abbildet,   daß   also   die  Verbindungslinie  p^o   die  Abbildung   der   Ge- 
raden P^P  ist. 

Verschieben  wir  nun  in  Figur  16  b  p^p^  parallel  nach  opi,  so 
entspricht  pi  ein  Punkt  Pi.  Nun  denken  wir  uns  in  dem  Punkte  P 
einen  Rückwärtseinschnitt  nach  den  drei  Punkten  P^P^Pi  mit  zwei 
Winkehi,  die  die  Richtung  PP^  gemeinsam  haben,  ausgeführt,  dessen 
Fehlergleichungen  nach  S.  161  lauten 

h  —  k  +  {(h-<h)^  +  (pi-  h)y? 

11* 
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Nach  Figur  16  b  ist  aber 


—  Oj     und    bi  —  ftj  =  —  \. 


Dieser  Rückwärtseinschnitt  liefert  also  dieselben  Fehlergleichungen,  wie 
der  Seitwärtsabschnitt  S.  163;  also  auch  dieselbe  Genauigkeit  Nach 
S.  162  muß  für  die  günstigste  Form  des  Rückwärtseinschneidens  mit 
zwei  Winkeln  das  Dreieck  PiP^pi  ein  gleichschenklig-rechtwinkliges  sein 

mit  dem  rechten  Winkel  in  jp,.    Also  ist  auch 

opi=op^}miöpl=2öpl.  Da  aber —»=-,  also 


sj=2^,  und  ferner  <^P8PPi=^ftöA=45®  sein 
muß;  so  folgt;  daß  die  günstigste  Form  des  Seii- 
wärtsabschneidens  dann  eintritt;  wenn  die  Punkte 
PPiP^  ein  gleichschenklig- rechtwinkliges  Drei- 
eck mit  dem  rechten  Winkel  in  P^  bilden. 

Dies  läßt  sich  auch  auf  anderem  Wege 
nachweisen.  Wird  nämlich  in  den  Punkten 
Pj  und  P^  ein  Vorwärtsabschnitt  ausgeftQirt, 
so  lauten  die  Fehlergleichungen  desselben 

X^^  —  l^  —  a^x  —  ft^y. 

Die  Vorzeichen  der  Richtungskoeffizienten  sind  hierin  so  aufeufassen, 
daß  bei  rechtsläufiger  Winkelmessung  PiP^  bezw.  P'^Pi  die  linken 
Schenkel  der  Winkel  sind.     Da  wieder 

~  a^^»  a^  —  a^    und    —  6^  =»  6^  —  J,, 

so  sind  diese  Fehlergleichungen  wieder  identisch  mit  denen  des  Seit- 
wärtsabschnitts. Für  die  günstigste  Form  des  Vorwärtsabschnitts  muB 
nach  S.  152  das  Dreieck  op^^p^  ein  gleich- 
schenklig-rechtwinkliges mit  dem  rechten  Winkel 
in  0  sein.  Übertn^en  wir  dies  wieder  auf  die 
Lage  der  Punkte  PP^P^,  so  ergibt  sich  auch 
das  vorstehend  gefundene  Resultat. 

In  Figur  17  ist  entsprechend  16  b  der 
günstigste  Seitwärtsabschnitt  und  der  Hilft- 
punkt  p^  abgebildet  Von  Interesse  ist  es  nuU;  zu 
seheu;  welche  Lage  die  Punkte  P^P^P^  hiemach 
haben.  Figur  18  gibt  hierüber  Aufschluß;  und  es 
sind  zugleich  mit  r^  v  und  s  diejenigen  Winkel 
bezeichnet;  die  bei  gleich  genauer  Bestimmung  des  Punktes  P  durch  Rück- 
wärtseinschneiden; Vorwärts-  oder  Seitwärtsabschneiden  zu  messen  sind. 


Fig.  17. 
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Für    die   Genauigkeit    des   günstigsten   Seitwärtsabschnitts   haben 
wir  nach  S.  154  oder  163 

(20)  Jlf-ftl^  =  ^f 

Zur  Beurteilung  der  allgemeinen  Form  des  Seitwärtsabschnitts  benutzen 
wir   (18)y    indem    wir    wieder    auf   den    schon    oben    herangezogenen 
Rückwartseinschnitt    nach    P^P^P^    zurück- 
gehen.     Da   JP2A  ="  öPi    ^^^    der    Flächen-  ^'^^' 
Inhalt  ^  des  Dreiecks  PiP^p'^  dem  des  Drei- 


ecks  op^p^  gleich  ist,  so  ist  nach  (18)  -''    '     ^ 

(21)      jiP-^.£!i^  =  ^.!!!i^ 


4z/«  ^        2d^  p,. 


\ 


Dasselbe  Resultat  läßt  sich  aus  (8)  ableiten. 

Als  Abschluß  der  Untersuchungen  über  die^drei  Methoden  der 
einfachen  trigonometrischen  Punktbestimmung  stellen  wir  noch  einmal 
die  den  drei  Methoden  zukommenden  mittleren  Fehler  zusammen: 

I.  Yorwärtsabschneiden  mit  2  Winkeln: 

II.  Seitwärtsabschneiden  mit  2  Winkeln: 

lUa.  Rückwärtseinschneiden  mit  2  Winkeln: 

Illb.  Rückwärtseinschneiden  mit  3  Richtungen: 

wobei  in  allen  vier  Formeln  ft  den  mittleren  Fehler  einer  Richtungs- 
messung bezeichnet. 

V.  Mehrfache  Punktbestimmung. 

In  Abschnitt  IQ  wurde  derjenige  Rückwärtseinschnitt  mit  3  Rich- 
tungen gesucht,  dessen  FehlereUipse  in  einen  Ereis  überging,  und  es 
wurde  gefunden,  daß  in  der  Abbildung  durch  die  a  und  b  die  Punkte  ein 
gleichseitiges  Dreieck  büdeten.  Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  beim 
Rückwärtseinschneiden  mit  belieb^  vielen  Richtungen  sich  auch  eine 
solche  einfache  geometrische  Figur  finden  läßt. 
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Es  seien  n  Festpunkte  P  durch  n  Punkte  p  abgebildet.  Der 
Nullpunkt  der  a  und  b  sei  nach  dem  Schwerpunkt  der  p  verlegt, 
so  daß  [a]  =  [6]  ==  0  ist.  Es  soll  nun  ein  Punkt  p^^^  gesucht  werden, 
der  die  Fehlerellipse  zu  einem  Kreise  macht.  Durch  das  Hinzutreten 
des  Ergänzungspunktes  werde  der  Schwerpunkt  um  a  und  j3  in  den 
Eoordinatenrichtungen  verschoben  ^  und  es  mögen  die  Koordinaten 
a^^i  und  fc^^i  des  Punktes  l>,+i  von  dem  neuen  Schwerpunkt  aus 
gezählt  werden.  Die  Bedingungen  der  kreisförmigen  Fehlerellipse 
sind  dann 

(Ol  +  a)*  +  (o,  +  a)«  +  . . .  +  (a.  +  a)«  +  (A+i 

(a^  +  «)(6^  +  ^)  +  (a,  +  «)(6,  +  /J)  +  ...  +  (a„  +  a)(6,  +  i8)  +  a.^,.6,^,=^ 

oder 

[aa]  -  [66]  +  na«  -  nß^  +  aj+i  -  6|l-|.i  =  0, 

[ab]  +  naß  +  a,^,b,^,^0 
und  da 

«*«+!  =  »«> 

so  ist 

[aa]  -  [66]  +  n(l  +  n)  (««  -  ß^  =  0, 

[a6]  +  w(l  +n)aß  «  0, 

oder 

a«  -  |8«  =  [66]- [aa] 


aß  = 


n(l  +  n)    ' 


«(1  +  n) 

Es  ist  hieraus  schon  ersichtlich ,  daß  es  im  allgemeinen  möglich 
sein  wird;  einen  Er^nzungspunkt  zu  konstruieren^  der  das  Netzbild 
zu  einem  günstigen  im  Sinne  der  zweiten  S.  150  gegebenen  Definition 
gestaltet,  daß  also  die  Punkte  p  keine  regelmäßige  Figur  zu  bilden 
brauchen^  wie  es  bei  nur  drei  Richtungen  der  Fall  war.  Andererseits 
tritt  jedoch  auch  hier  stets  die  kreisförmige  Fehlerellipse  auf,  wenn 
die  Punkte  p  konzentrisch  zum  Schwerpunkt  liegende  reguläre  Vielecke 
bilden. 

Es  lassen  sich  nun  auf  anderem  Wege  geometrische  Bedingungen 
für  die  kreisförmige  Fehlerellipse  aufstellen,  und  um  die  Untersuchung 
zu  vervollsföndigen,  wollen  wir  hierbei  nicht  nur  die  auf  dem  Neupunkt 
gemessenen,  sondern  auch  die  auf  den  Festpunkten  gemessenen 
Richtungen  berücksichtigen. 
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Wir  bezeichnen  mit  a^  und  b^  die  Riclitnngskoeffizienten  für  die 
Fehlergleichungen  der  inneren  Richtungen  nach  Eliminierung  der 
Orientienmgsunbekannten^  so  daß  der  Nullpunkt  der  a^  und  bf  gleich- 
zeitig der  Schwerpunkt  s  der  durch  sie  dargestellten  Punkte  p.  ist. 
Vor  der  Eliminierung  der  Orientierungsunbekannten  bezogen  sich  die 
a^  und  b^  auf  das  ursprüngliche  System^  in  dem  der  Schwerpunkt  s 
die  Koordinaten  x  und  y  habe.  Sind  auf  den  vorliegenden  Festpunkten 
auch  Richtungen  nach  dem  Neupunkt  gemessen^  so  sind  die  Richtungs- 
koeffizienten für  diese  Richtungen  bezw.  a^  +  x  und  b^  +  y.  Nehmen 
wir  f&r  die  Fehlergleichungen  der  äußeren  Richtungen  das  überall 
gleiche  Gewicht  g,  für  die  inneren  Richtimgen  das  Gewicht  1  an^  so 
sind  die  Bedingungen  der  kreisförmigen  Fehlerellipse 

<^\  +  <^\  +  <^\  +  -  '  +  9{c^x  +  xy  +  9((h  +  ^y  +  i7 K  +  ^)*  +  •  •  • 

-^-6|-&l 9{h  +  yy-9{h,  +  yf-gQ>,  +  yr~^^^^0, 

a^bi  +  a^b^  +  a^b^  +  ' .. 

+  ^(«1  +  ^)(Pi  +  y)  +  9i(h  +  ^)Q>,  +  y)  +  9{<h  +  ^){h  +  y)  +  •  •  —  0, 

and  da 

[«]-[6]  =  0 
ist,  80  findet  sich 

(1  +  g){[aa'\  -  [66])  +  ngix'  -  y")  =»  0, 

{l+g)  [a6]  +ngxy  =0, 

worin  n  die  Anzahl  der  Festpunkte  bezeichnet. 

Die  a^  und  b^  stellen^  wie  schon  S.  156  bemerkt  ist,  je  nach  Wahl 
ihres  Nullpunktes  unendlich  viele  Punktsysteme  P^  dar,  die  alle  gleich- 
wertige Rückwartseinschnitte  liefern.  Die  beiden 
Torstehenden  Gleichungen  zeigen  nun,  daß  man 
unter  den  vielen  Punktsystemen  zwei  (bezw.  vier) 
finden  kann,  die  unter  Zuhilfenahme  der  äußeren 
Richtimgen  eine  kreisförmige  Fehlerellipse  liefern. 

In  Fig.  19  sind  die  Werte 


Pig.  19. 


o« 


Ol  =  +  5, 

<h 4, 

angenommen  und  hiermit  als  Koordinaten  des  Schwerpunktes 


&i  =  -3, 
&,  -  +  4, 
6,  =  +  4, 
b^ 5 


o3 
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Fig.  20. 


(22) 


berechnet   worden  unter  Annahme  des  Gewichts  0,5  für  die 
Richtungen.    In  Fig.  20  sind  mit  Hilfe  der  positiven  Werte  von  x 
die  entsprechenden  Punkte  P^  P„  Pj,  P^  und  der  Neupunkt  P  ( 

Bezeichnen  wir  mit  ai  und  Vi  die  Koeffizienten 
Fehlergleichungen   für   die   inneren   und   äußeren 
tungen,  so  ist  für  die  kreisförmige  Fehlerellipse 

Bezeichnen  wir  femer  die  AbslÄnde  der  Punkte] 
vom  Nullpunkt  mit  6  und  ihre  Richtungswinkel  mitj 
so  ist  für  jeden  Punkt 

a'  =  tfsina,      6'*  —  a'*  =  <y*cos  2a, 
b'  =  ^cosa,  a'b'  «  ~6^Bm2a, 

also  nach  (22) 

[<y*cos2a]  =  0, 

[<y*sin2a]  =  0. 

Dies  führt  dazu,  die  obige  Figur  noch  einmal  umzuwandeln,  indem 
von   einem   beliebigen  Punkte   ausgehend  unter  dem  Richtungswinke 

2ccj^  eine  Strecke  s^  «=  af  abtragen,  im 
punkt  derselben  unter  dem  Richtungswinkel] 
2tfj  die  Strecke  s^  =  <y|  anschließen  u.  s.  w,, ' 
so  daß  wir  aus  sämtlichen  Strecken  einen 
Polygonzug  erhalten.  Die  Größen  6*  cos  2  a 
und  ^*  sin  2  a  sind  Projektionen  der  Polygon- 
seiten auf  die  Koordinatenachsen,  und  es  folgt 
somit  aus  (23),  daß  die  vorstehende  Konstruktion 
ein  geschlossenes  Polygon  ergeben  muß.  Gleich- 
gültig ist  es,  in  welcher  Reihenfolge  die  Strecken 
aneinander  gefügt  werden«  Für  das  Beispiel 
Fig.  19  u.  20  ist  die  Fig.  21  konstruiert  worden. 
Der  mittlere  Fehler  der  Punktbestimmung  ist  wie  früher 


(23) 


Fig.  11. 


M 


oder  da  [a'a']  +  [b'b^ 


2[a'a']  =  \<s']  ist, 


M 


Der  mittlere  Fehler  ist  also  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  dem  Umfang  des  Polygons. 
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Geometrisches  über  einige  Abbildungen  der  Engel 
in  der  Eartenentwnrfslehre. 

Von  A.  Weiler  in  Zürich. 

In  dem  Nachfolgenden  soll  in  erster  Linie  dargetan  werden^  wie 
man  bei  den  wahren  Kegd-j  Cylinder-  und  (usimutalen  Projektionen  die 
Oberfläche  der  Kugel  zunächst  auf  die  der  betreffenden  Eartenprojektion 
zü  Grande  gelegte  Hilfsfläche  abzubilden  hat.  Es  wird  damit  die 
RoUe^  welche  diese  Hilfsfläche  bei  der  Abbildung  spielt^  genauer 
beleuchtet^  als  es  bisher  der  Fall  war. 

Das  hier  streng  durchgeführte  Verfahren  bietet  femer  einen 
deutlichen  Einblick  in  die  verschiedenen  Abarten  für  jede  einzelne 
Gattung  dieser  wichtigen  Eartenprojektionen,  nämlich  für  die  mittd- 
abstandstreue,  die  uornkd-  und  die  flächenireue.  Wo  sich  in  einfacher 
Art  und  Weise  die  Möglichkeit  darbietet,  wird  endlich  die  Abbildung  der 
in  erster  Linie  in  Betracht  kommenden  Eugelkreise  auf  die  Hilfsfläche 
geometrisch  veranschaulicht.  Nach  dieser  Richtung  hin  zeichnen  sich 
überall  die  flächentreuen  Projektionen  durch  ihre  einfachen  geometrischen 
Eigenschafben  aus. 

Die  soeben  erwähnten  wichtigsten  Kugelkreise  sind  im  allgemeinen 
Fall,  nämlich  bei  der  schiefachsigen,  sowie  auch  bei  der  spezielleren 
transversalen  Lage,  die  Haupt-  und  die  Horizontalkreise.  Da  ihre  Ab- 
bildung mit  derjenigen  der  Meridiane  und  Parallelkreise  bei  der  normalen 
Lage  übereinstimmt,  so  kann  ich  mich  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
auf  diesen  letzteren  Fall  beschränken.  Es  wird  sich  dadurch  die 
Ausdrucksweise  etwas  einfacher  gestalten. 

Bezüglich  der  neueren  Bezeichnungsweise  uud  der  Literatur  ver- 
weise ich  auf  Zöppritz-Bludau,  Leitfaden  der  Kartenentwurfslehre, 
1.  Teil,  Leipzig  1899  und  auf  die  einschlägigen  Werke  von  Hammer. 

L 

Kegel-  und  Eegelstumpfprojektionen. 

1.  Wird  die  Erdkugel  in  einem  gewünschten  Verhältnis  ähnlich 
Terkleinert,  so  entsteht  der  Globus y  der  direkt,  in  natürlicher  Große, 
abzubilden  ist.  Der  Radius  des  Globus  sei  in  der  Folge  ausnahmslos 
als  Längeneinheit  gewählt.  (Erdoberfläche  und  Globus  können  auch, 
der  Wirklichkeit  naher  kommend,  zwei  ähnliche  Sphäroide  sein). 
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Flg.  1. 


Auf  dem  Globus  G  sind  die  Pole  P^  Q  m  erster  Linie  ans- 
gezeiclinei  Ihre  Yerbindungsgerade  nennt  man  die  Erdachse  oder 
kurz  die  Achse, 

Der  die  Projektion  vermittelnde  gerade  Kreiskegel  K  ist  seiner 
Gestalt  und  Lage  nach  zunächst  yöllig  unabhängig;  es  soll  indessen 
seine  Achse  mit  der  Erdachse  zusammengelegt  werden^  dabei  sein 
Scheitel  bei  S  liegen  (Fig.  1).  Die  Gestalt  des  Kegels  ist  durch  den 
Winkel   y  bestimmt,    den   die  sämtlichen   Eegelerzeugenden  mit  der 

Achse  büden.  —  Li  Figur  1  enthalt 
die  Zeichenfiäche  die  gemeinsame 
Achse  SPQ  des  Globus  und  des 
Kegels,  von  letzterem  die  gegenüber 
liegenden  Erzeugenden  P,Sy  ST  und 
vom  Globus  die  gegenüberliegenden 
Meridiane  PÄQ,  PBQ]  C  soll  das 
Zentrum  des  Globus  sein. 

Bei  den  wahren  Kegelprojek- 
tionen wird  jeder  Meridian  als  die- 
jenige Kegelerzeugende  abgebildet,  die 
mit  ihm  in  derselben  Halbebene  durch 
die  Achse  liegt.  Jeder  Paraüeücr&s 
DE  des  Globus  dagegen  bildet  sich 
ab  als  ein  Kreis  D^E^  des  Kegels.  Der 
Originalkreis  DE  ist  bestimmt  durch 
den  konstanten  Polabstand  d  ==  PCD 
seiner  sämtlichen  Punkte  und  der  Bild- 
kreis D^E^  durch  die  konstante  Lange 
der  Abschnitte  auf  den  Kegelerzeugen- 
den, die  durch  ihn  gebildet  werden, 
vom  Scheitel  S  aus  gemessen,  SD^  =  SE^  =  . . .  =  m.  (In  Figur  1 
sind  DE,  D^E^  die  Orthogonalprojektionen  der  eben  genannten  ent- 
sprechenden Ej-eise  des  Globus  und  des  Kegels,  auf  die  Zeichnungsflache. 
Dasselbe  gilt  fttr  die  entsprechenden  Meridiane  PD,  PF, .  .  .  und 
Kegelerzeugenden  SD^,  SF^, . . .) 

Die  Zuordnung  der  Parallelkreise  und  ihrer  Bilder  soll  nun  eine 
eindeutige  sein.  Zu  jedem  Wert  8  von  0^  bis  180®  muß  ein  bestimmter 
Wert  von  m  gehören  und  umgekehrt.  Zwischen  8  und  m  besteht  eine 
eindeutige  Beziehung,  welche  man  das  Halimessergesetz  nennt  und  in 
üblicher  Weise  in  der  Form  schreibt 


(1) 


m- 


m 
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Sind  der  Kegel,  nämlich  sein  Winkel  y  und  das  Halbmessergesetz 
bekannt,  so  ist  die  AbbilduDg  des  Globus  auf  den  Kegel  eine  durchaus 
eindeutige.  Dem  einz^en  Schnittpunkt  F  eines  Parallels  DE  mit 
einem  Meridian  PFQ  des  Globus  entspricht  auf  dem  Kegel  der 
eben&Us  einzige  Schnittpunkt  F^  des  entsprechenden  Kegelparallels  D^E^ 
mit  der  Erzeugenden  8F^.  —  Eine  Parallelyerschiebung  des  Kegels 
längs  der  Achse  ist  ohne  Einfluß  auf  die  Abbildung.  Man  könnte 
beispielsweise  den  Kegel  jederzeit  soweit  fortbewegen,  daß  er  den 
Globus  längs  des  Parallels  vom  Polabstand  90  —  7^  berührt,  allein  es 
würde  offenbar  im  allgemeinen  dieser  Parallel  8  =^^  —  y  durchaus 
nicht  mit  seinem  entsprechenden  Kreise  des  Kegels  zusammenfallen, 
diese  Parallelyerschiebung  also  zwecklos  sein. 

2.  (Fig.  1,  2.)  Wird  die  Kegeloberfläche  in  die  Ebene  abgewickelt, 
so  entsteht  die  Kaaie,^^  Der  Scheitel  S  werde  nach  S'  gebracht.  Die 
Abwickelung  bildet  einen 
Kreissektor  vom  Zentrum 
S\  Jede  Erzeugende  des 
Kegels  erscheint  in  der 
Kiirte  als  ein  Strahl  aus  8% 
das  Bild  eines  Kugelmeri- 
dians, ein  Ka/rtmmeridian. 
Irgend  ein  Kegelkreis  B^E^ 
wild  als  begrenzter  Bogen 
D'E'B'  abgewickelt;  das 
Bild  des  Globusparallels 
DE  ist  der  Kartmpa/ralld 
D'E'D\     Sein  Radius  ist 

m  »  f{d\  welcher  fortan  der  Büdradiiis  des  Parallels  d  genannt  werden 
solL  Der  entsprechende  Kegdradius,  nämlich  der  Radius  D^  U^  des 
Kegelkreises  D^E^y  ist  nach  Fig.  1  gleich  m  sin  y.  Der  umfang 
27cm  sin  y  dieses  Kegelkreises  stimmt  mit  der  Länge  des  Bogens  D'E'D', 
dessen  Radius  m  ist,  überein.  Zur  Berechnung  des  Zentriwinkels 
D'E'D'  =  9  des  Sektors,  in  Graden  ausgedrückt,  besteht  somit  die 
Proportion  27cm  sin  y  :  2xm  «  9  :  360, 

woraus  sich  für  9  der  Ausdruck  ergibt 

9  -  sin  y  .  360  =  w  .  360, 
wobei  man  n  »  sin  y  als  die  Konstante  der  Kegeiprojektion  bezeichnet. 

1)  Das  Globusbüd  auf  dem  Kegel  und  die  Karte  sind  unter  sich  längen-, 
flächen-  und  winkeltreu,  was  auch  bezeichnet  werden  kann  als  überall  in  den 
kleinsten  Teilen  kongruent 
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Im  Anschluß  an  das  Vorige  soll  angegeben  w^erden,  unter  welcher 
Bedingung  ein  Glohuspa/ralld  in  der  Karte  längentreu  abgebildet  wird. 
Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hierfür  ist^  daß  sein 
wirklicher  Radius  D  CT  =»  sin  d  mit  dem  entsprechenden  Eegelradius 
Dl  Z7i  =  m  •  sin  y  übereinstimmt,  oder  daß 
(2)  w  sin  y  =  sin  <J  oder  m  •  n  =  sin  d. 

Die  Übertragung  der  ParaMelkreise  vom  Globus  in  die  Karte  ist 
nun  die  denkbar  einfachste.  Sei  d  der  Polabstand  des  Parallels^  so 
ist  m  =  f{S)  der  Bildradius,  mit  dem  man  um  S'  den  KartenparaUel 
zu  beschreiben  hat,  nämlich  innerhalb  des  konstanten  Winkels 
D'iS'D'  =  n.360^ 

Es  erübrigt,  dieselbe  Übertragung  für  die  Meridiane  anzugeben. 
Sei  etwa  PDQ  der  Nullmeridian,  S'D'  sein  Kartenbild;  PFQ  sei  der 
Meridian  von  der  geographischen  Länge  l  und  S'F'  sein  Bild.  Als- 
dann steht  der  Winkel  D'S'F'  =  V  m  einfacher  Beziehung  zu  A. 
Die  Bogen  B^F^  auf  dem  Kegel  K  und  D'F'  der  Karte  haben  dieselbe 
Länge,  der  erstere  m  •  sin  y  •  A,  der  letztere  m  -  k\  wenn  man  nämlich 
k  und  k'  in  Bogenmaß  ausgedrückt  denkt.  Aus  der  Gleichsetzung 
folgt  aber  A'  =  sin  y  •  A  =  n  •  A.  Die  Verwendung  der  Konstanten  n 
für  die  Zeichnung  der  Kartenmeridiane  ergibt  sich  hieraus  von  selbst 

3.  (Fig.  1,  2)  AUe  Parallelkreise  und  Meridiane  der  Karte  bilden 
eine  Schar  konzentrischer  Kreisbogen  und  die  allen  diesen  Bogen  ge- 
meinsamen Radien,  also  zwei  sich  überall  rechtwinklig  schneidende 
Systeme  von  Linien.  Auch  die  entsprechenden  Originalkreise  auf  dem 
Globus  schneiden  sich  überall  rechtwinklig.  Somit  sind  für  jeden 
Punkt  F  des  Globus,  sowie  für  jeden  Bildpunkt  F'  der  Karte  die 
HoMptrichtungen  bekannt,  die  Richtungen  der  stärksten  Längenver- 
zerrungen. ^)  Auf  dem  Globus  wie  in  der  Karte  sind  sie  überall  die 
Richtungen  der  Meridiane  und  Parallelkreise.  (Die  winkeltreue  Karte 
macht  hiervon  eine  Ausnahme,  die  Hauptrichtungen  bei  F  und  F' 
werden  unbestimmt.  Denn  alle  auf  dem  Globus  von  einem  Punkte 
F  ausgehenden  unendlich  kleinen  Bogen  werden  in  demselben  Ver- 
hältnis verändert  in  der  Karte  wiedergegeben,  die  Lidicatrix  ist  an  jedem 
Punkte  der  Karte  ein  Kreis.) 

Die  Halba^eiksen  der  IndieaMx  für  den  beliebigen  Punkt  F'  der 
Karte  findet  man  in  folgender  Weise.  Auf  dem  Globus  seien  PF, 
PG  zwei  unendlich  nahe  Meridiane  und  DFE,  dfe  zwei  unendlich 
benachbarte  Parallelkreise,  welche  zusammen  ein  unendlich  kleines 
Netzviereck  FGfg   des   Globus   begrenzen,   das   sich   als   Netzviereek 

1)  ZGppritz-Bludau,  S.  18. 
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^i^ifi9i  a^  dem  Kegel  und  als  F'G'fg'  in  der  Karte  abbildet.    Bei 
dem  Bildpnnkte  F'  sind  nun  die  Indicatrixhalbachsen  gleich 

(3)  A  =  -y^j  radial;  k  =  -^^,  tangential. 

Die  beigefügte  Bezeichnung  radial  und  tangential  bezieht  sich 
selbstYerstandlich  auf  das  Parallelkreisbild.  —  Die  größere  dieser  beiden 
Halbachsen  wird  man  späterhin  üblicher  Weise  mit  a,  die  kleinere  mit 
b  bezeichnen,  sobald  diese  Unterscheidung  wünschenswert  oder  über- 
haupt möglich  ist.^) 

Die  radial  gerichtete  Halbachse  h  der  Indicatrix  kann  man  ganz 
all^mein  durch  einen  Differentialquotienten  darstellen.  Auf  dem 
Meridian  PF  hat  F  den  Polabstand  d]  erteilt  man  d  den  unendlich 
kleinen  Zuwachs  dd^  so  geht  F  in  f  über.  Da  der  Radius  des  Globus 
als  Längeneinheit  gewählt  wurde,  so  ist  dd  das  Maß  des  Bogens  Ff, 

Der  Zunahme  dd  von  S  entspricht  infolge  der  Gleichung  m  =«  f(d) 
die  Zunahme  dm  von  m]  es  ist  F'f  =  dm  zu  setzen.   Damit  wird  nach  (3) 

(4)  A-S  =  A*)- 

Stets  ist  der  Bogen  JP'ff'  gleich  F^G^y  dessen  Abwicklung  er  ist. 
Damit  wird  k  =  F^G^  :  FG.  Die  entsprechenden  Bogen  F^G^  und 
FG  der  vollen  Kreise  D^E^  und  DE  haben  denselben  unendlich  kleinen 
Zentriwinkel  (räumlich  gleich  FUG),  sie  verhalten  sich  also  einfach 
wie  die  Radien  dieser  Kreise,  wie  m  •  sin  ^ :  sin  d,  d.  h.  es  ist 


(5) 


971  sm  7       m-n 
sind         sin  9' 


Zum  Schlüsse  dieser  Einleitung  sei  noch  erwähnt,  daß  die  Parallel- 
kreise der  Karte  Linien  gleicher  Verzerrungen  sind.  Denn  es  hängen  h 
und  k  nur  von  d  ab,  nicht  aber  von  der  geographischen  Länge  L 

A.  Mittelabstandatreue  Projektionen. 

4.  Es  handelt  sich  hier  um  Kegelprojektionen,  bei  denen  die 
Meridiane  längenireu  auf  die  Kegelerzeugenden  abgebildet  werden.  Somit 
haben  nach  (4)  diese  Projektionen  der  Differentialgleichung  zu  genügen 
(6)  dm  =  dd. 

1)  In  den  vorhandenen  Tabellen  (für  die  „echten"  Projektionen)  sind  bisher 
die  Größen  a  und  b  aufgeführt  worden,  wobei  es  vorkommt,  dafi  für  dieselbe 
Projektion  a  bald  radial  (a  =  ^),  bald  tangential  {a:^k)  liegt.  Dieser  Übelstand 
bezüglich  der  Übersichtlichkeit  wird  beseitigt,  wenn  man  immer  die  Werte  h  und 
k  tabnliert.  In  diesem  Falle  sind  nämlich  in  den  Tabellen  nicht  nur  die  Längen 
der  Halbachsen,  sondern  auch  ihre  Eichhmgen  ohne  weiteres  ersichtlich. 
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Da  m  eine  gerade  Strecke  ist^  d  aber  ein  Bogen  vom  Radius  1^ 
so  wird  die  Integralgleichung  geschrieben 

(7)  m  «  arc  d  +  c, 

sie  enthält  eine  willkürliche  Konstante  e. 

Sollen  die  ParaUdkreise  gefunden  werden,  welche  sich  längentreu 
abbilden,  so  setze  man  nach  (2)  m-  siny  ^  sin  d.  Die  Gleichung^  durch 
welche  die  Polabstande  der  längentreuen  Parallelkreise  bestimmt  sind, 
lautet  somit 

(8)  (arc  d  +  c)  •  n  =  sin  d. 

Für  relativ  große  Werte  von  c  wird  die  Gleichung  keine  Wurzehi, 
nämlich  zwischen  d  =  0®  und  d  =  180®,  besitzen;  es  werden  alsdann 
keine  längentreuen  Parallelkreise  vorkommen.  Die  folgenden  Nummern 
zeigen,  daß  die  Gleichung  zwei  verschiedene  oder  gleiche  Wurzeln 
haben  kann. 

Über  die  in  (7)  vorkommende  Eonstante  c  wird  man  am  einfachsten 
so  verfügen,  daß  man  einem  bestimmten  Wert  d  =  d'  einen  ebenfalls 
bestimmten  Wert  m^  m'  entsprechen  läßt.  Es  ist  alsdann  c  durch 
die  Gleichung  bestimmt  m'  =  arc  d'  +  c,  und  es  geht  damit  (7)  über  in 

(9)  w  =  w'  +  arc  (d  -  dO 

Geometrisch  aufgefaßt  hat  man  den  Bildradius  m'  eines  bestimmten 
Parallels  d'  willkürlich  gewählt,  d.  h.  man  hat  das  Bild  Di  Ei  eines 
Globusparallels  DE  auf  dem  Eegel  willkürlich  festgesetzt.  Tmgt  man 
alsdann  die  von  DE  aus  je  bis  zu  den  übrigen  Parallelkreisen  ge- 
messenen Meridianbogen  auf  den  Eegelerzeugenden  von  D^E^  aus  im 
entsprechenden  Sinne,  polwärts  und  gegen  den  Eegelscheitel  hin  oder 
je  entgegengesetzt  ab,  so  ergeben  sich  alle  übrigen  Parallelkreisbilder 
eindeutig,  entsprechend  (9). 

Soll  dieser  Parallel  d'  zudem  längentreu  abgebildet  werden,  so  ist 

far  m'  nach  (2)  zu  setzen Der  Radius  des  Parallels  DE  oder 

d'  stimmt  mit  dem  seines  Eegelbildes  D^E^  überein*  Man  wird  in 
diesem  Falle  den  Eegel  durch  den  Parallel  DE  gehen  lassen,  d.  h.  ihn 
soweit  verschieben,  daß  er  den  Globus  längs  DE  durchschneidet.  Es 
deckt  sich  dann  der  Parallel  DE  mit  seinem  Bilde  D^E^  auf  dem 
Eegel;  Globus  und  Kegel  haben  den  ScJiniÜkreis  DE  =^  D^E^  entsprechend 
gemein.  Die  so  spezialisierte  Abbildung  wird  man  zweckmäßig  be- 
zeichnen als  Projektion  des  Globus  auf  den  Schnittkegd  eines  ParaUds. 
Für  jeden  Punkt  des  Schnittparallels  DE  ist  %  ^  1,  A;  »=  1  infolge  der 
längentreuen    Wiedergabe    der   Meridiane   und    eben    dieses  Parallels. 
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Daraus  folgt^  daß  bei  der  Abbildung  der  unendlich  nahen  Umgebung 
des  Parallels  keinerlei  Verzerrungen  stattfinden^  diese  Umgebung  wird 
auf  dem  SchniWcegd  und  in  der  Karte  längen-^  flächerir  und  unnJcelireu, 
also  in  den  Tdeinsten  Teilen  kongruent  abgebildet 

Bei  dieser  bemerkenswerten  Projektion  bleibt  n,  also  die  Gestalt 
des  Schnittkegels,  willkürlich,  die  Abbildung  des  Globus  geschieht  auf 
mm  beiidngen  Schnitikegd  durch  den  längentreuen  ParaMd.    Setzt  man 

in  (9)  an  Stelle  von  m\  so  ergibt  sich  als  Halbmessergesetz 

(9a)  m  -  ?^  +  arc  (<y  ^  8^ 

Unter  Hinweis  auf  das  Nachfolgende  kann  diese  Projektion  eine 
Kegel-  oder  Eegelstumpfprojektion  I.  oder  H.  Art  sein,  andererseits 
hat  sie  die  in  Nr.  5 — 7  behandelten  besonderen  Projektionen  zu  Sonder- 
Men.  —  Diese  Projektionsart,  die  auch  bei  den  winkel-  und  Aachen- 
treuen  Projektionen  vorkommt,  bietet  den  Vorteil,  einer  an  sie  ge- 
stellten weiteren  Bedingung,  etwa  bezüglich  der  Verzerrungen,  genügen 
zu  können. 

Setzt  man  in  (7)  d  =  0,  so  wird  m  =  c.  Die  Konstante  c  ist 
gleich  dem  Bfldradius  des  Poles  P,  den  man  mit  m^ «»  c  bezeichnet. 
Für  d  =  180**  ergibt  sich  der  Radius  des  Bildkreises  des  Poles  Q, 
Wj  =  c  +  arc  18(y>  =  c  +  at. 

Ist  JWp  =  c  =  0,  so  ist  der  Büdradius  des  Poles  P  gleich  NuU, 
der  Pol  wird  längentreu  als  Eegelscheitel  8  abgebildet.  Die  Projektion 
ist  eine  Kegdprqjektion  im  engeren  Sinne.  Das  Kartenbild  des  ganzen 
Globus  ist  ein  Kreissektor  vom  Zentriwinkel  n  •  360^  und  dem  Radius 
m^  =  arc  ISO»  =  ä. 

Haben  m^  und  m^  dasselbe  Vorzeichen,  wobei  das  negative  aus- 
zuschließen ist,  so  beansprucht  das  Bild  des  Globus  auf  dem  Kegel 
einen  Kegelstumpf.  Das  Kartenbild  des  gesamten  Globus  ist  ein 
Ringsektor;  die  Projektion  soll  als  eine  Kegdstumpfprqjektion  L  Art 
bezeichnet  werden. 

Ist  endlich  m^  positiv,  m^  dagegen  negativ  (für  0  >  c  >  —  ä)  so 
fallen  die  Polbilder  auf  entgegengesetzte  Seiten  des  Kegelscheitels. 
Das  Bild  des  Globus  auf  dem  Kegel  setzt  sich  über  den  Kegelscheitel 
hinaus  auf  den  Erganzungskegel  fort.  Der  bestimmte  Parallel  dg, 
mit  arc  do  »  —  c,  bUdet  sich  als  Kegelscheitel  S  ab.  Läßt  man  den 
Erganzungskegel  außer  Betracht,  so  wird  bei  dieser  Kegelstumpf- 
Projektion  IL  Art  die  Kugelkappe  vom  Gegenpol  Q  bis  zu  dem 
atisgezeichneten  Parallel  Sq  (in  der  Karte  als  Kreissektor)  ab- 
gebildet. 
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Flg.  8. 


Die  Abbildung  wird  unstetig,  so  oft  sich  ein  Parallelkreis  als  ein 
Punkt,  oder  umgekehrt  ein  Punkt  (Pol)  als  Linie  abbildet.    Im  ersteren 

Falle  wird  k  zu  Null,  im  letzteren  Fall  unendlich,  wahrend  h  =  -j^ 
überall  den  Wert  1  beibehalt. 

6.  Bei   der   wichtigen  Projektion   von  De  Tlsle  sollen  zwei  im 
Voraus  bezeichnete  Parallelkreise  d',  d"  längentreu  abgebildet  werden. 
Es  ^st  in  diesem  Fall  der  Kegel  leicht  zu  be- 
stimmen, Fig  3.    Den  Parallelkreisen  DE,  FG 
des  Globus,  von  den  Polabständen  8\  8",  ent- 
sprechen  die   Kegelkreise   DiE^,  F^G^,    deren 
Radien    D^  Ui ,   F^  V^    mit    denen    der   langen- 
treuen  Parallelkreise  (D  ?7=  sin  d',  FF=  sin  d") 
übereinstimmen      müssen.        Die      Seitenlange 
Dl  Fl  der  Kegelerzeugenden  zwischen  D^E^  und 
FiGi  ist  gleich  arc  (d"  -  d^).     Die   Büdradien 
SDi,  SFi  der  langentreuen  Parallelkreise  bezeichne  man  mit  m',  m'\ 
Es  bestehen  alsdann  die  Gleichungen 

m'  sin  y  =  sin  d',  m"  sin  y  «  sin  d",  m"  -»»'=•  arc  (d"  -  S'), 

aus   denen   sich  m\  m"  und   sin}/   berechnen  lassen.     Die  Resultate 
können  in  Fig.  3  unmittelbar  abgelesen  werden,  nämlich 

^"  +  ^'  .   r'-^ 
(10)    n 


«smy 


•    *'/        •    *'  /       2  cos  — -^ —  sin \ 

_  sin jT  —  Bin  d  I 2 2         I 

""  ü^r '^TT  V  arc(d"  — *')  / ' 


m 


sind; 
sin/  ' 


m 


sina^ 
siny 


Da  m'  und  d'  sowie  w"  und  d"  entsprechende  Werte  sind,  so 
lautet  nach  (9)  das  Halbmessergesetz 

(11)     w  =  m'  -I-  arc  (d  -  dO     oder  auch    w  =  m"  +  arc  (d  -  d").  0 

Für  den  Radius  des  Bildkreises  des  Poles  F{p  »  0)  erhält  man 

,  ^,       sind'  ^,       sind' arc (d"  — d*)  ., 

m«  =  m  —  arc d  =  ttt—  —  arc d  =     ,,^^.._  .  ^~  —  arc d , 


w« 


sin  y  sin  d  "  —  sin  d' 

sind' arc d"  — sin d"  arc d' 

"^  sind"— -sind^ 


1)  Die  Gleichung  (9  a)  drückt  das  Halbmessergesetz  ans,  wenn  der  eine  Parallel 
d'  ISjigentreu  ist.    Soll  nun  auch  d"  längentreu  sein,  so  mnß  (9a)  für  9^9'\ 

m^m"  ^ erfüllt  sein.    Daraus  ergibt  sieb  für  n  der  in  (10)  angegebene 

Wert. 
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Um  nachzuweisen,  daß  diese  Projektion  eine  KegdsbumpfprqjekMon 
L  Art  ist,  setzen  wir  voraus  (ygl.  etwa  Fig.  4),  es  sei  sin  d">  sind' 
(für  sind"  «sind'  würde  eine  Gylinderprojektion  entstehen).  Unter 
den  beiden  Polen  wählt  man  denjenigen  als  P 
mit  d  »  0,  welcher  dem  Parallel  8'  naher  liegt 
als  dem  Parallel  8'\  so  daß  also  arcd''>arcd'. 
Dann  ist 


Fig.  4. 


arcd' 
5nF^ 


sin  d'  arc  8"  >  sin  d"  arc  8% 


in  dem  Ausdruck  für  m^  sind  Zähler  und  Nenner 
positiy  und  es  ist  auch  m^  positiv. 

Den  Hilfskegel  kann  man  durch  den  einen 
oder  den  anderen  der  längentreuen  Parallelkreise 
des  Globus  hindurch  gehen  lassen,  z.  B.  durch 
DE  Yom  Polabstand  8\  Fig.  4.  DE  fallt  dann  mit  seinem  Bilde 
DjJ?!  zusammen;  es  wird  die  Kugel  auf  den  SchniÜkegd  DEF^G^  ab- 
gebildet. Nach  voriger  Nummer  wird  die  unendlich  nahe  Umgebung 
eines  jeden  der  beiden  langentreuen  ParaUelkreise  ohne  Verzerrungen, 
also  in  den  kleinsten  Teilen  gleich,  abgebildet. 

6.    Die    eben    behandelte   Projektion    von    De   FI  sie    Vi&t    zwei 
Scnderfäüe  zu  in  Bezug  auf  die  Lage  der  längentreuen  Parallelkreise. 

Setzt  man  d"  =  0,  so  ergeben  die  Formeln  (10)  und  (11) 


%my^ 


flin^' 


m  « 


ain^' 


m 


Flg.5. 


li^''      '"  -  rin7'      "'    -^^^      m-arcd,      (m,  =  0). 

Es  handelt  sich  hier  um  eine  KegelprojeJcHon  im  engeren  Sinne. 
Der  eine  BLngentreue  Parallel  DE  behält  seinen  Polabstand  8'  bei,  der 
andere  wird  zu  einem  Punkt,  dem  Pol  P,  dessen  Bild  wieder  ein  Punkt 
ist,  nämlich  der  Eegelscheitel  S  (Punkt  8' 
der  Karte,  Fig.  2).  Den  Kegel  lege  man  als 
Schnittkegel  des  Globus  durch  den  Parallel 
DE,  Fig.  5,  so  fällt  in  diesem  Falle  dieser 
S^reis  mit  seinem  Kegelbilde  zusammen,  er 
entspricht  sich  selbst.  Die  Basis  des  Kegels 
ist  nun  der  Kreis  DE  =  A^i  ^^^  Radius 
sin  8%  die  Kegelseite  8D  hat  die  Länge  arc  8\ 
Der  Kegel  ist  hierdurch  eindeutig  bestimmt 

Die   unendlich  nahe  Umgebung   von  DE  wird  in  den  kleinsten 
Teilen  kongruent  abgebildet.     Dieses  ist  jedoch  nicht  mehr  der  FaU 

für  den  anderen  längentreuen  Parallel,  den  Pol  d  =  0.    Es  ist  nämlich 

,,  .  ,         ,        dm       ^      7       fi  •  m       sin  ^'     arc  d 

allgemem  neben  Ä  =  ^jf  =  l^  *' 


dd       ^7   '"       ain^       arctf' 

Z^tocbrifl  f.  lUChematik  n.  Fhjriik.  49.  Band.  1908.  2.  Heft. 


sin^ 


und  far  d  =  0 


12 
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wird  Tc  •• 


sin^' 


Pig.6. 


— -^  —  n.  In  der  Umgebung  yon  S  ist  also  Ä  <  1,  die  un- 
endlich kleinen  Parallelkreise  um  den  Pol  P  werden  auf  den  Kegel 
bei  8  yerkürzt  abgebildet.  Die  unendlich  kleinen  gleichschenkligen 
Netzdreiedce,  welche  auf  dem  Globus  am  Pole  liegen^  behalten  bei  der 
Abbildung  die  Längen  ihrer  Schenkel  bei^  dagegen  werden  ihre  Basen 
(und  Winkel  am  Scheitel)  im  Verhältnis  1  :  n  verkleinert. 

Die  Älhüdimg  der  Urngdtung  des  Poles  P  kann  man  sich  in 
folgender  Weise  yeranschaulichen.  Man  lege  den  Kegel  B8T  als 
Schnittkegel  des  Globus  durch  den  Pol,  d.  h.  man  yerschiebe  ihn  längs 

der  AchsC;  bis  sein  Scheitel  S  mit  P  zu- 
sammenfallt, Fig.  6.  Es  sei  nun  p  vom  Durch- 
messer HI  und  dem  Radius  PH=  Pl'^f 
ein  Parallel  in  der  Umgebung  des  Poles; 
seine  Ebene  steht  auf  der  Achse  senkrecht. 
Auf  dem  Kegel  trage  man  SH^  =  SJ^  ==  ^ 
ab,  so  ist  der  Kegelkreis  p^  vom  Durch- 
messer H^Ii  das  Bild  des  Parallels  p.  Der 
wirkliche  Radius  von  p^  ist  offenbar  gleich  QBiny  =  q  -  n.  Teilt  man 
nun  die  Umfange  von  p  und  p^  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Teile 
(z.  B.  360)  und  verbindet  man  alle  Teilpunkte  mit  S  =  P,  so  ent- 
stehen die  von  P  ausgehenden  Meridianbogen  und  ihre  Bilder  auf 
dem  KegeL 

7.  Um  den  zweiten  Sonderfall  der  Projektion  von  De  llsle  (Nr.  5) 
zu  erhalten,  lasse  man  die  beiden  längentreuen  Parallelkreise  zusammen- 
fallen, abo  8"  in  *'  übergehen  und  schreibe 
darauf  d^  für  d'.  —  Die  Konstante  n  ist  nach 


(10)  zu  berechnen.     Da 
/Bin*"  —  8in*'\ 


,.      /Bind    —sin*  \ 


cosd' 


*0>    ^« 


SO  wird  «  =  sin  y  =  cos  d^,  y  =  90 
Abbildung  geschieht  auf  den  Beriihrungskegd 
dieses  sogenannten  MiMdparaüds  DE  vom 
Polabstande  *o^  Fig.  7  (in  Fig.  4  ist  FG  nach 
D^  gerückt).  Kegel  und  Globus  haben  nunmehr 
einen  unendlich  schmalen  Flächenstreifen  längs 
des  Parallels  DE  miteinander  gemein.  Diese  Zone  entspricht  sich 
selbst  und  wird  auf  dem  Kegel  kongruent^  in  der  Karte  in  den  kleinsten 
Teilen  kongruent,  abgebildet.  Der  Bildradius  des  Mittelparallels  ist 
nach  Fig.  7  gleich  D8^  mQ='tgdQ.  Da  tgdQ>arcdo,  so  ist  das 
Bild   des   Poles   P  ein  Kegelkreis   zwischen  D^E^   und   8,    die    Pro- 
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jeküon  also  eine  Kegdstumpfprqjektion  L  Art     Das  Halbmessergesetz 

8.  Der  eben  behandelten  Projektionsart  mit  langentreuen  Meridianen 
steht  die  wahre  Kegdprqjektion  gegenüber^  weldie  äUe  ParäUdkreise  längen- 
treu  abbildet  Sie  ist  die  direkte  Yerallgemeinemng  der  orthographischen 
Azimntalprojektion.  Fig.  1  yeranschanlicht  diese  Projektion,  wenn  daselbst 
alle  Linien  DDi,  dd^,  . . .  mit  der  Achse  parallel  laufen«  Das  Halb- 
messergesetz  lautet 
(12)  m  = ,  mit  h  = ,      Ä  =»  1. 

Diese  Projektion  läßt  sich  stets  auffassen  als  diejenige  auf  den 
Berühnmgskegel  des  Parallels  d^  =  90  —  y  (n  =  cos  ä^,  dessen  Umgebung 
auf  dem  Kegel  kongruent  abgebildet  wird. 


B.  Winkeltreue  Projektionen. 

9.  Bei  einer  winkdtreuen  Abbildung  müssen  fOr  jeden  einzelnen 
Punkt  der  Karte  die  Indicatrixhalbachsen  h,  i  einander  gleich  sein.  Durch 
Oleichsetzen  ihrer  Ausdrücke  in  (4)  und  (5)  ergibt  sich  die  diesen 
Projektionen  zu  Grunde  liegende  Differentialgleichung 

(13)  ^-^^ 
V     /  d9       Bind 

Ihre  Integralgleichung  lautet^  unter  C  ^  Ige  die  Integrations- 
konstante yerstanden^ 

(14)  m  =  c.(tg|)". 


Diese  Formel^  das  allgemeine  Halbmessergesetz  der  winkeltreuen 
Projektionen^  ergibt  fOr  d  «  0®  und  d  =  180®  stets  m  =  0,  bezüglich 
99t  =»  oo.  Es  folgty  daß  jede  winkeltreue  Projektion  eine  Kegelprqjektion 
im  engeren  Sinne  ist  und  daß  die  Abbildung  des  ganzen  Globus  einen 
ganzen  Kegel;  von  dessen  Scheitel  bis  ins  Unendliche^  erfordert. 

1)  Es  läßt  sich  nim  leicht  die  Beding^g  angeben,  unter  welcher  die  in  Nr.  4 
anfgeetellte  Gleichnng  (8),  welche  allgemein  die  langentreuen  Parallelkreise  be- 
stimmt, eine  Doppehoureel  hat.  Wenn  nändich  die  Abbildung  auf  den  Berühmngs- 
kegel  eines  sich  längentreu  abbildenden  Parallels  d'  geschieht,  so  vereinigen  sich 
die  beiden  längentreuen  Parallelkreise.  Man  setze  also  in  (arc  ^  -f  c)  •  n  »»  sin  ^ 
ein  d^d\  n=scosd',  arcd'  =  arccosn  und  sin  ^  s=  sin  ^'  »=  |/i  —  n\  so  folgt 


(arc  cos  n  +  c)  n  =«  }/l^ 

\i  die  Gleichi 
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Ist  diese  Gleichung  zwischen  n  und  c  erfÜUt,  so  hat  die  Gleichung  (8)  eine  Doppel- 
wurzel. 
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Nebenbei  bemerkt  nimmt  die  Gleichung  (2),  m  •  m  =>  sind,  ans  welcher 
die  Polabstande  d  der  längentreuen  Parallelkreise  zu  berechnen  sind, 
die  Gestalt  an  /     d\* 

Um  die  Verzerrungen  zu  beurteilen^  berechnet  man 


dd        BUid  sind  2    /       ^\«+i 


hiT 


Es  folgt,  daß  die  Abbildung  der  Umgebung  der  Pole  unstetig  ist 
Der  Bildradius  des  Poles  Q  ist  unendlich  groß.  Für  den  Pol  P,  dessen 
Bild  der  Kegelscheitel  ist,  also  f ür  d  =  0  wird  ä  ==  i  ==  0,  die  Ver- 
zerrungen werden  ebenfalls  unendlich  stark.  Es  ist  überhaupt  unmöglich, 
die  Umgebung  des  Poles  P  auf  den  Kegel  als  Umgebung  seines  Scheitels 
S,  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  abzubilden,  wie  hier  verlangt  wird. 
Es  sei  nämlich,  Fig.  6  (woselbst  nun  nicht  mehr  PH^SH^  sein 
soll),  HI  ein  dem  Pole  P  unendlich  benachbarter  Parallel  p  und  H^Iy 
oder  p^  sein  Bild  auf  dem  Kegel  EST  (letzterer  als  Schnittk^^  durch 
den  Pol  gelegt).  Die  von  P  ausgehenden  Meridianbogen  zerlegen  die 
Fläche  Yon  p  in  gleichschenklige  Netzdreiecke,  die  bei  gleichmäßiger 
Verteilung  der  Meridiane  kongruent  sind.  Es  seien  die  Winkel  dieser 
Netzdreiecke  bei  P  gleich  a.  Nun  teile  man  p^  in  ebensoviele  gleiche 
Teile  wie  den  Parallel  p  und  verbinde  die  Teilpunkte  mit  S.  Die  so 
entstehenden  ebenfalls  kongruenten  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die 
Bilder  der  ebengenannten  von  P  ausgehenden.  Nun  sind  die  Winkel 
der  Bilddreiecke  bei  S  gleich  a  ^n-  ä.  Es  können  also  in  der  Tat 
die  Originaldreiecke  und  ihre  Bilder  unmöglich  ähnlich  sein,  nämlich 
als  gleichschenklige  Dreiecke  mit  verschiedenen  Winkeln  an  den  Scheiteln. 
—  Diese  Dreiecke,  deren  ähnliche  Abbildung  unmöglich  ist,  werden 
nun  dadurch  unterdrückt,  daß  das  Verhältnis  SH^ :  PH  zu  Null  wird 
(Ä  =  0  für  <y  =  0). 

1)  Man  kann  auch  hier  die  Bedingung  dafür,  daß  diese  Gleichung  für  9  zwei 
gleiche  Werte  liefere,  in  geschlossener  Form  angeben.  Der  Fall  triU  ein,  wenn 
wieder  ein  Parallel  9'  sich  auf  seinen  BerÜhrungskegel  selbstentsprechend  (längen- 
tren)  abbildet.  Dasselbe  gut  dann  ohne  weiteres  für  den  xmendUch  benachbacten 
Parallel.    Obige  Gleichung  muß  also  erfüllt  sein  fiird«^',  co8^'»n.     Esist 

dann  sin  d'  =  yi-n«,  tg|  =  tgy  =  ]/[^^?^  =  ^J-^  und  durch  Ein- 
setzen folgt  die  Bedingongsgleichung  zwischen  c  und  n 

e.n.Va^^^yrrr^^,      oder      c«  ■  n«  (i^l^l  =  1. 
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Wird  der  fOr  die  Abbüdimg  benutzte  Kegel  unVerandert  bei- 
behalten, 80  bleibt  n  konstant.    Eine  Änderung  des  Parameters  c  in 

(14)  hat  in  diesem  Fall  eine  proportionale  Änderung  der  Bildradien 
sämtlicher  Parallelkreise  zur  Folge,  wahrend  die  Meridianbilder  un* 
rerandert  bleiben.  Das  gesamte  Bild  erfahrt  eine  Ähnlichkeitsreduktion; 
aUe  winkdtreuen  Abbildungen,  welche  mit  Hilfe  desselben  Kegels  (ms- 
gefuhrt  werden,  sind  ähnlich. 

Die  Eonstante  c  hat  hier  bekanntlich  eine  einfache  geometrische 
Bedeutung.  Für  d  =  90®  liefert  nämlich  die  Gleichung  (14)  m^c. 
Diesen  Bildradius  des  Äquators  bezeichnet  man  mit  m^;  in  diesem 
Falle  lautet  das  Halbmessergesetz  der  winkeltreuen  Projektionen  immer 
noch  ganz  allgemein 

(15)  m  «  m.  .  (tg|)',  mit  Ä  =  i  =  m^  .  n  .  -^  • 

Um  eine  einzelne  dieser  unendlich  yielen  möglichen  Projektionen 
auf  denselben  Kegel  Yon  beliebigem  Winkel  y  zu  erhalten,  wird  man 
f&r  c  =  m^  je  einen  bestimmten  Wert  wählen.  Allgemeiner  kann  man 
(Fig.  1,  2)  einem  beliebigen  Parallel  DE  des  Globus  einen  bestimmten 
Eegdpandlel  B^E^  entsprechen  lassen.  Die  übrigen  Parallelkreise  wie 
de,  d^e^,  entsprechen  sich  dann  eindeutig  derart,  daß  alle  unendlich 
kleinen  Netzyierecke  wie  FGfg,  F^GJ^^gy^  ähnlich  sind.*) 

10,  Über  die  beiden  Konstanten  n  =  sin  y  und  c  —  w^  läßt  sich 
80  TerfQgen,  daß  die  Abbildung  auf  den  Berührtmgskegel  eines  Mittel- 
parallelB  DE  (Fig.  7)  geschieht,  wobei  selbstverständlich  der  Be- 
rührungsparallel sich  längentreu  abbilden  soll.  Globus  und  Kegel 
haben  dann  wieder  den  unendlich  schmalen  Flächenstreifen  längs  DE 
entsprechend  gemein,  diese  unendlich  schmale  Zone  wird  auf  dem 
Kegel  kongruent  abgebildet. 

Es  ist  in  diesem  Fall  weiter  y  =- 90  —  d^;  also  w-»cos*o5  der 
Bildradius  des  Parallels  d^  ist  m^  =  tgS^.  Nach  (16)  ist  Wq  =*  w„  •  (tg y)", 
8omitm,.(tg^)'^=tgJ^m,^-^^      ^^:,„^.    Das  Halbmesser 

gesetz  nimmt  die  Gestalt  an 

(16)  m  =  m,.(tg|)~''°,  mit  A-Ä  = 


00t  do 


1)  Die  Differentialgleicliang  (18)  dräckt  nichts  anderes  aus. 
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11.  Soll  nur  ein  Parallelkreis  DE  vom  Polabgtand  8'  langentrou 
abgebildet  werden,  so  bleibt  der  E^el  willkürlich.  Man  wird  ilm 
zweckmäßigerweise  als  (beliebigen)  SchnüBcegd  des  Globus  durch  jenen 
Parallel  8'  legen;  der  Scheitel  S  ist  dann  ein  beliebiger  Punkt  der 
Achse  GFj  Fig.  5.  —  Bezeichnet  man  den  Bildradius  Ton  DE  mit 

m'  —  SD^y    so    hat   man   nach   (14)   m'  =  ^(*8yJ  '     Anderseits  ist 

2)17=»  m'n  »  sind'.    Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt  durch  Gleich- 
setzen von  m' 

Bina' 


C-» 


w 


Damit  lautet  das  Halbmessergesetz  für  diese  Art  der  winkeltreuen 
Projektion: 

(17)  m-!55i:.|-l|,mitÄ. 


Selbstverständlich  wird  die  unendlich  nahe  Umgebung  des  längen- 
treuen Parallels  8'  auf  dem  Kegel  und  in  der  Karte  in  den  kleinsten 
Teilen  kongruent  abgebildet;  fElr  d  =  d'  wird  h^Tc^l  (ygL  Nr.  4, 
S.  174—75). 

12.  Bei  der  Lambert-GauBschen  winkeltreuen  Projektion  sollen 
zwei  im  voraus  gegebene  Parallelkreise  DE,  FO  von  den  Polabständen 
8\  d"  längentreu  abgebildet  werden.  Die  Bildkreisradien  der  ParaUel- 
kreise  8'  und  8"  sind  nach  dem  auch  fQr  diese  Projektion  bestehenden 
Halbmessergesetz  (15) 

m'  -  m^ .  (tg  y)",      m"  -  m^  -  (*g^)*; 

die  beiden  Kreise  8',  8"  werden  längentreu  abgebildet,  wenn 
m'  •  n  «»  sin  d',      m"  •  n  «  sin  d". 
Durch  Auflosen  dieser  Gleichungen  nach  n  und  m^  folgt 
r^QX  lg  Bin  ^"  —  lg  ain  *'  ein*'  Bind" 

Der  Hilfskegel  kann  auch  hier  als  Schnittkegel  durch  DE  oder 
FO  gelegt  werden.  Im  übrigen  hat  er,  nach  der  Formel  f&r  n  zu 
schließen,  offenbar  keine  in  einfsu^her  Weise  angebbare  Lage  zu  den 
beiden  längentreuen  Parallelkreisen. 
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Läßt  man  bei  dieser  Lambert-Gaußschen  Projektion  8"  zu  8' 
werden,  so  geht  sie  über  in  die  in  Nr.  10  behandelte  Projektion  auf 
den  Berührungskegel  des  Parallels  S'  (resp.  d^).  Dieser  Übergang  ist 
dem  in  Nr.  7  besprochenen  durchaus  analog. 

Wird  dagegen  8''  gleich  Null,  so  entsteht  die  in  Nr.  11  behandelte 
Projektion  auf  den  beliebigen  Schnittkegel  durch  den  Mittelparallel  8\ 
Yen  den  eingangs  Toriger  Nummer  aufgestellten  Gleichungen  bleiben 
fÖr  d"  =  0  zur  Bestimmung  von  w^,  m'  und  n  nur  übrig: 

m'  ^m^'  (tg  y)",      w'  .  n  =  sia  d', 

ans  denen  sich  n,  m^  und  m'  nicht  bestimmen  lassen.    Hat  man  jedoch 
n  willkürlich  gewählt,  so  werden 


^- '~V\n>         ^    ^ 


jede  dieser  unendlich  vielen  Projektionen  erfEUlt  die  an  sie  gestellten 
Forderungen. 

O.  Fläohentreue  Projektionen. 

13.  Eine  Projektion  ist  fläckentreu,  wenn  sich  alle  beliebig  großen 
oder  kleinen  Flächenstücke  des  Globus  in  wahrer  Größe  abbilden.  Diese 
Forderung  ist  erfüllt,  wenn  der  üblicherweise  mit  S  bezeichnete  Aus- 
druck  h  .k  Üüc  jeden  Punkt  der  Karte  den  Wert  1  hat.  Man  erhält 
somit  nach  (4)  und  (5)  als  charakteristische  Differentialgleichung  aller 
flächentreuen  (echt  konischen)  Projektionen: 

Durch   Integration    ergibt   sich   4fts   allgemeine   Halbmessergesetz 
iiit 
n .  — -  =  —  cos  8  +  Cf  oder: 


(20)  w="|/ 


'2 (c  —  oos"^)  -i    h  ^  T/2n(c— cosd)  ^  1 

n  '  sin  d  h 


Für  d  -  90»  ergibt  sich  der  Bildradius  des  Poles  P,  m^  =  K^"^  * 

Nach  dieser  Formel  ist  m^  reell  und  von  Null  verschieden,  die  Projek- 
tion eine  Kegelsiumpfprqjektion  L  Arty  wenn  1  <  c  <  oo.  Für  c  =  1  ist 
sie  eine  KegdprcjeJUion;  für  — l<c<  +  l  eine  Kegdstumpfprqjdction 
IL  Art j  wobei  m^  imaginär  ist.*)     Es   ist  in  diesem  Fall  der  Kegel- 

1)  Sollen    für    m   überhaupt   reelle  Werte    möglich   sein,    so  muß  wegen 
—  1  <  C08  ^  <  +  1  die  Eonstante  c  einen  Wert  haben  zwischen  —  1  und  +  oo. 


Digitized  by 


Google 


184    Geometrisches  über  einige  Abbildungen  der  Engel  in  der  EartonmtwarfBlehre. 

Scheitel  8  das  Bild  eines  Parallels  d^  mit  cos  8^  »  c.  Die  Abbildung 
der  Umgebung  dieses  Kreises  wird  unstetig,  für  9  =  8^  wird 

Ä  =  oo,    i  =  0. 

Auf  dem  Kegel  wird  nur  die  Kugelkappe  abgebildet  Yom  Crq^npol  Q 
bis  zu  dem  genannten  Parallel  d^;  die  Abbildung  setzt  sich  nicht  über 
den  Pol  hinaus  auf  den  Erganzungskegel  fort,  denn  für  cos  d  >  c  wird 
der  Bildradius  m  imaginär. 

Die  längentreu  äbgebädeten  ParäUdkreise  werden  hier  durch  eine 
algebraische  Gleichung  zweiten  Grades  bestimmt  Setzt  man  nämlich 
m  .n  =  Bind,  so  folgt  aus  (20): 

(21)  cos*  d  —  2«  cos  d  +  (2nc  —  1)  «  0. 

Die  Diskussion  dieser  Gleichung  lehrt  namentlich  folgendes.  Eine 
Regdprojektion  (c  =  1)  bildet  stets  zwei  Parallelkreise  längentreu  ab, 
Yon  denen  der  eine  mit  dem  Pol  P  zusammenfällt.  —  Bei  der  Kegd- 
stwmpfprojektion  L  Art  {c  >  1)  sind  die  längentreuen  Parallelkreise  reell 

und  yerschieden,  wenn  1  <  c  <  — ^—  •    Für  den  maximalen  zulässigen 

Wert  c  =     ^      besitzt    die    Gleichung  eine   Doppdivurjsd   cos  d  =  n^ 

wobei  die  Abbildung  auf  den  Berührungskegel  dieses  ausgezeichneten 

Parallels  geschieht    Ist  c  >      ~    ,  so   sind  die  beiden  Wurzeln  cos  d 

imaginär.  —  Die  KegdstumpfprcjekMon  IL  Art  (e  <  1)  weist  nur 
einen  längentreuen  Parallel  auf,  da  die  eine  Wurzel  cos  d  großer 
als  1  wird. 

In  dem  allgemeinen  Ausdruck  für  m,  Gleichung  (20),  kommen 
zwei  Konstante  n  und  c  vor.  Die  Projektion  kann  zwei  an  sie  gestellte 
Bedingungen  erfüllen.  Die  Festsetzung  yon  n  bedeutet  die  Auswahl 
des  Hilfskegels.  Über  c  wird  Verfugt,  wenn  man  einem  beliebigen 
Parallel  d'  einen  bestimmten  Bildradius  m  zuweist,  es  ist  dann  nach  (20) 

^'j  =  — — •     Eliminiert  man  c  aus  diesen  Gleichungen  für  m 

und  m,  so  entsteht  als  neuer  Ausdruck  des  Halbmessergesetzes: 


(22)    ^.-|/2(co,d'-coB^  ^_V8n(eoBJ'-co,d)  +  m'«.n'^l 

^     ^  V  n  *        ^  sma  h 

Soll  sich  zudem  dieser  Parallel  längefUreu  und  infolgedessen  seine 
unendlich  nahe  Umgebung  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent  abbilden, 
so  wird  nach  (2)  m' .  n  »  sind'  und  damit: 


/QQX  jj.  ^  V^^  (<^a  ^'  —  cos  ^)  +  Bin* ^'  . .    ,  _^  y2n  (cob  d'  —  cob  a)  +  sin*^  ^  1 
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Über  die  Eonstante  n  kann  noch  yerfügt  werden;  die  Abbildung 
geschieht  anf  einen  hdidngen  Schnitfkegd  durch  den  längentreuen 
Parallel,  der  sich  selbst  entspricht^  vgL  Nr.  4,  S.  174 — 75. 

Ich  wende  mich  zu  einer  eingehenden  Behandlung  der  gewohnten 
bestimmten  Typen  der  flächentreuen  Projektionen^  wobei  jede  derselben 
unabhängig  entwickelt  werden  soll  Sie  lassen  sich  als  Sonderfälle 
der  durch  (23)  definierten  Projektion  auffassen,  worauf  im  einzelnen  auf- 
merksam gemacht  werden  wird. 

14.  Bei  der  Kegdprojektion 
von  Lambert  soll  der  Parallel  d' 
längentreu  abgebildet  werden, 
der  Pol  gilt  als  zweiter  läi^en- 
treuer  Parallel.  Den  Kegel  K 
wird  man  am  einfachsten  als 
SchnüCkegd  durch  diesen  längen- 
treuen Parallel  DE  oder  d' 
legen,  so  fällt  DE  mit  seinem 
EegelbUde  D^  E^  zusammen 
(Fig.  8).  U  m  GF  ist  der 
Mittelpunkt  jenes  ParaUels  und 
sind'  sein  Radius.  Die  Kugel- 
kappe DP  JB  hat  t7P=l~cosd' 
zur  Höhe,  also  die  Oberfläche 
2ä  (1  —  cos  *').  Ebensogroß 
soll  die  Kegelkappe  D^SE^  sein. 
Bezeichnet  man  folgerichtig  die  Kegelseite  SD^  mit  m',  so  ergibt  sich 
fär  die  Kegelkappe  der  Ausdruck  Äsind'.m'.  Durch  Gleichsetzen 
folgt  2  (1  —  cos  #0  =  siii  *' •  «w';  also 


m 


2  (1  —  COB  d') 

mnd' 


4  sin' 


.«' 


2  oi.    *' 


28m— coB— 
2        2 


Infolge    der    Längentreue    des    ParaUels    sowie    nach    Figur    ist 
m'siny  =  sin  d\  daher  w  =  sin  y  =  — r-  —  cos^  —  ,  so  daß: 

(24)  «'  =  2.tg^,     n  =  coB»^.i) 


1)  Offenbar  handelt  es  sich  hier  um  einen  Sonderfall  der  zuletzt  genannten 
Projektion  nnd  der  for  n  gefxindene  Wert  läßt  sich  ans  (23)  finden,  wenn  dort 
d  SS  0  der  BildxadiuB  m  =  0  entsprechen  soll. 
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Die  erstere  dieser  Gleichungen  liefert  folgende  Eonetroktion  des 
Kegels,  nämlich  seines  Scheitels  S.    Man  bringe  (Fig.  8)  die  Meridian- 

tangenten  in  D  und  P  zum  Schnitt  inX,  soistDX^tgy-     Auf  der 

ersteren  Tangente  trage  DX^  XD"  ab,  so  ist  DD^'^m'  (offenbar 
ist  B"  der  Schnittpunkt  der  Tangente  DT  mit  der  Parallelen  durch  P 
zu  (7X,  und  es  geht  zudem  diese  Linie  FD"  durch  den  D  gegenüber- 
liegenden Punkt  D*  des  Meridians  PEQ).  Beschreibt  man  nun  um  D 
den  durch  D"  gehenden  Bogen,  so  wird  die  Achse  im  Eegelscheitel  jS^ 
geschnitten. 

Die  zweite  Formel  (24)  liefert  eine  genauere  Konstruktion  des 
Kegels,  welche  zudem  den  großen  Vorteil  bietet,  umkehrbar  zu  sein. 
Der  Schnittpunkt  Y  der  Halbierungslinie  CX  des  Winkels  d'  mit  der 

Sehne  DP  ist  die  Mitte  dieser  Sehne.  Offenbar  ist  CF=  cos  y  (weü 
CP-  1).    Die  Projektion  von  CF  auf  CP  ist  CF  =  cos«  —  -    Dieser 

Wert  stimmt  mit  n  =  sin  y  überein.  Nun  ist  G  Y  der  Sinus  des 
Winkels  Y'ZCy  wobei  der  Bogen  FD  von  YY  in  Z  geschnitten  wird; 
es  ist  also  ^  TZC  =  y.  Da  femer  ZT±SY\  so  steht  der  Endschenkd 
SD  des  Winkels  y  (bei  S)  auf  GZ  senkrecht.  (Der  Hilfskegel  Ä,  hier 
durch  DE  gelegt,  ist  dem  Berührungskegel  des  Parallels  des  Punktes  Z 
parallel.) 

Beachtet  man,  daß  Y'  die  Mitte  von  P  U  ist,  so  erhält  man  folgende 
Umkehrung  dieser  Konstruktion.  Es  sei  der  Kegel  JET,  nämlich  der 
Winkel  y,  bekannt.  Man  trage  y  irgendwo  an  GP  als  Anfangsschenkel 
an,  falle  aus  C  auf  den  Endschenkel  von  y  die  Senkrechte,  welche  den 
Meridian  FQ  in  Z  schneidet.  Aus  Z  fälle  man  auf  den  Radius  CF 
die  Senkrechte  ZT,  mache  FT  ^  TU,  so  ist  U  der  Mittelpunkt  des 
eigentlichen  längentreuen  Parallels  DE  dieser  Kegelprojektion. 

15.  (Fig.  8).  Zu  der  Ahbüdwng  der  Fa/raUdkreise  auf  den  Kegel 
übergehend  sei  FO  vom  Polabstand  S  ein  beliebiger  Parallel,  man 
berechne  und  konstruiere  sein  Bild  F^G^}) 

Den  Bildradius  von  FG,  nämlich  SFy^  =-  SG^j  bezeichnet  man 
mit  m;  der  Radius  des  Kegelkreises  F^G^  ist  dann  m  .  n.  Die  Ober- 
fläche des  Kegels  SF^G^  wird  damit  gleich  srm^n,  die  entsprechende 
Kugelkappe  FFG  ist  2ä(1  — cosd).    Durch  Gleichsetzen  dieser  ent- 

2  Bin  — 


/-—TT ^  «   OJ.U  — 

sprechendenFlächen  folgt  m=T/   ^  ^^^  )  ^  — ^^  ^as  mit  Formel (20), 

1)  Die  Abbildung  der  Umgebung  des  Poles  ^  =>  0  ist  am   Schiasse  der 
folgenden  Nummer  auseinandergesetzt. 
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für  c  =  1,  übereinstimmt.  Da  femer  nach  voriger  Nummer,  n  =  cos*  y, 
so  lautet  das  Halbmessergesetz: 

2  ein—                       cos— 
(25)  m y,  mit  h 1>  «  ^. 

COB_  COB- 

Für  den  Bildkreis  F^  G^  bestehen  einfache  geometrische  Eonstruk- 

tionen.     Aus  w  =  2  sin  —  :  cos  y,  »  =  siny  =  cos* y  ,  folgt  m  ,  nrny 
9  9' 

=  2  sin  Y  cos  Y  •    Die  linke  Seite  ist  der  Abstand  des  Punktes  G^  von 

der    Achse    CS,     Rechts    ist    2  sin—    gleich    der    Sehne    PG.     Um 

9'         * 
PC? .  cosy  ZU  erhalten^  dreht  man  PG  um  P,  bis  G  nach  ff,  in  PE 

zu  liegen  kommt.  Es  haben  alsdaim  die  Punkte  G^  und  G^  von  der 
Achse  CS  denselben  Abstand;  es  wird  die  .Kegelseite  SE  von  der 
Parallelen  durch  G^  zu  der  Achse  im  gesuchten  Punkte  G^  geschnitten, 
womit  der  Kegelparallel  F^G^  konstruiert  ist. 

Eine  zweite  Konstruktion  liefert  den  Bildradius  m^  SG^.    Es  ist 
9  9'  9'  9* 

m  »  2  sin-  :  cosy;  cosy  =»(7F,  1 :  cosy  «=  CX  =  CNy    wo  N  der 

Schnittpunkt   der  Meridiantangenten  in  P  und  E  ist.     Es   ist  somit 

m  =  P6r  .  CN.    Um  P ff  =  2  sin—  mit  CN  zu  multiplizieren,  bemerke 

man,  daß  PC^  1;  man  drehe  PG  um  P  nach  Pff^  in  die  Achse  und 
ziehe  durch  G^  die  Parallele  zu  CN  bis  zum  Schnitt  mit  der  Pol- 
tangente P-N'in  ff j.  Es  ist  ff^  ffg  das  verlangte  Produktund  m^SG^^  ff^ff, 
der  Bildradius  des  Parallels  Pff.  —  Der  äußerste  und  größte  idler 
dieser  Bildradien  ist  derjenige  des  Gegenpols  Qy  gleich  Q^Q^j  der,  wie 

leicht  zu  zeigen  ist,  durch  E ---  E^  geht  C^  PQE  =  yV 

Anhang.  Für  diese  winkeltreue  Kegelprojektion  ist  c  »  1,  es  wird 
damit  die  allgemeine  Gleichung  (21)  für  die  längentreuen  Parallelkreise 
zu  cos*  d  —  2w  cos  d  +  {2f^  —  1)  =  0,  d.  i. 

{cos*- l}.{cos*-(2n-l)}«0. 

Die  erste  Wurzel  ist  cos  *  =  1  und  dementsprechend  der  Pol  *  =  0 
der   eine  längentreue  Parallel.     Für  den  zweiten   ist  cos*  =  2n— 1; 
für  die  hier  eingeftihrte  Bezeichnung  cosd'===  2n  —  1.     Daraus  folgt, 
9' 

daß  n=  cos*y,  wie  in  (24)  angegeben. 

Der  eigentliche  längentreue  Parallel  d'  oder  DE  ist  nun  für  einen 
gq^benen  Kegel  BST  (Fig.  9)  sehr  leicht  zu  finden.    Man  trage  auf 

Digitized  by  VjOOQIC 


188    Geometrisches  Aber  einige  Abbildmigeii  der  Kugel  in  der  Eartenentwurfslehre. 


der  Senkrechten  ans  Q  auf  RS  die  Langeneinbeit  QÄ  ^  QC  ah,  fille 
aus  Ä  anf  QC  die  Senkrechte  AB,  so  ist  QB^n(j=Bmy),  Tragt 
man  in  der  Achse  QB^BU sh,  so  ist  QU'^2n,  (7J7=2n— l^cosd'; 
es  ist  U  der  Mittelpunkt  des  langentreuen  ParallelB  DE  und  D^E^  sein 
Bild  auf  dem  KegeL  —  Diese  Konstruktion  ist  ohne  weiteres  umkAr- 
har;  zu  gegebenem  DE  oder  8'  laßt  sich  der  Kegel  eindeutig  finden. 


Fig.  9. 


16.  Die  flächentreue  EegdstumpfprqjekHon  von  Albers  bildet  zwei 
im  voraus  gegebene  Parallelkreise  DE,  FO  von  den  Polabständen  S',  S' 
längentreu  ab  (Fig.  10).  Es  ist  somit  Yor  allem  ein  Kegel  "K  zu  er- 
mitteln, auf  welchem  sich  zwei  Kreise  D^E^,  ^i^i  ^^^  ^^^  Radien 
sind',  sind''  befinden,  derart,  daß  die  Oberfläche  des  Kegelstumpfes 
D^E^F^G^  gleich  ist  der  Oberfläche  der  entsprechenden  Kugelzone 
DjßJFCr  »  2^(co8d' —  cosd'').  Bezeichnet  man  die  Seitenabschnitte 
8D^y  SF^  des  Kegels  mit  m',  m",  so  hat  der  Kegelstumpf  die  Ober* 

fläche:  •    ^^  i    •   ^^ 

2«"°*+'"*    (m"-m'). 

Durch  Gleichsetzen  dieser  Flächen  folgt: 
(26)  (w"-  m')  (sind"  +  sind')  -  2 (cos d'-  cosd'O, 


m  —  mj  2  sm  — ^- —  cos  — - —  =  4  sm  — ~ —  sm  — ^ — , 


(27) 


Vfi    —  Wl 


2tg 


2 


Es   ist   damit   die  Länge  DyF^   der  Seite  des  Kegelstumpfes  be- 
rechnet.   Die  Formel  (27)  liefert  folgende  einfache  KmsbrvMiony)    An 


1)  Zöppritz-Blndau  S.  108. 
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den  Bogen  DF  lege  man  in  dessen  Mitte  M  die  Tangente  und  bringe 
sie  in  D^y  F^  zum  Schnitt  mit  CDj  CF.  DqFq  stimmt  mit  der  Seite 
D^F^  des  Kegelstnmpfes  überein.  Offenbar  sind  Eegelstumf  imd  Eegel 
durch  die  Länge  yon  DiF^  nnd  die  Radien  sin d\  sin 8''  der  £reise  DiE^, 
F^O^  eindeutig  bestimmt 

Da   die   Parallelkreise   d\  6"    des   Globus    langentreu    abgebildet 

werden,  so  sind  nach  (2)  m' .  w  =  sin  d\  m'  =- und  m"  = 

Dorch  Einsetzen  in  (26)  folgt: 

"^^7"^^   (sin  *"  +  sin  «O  =  2  (cos  8'  -  cos  *"); 

'*'"2(C0B^'—  COB^")  2(008^'— COSO  *        COB^'—COSd"    ' 

oder 

(28)  n  =  |(co8*'  +  cosO- 

Durch  Zuhilfenahme  von  Fig.  3  kann  die  Berechnung  von  n  etwas 
vereinfiwht  werden.    Es  sind  D^ TJ^  =  sin*',  F^V^ ^  sintf";  man  nehme 

A-Fi  =  m"  -  w'  -  2 sin  ^  ~^^  :  cos  ^  ~^  nach  (27).    Es  wird  dann: 

1?\J       Bin ^"- Bin r  S"  +  d'       a"-r     .,       .,  ,        .,,. 

n  =  smy  =-  j^^-  =  — m'^-m' —  ""  ^^^  — 2"^^ — 2 — =1  (^^  *  +cos*' ). 

Nach  (28)  ^£t  sich  der  Eegel  K  in  folgender  Weise  konstruieren 
(Fig.  10).  Es  seien  Uy  V  die  Gentra  der  längentreuen  Parallelkreise 
DE,  FQ  des  Globus  und  W  die  Mitte  zwischen  U  und  F,  so  ist 
CTr«=  i(co8*' +  cosd")  =  »  =  sin y.  In  W  errichte  man  auf  der 
Achse  die  Senkrechte,  welche  den  Bogen  EG  in  H  schneidet.  Aus 
CTT^siny  folgt,  daß  y  mit  dem  Winkel  WHC  übereinstimmt.  Die 
Meridiantangente  in  H  bildet  mit  der  Achse  bei  S^  den  Winkel  y; 
der  gesuchte  Eegel  ist  dem  Berührungskegel  des  Parallelkreises  des 
Punktes  H  gleich.  Diesen  berührenden  Eegel  verschiebe  man  in  der 
Richtung  der  Achse,  bis  sein  Scheitel  nach  dem  beliebigen  Punkte  S 
fallt  und  benutze  ihn  in  dieser  Lage  zur  Abbildung.  Schneidet  man 
Bebe  in  der  Zeichnungsfläche  liegenden  (ümri£-)Erzeugenden  mit  den 
Parallelen  durch  D,  JB,  F,  6r  zur  Achse  in  D^,  E^,  F^,  O^,  so  sind 
endlich  D^E^y  E^O^  die  Bilder  der  langentreu  abzubildenden  Parallel- 
kreise.  —  Den  Eegel  kann  man  jederzeit  als  SchmWcegd  so  legen^  daß 
er  mit  dem  Globus  den  einen  der  längentreuen  Parallelkreise  DEj  FQ 
entsprechend  gemein  hat  (Nr.  4,  S.  174). 


1)   Dieser  Wert    für    n    ergibt    Bich    aus    (28),    wenn    dort    d  ^  S"    und 
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Um  das  HalbmessergeseU  zu  finden,  f&hre  man  den  beliebigen 
Parallelkreis  IK  Tom  Polabstande  d  ein.  Anf  dem  Kegel  sei  I^K^ 
mit  den  Seitenabschnitten  81^  »  SE^  »  m  sein  Bild.  Nun  berechnet 
man  die  Zonen  des  Olobns  und  des  Kegels  entweder  von  DE  nach 
IE  nnd  von  Di-^i  '"^^  -^i-^i  ^^^  ^^n  FG  nach  IK  und  Ton  Ffi^ 
nach  I^Kj^  und  setzt  sie  einander  gleich.  Man  findet  in  Übereinstimmung 
mit  (23)     . 

m  =  ^)/2n(coB*'--cos*)  +  8in»d'-^y2n(cos*"-cos*X+sin**", 

oder  auch  durch  Einsetzen  des  Wertes  von  n  aus  (28)  den  symmetrischen 

Ausdruck 

.c)Q\  2  yi  +  cos  9"  coB  *"  —  (cos  d'  +  cos  d")  C08  a 

^       ^  COB  *    +  COS  d 

Die  BUdradien  der  ausgezeichneten  ParaHelkreise,  nämlich  der  Pole 
und  des  Äquators,  sind  in  gewohnter  Bezeichnung 

,   .    9'  .   d"  ,        9'       9" 

*  8in  -r-  Bin  —-  „. ,/r-i ^t ^r,  4  cos  -^  cos-^ 

2_ 2^  _  gj/l  +  cosa^cosa 2  2 

^i»"~COs6'+C08<r"'       ^«*~         C08*'  +  C0S^"        »       ^«""C08*'  +  C08*" 

mit  2wJ  —  wj  +  wj;  die  Konstante  (Nr.  13)  ist  c  =  ^^4.^9"  ' 

Läßt  man  bei  Torstehender  Projektion  Ton  Alb  er  s  d^i  einen 
längentreuen  Parallel  zum  Pol  P  werden,  während  der  andere  un- 
verändert bleiben  soll,  so  entsteht  als  Sonderfall  die  in  Nr.  14,  15  be- 
handelte flächentreue  Kegelprojektion  Yon  Lambert.  Für  ^^'»0  findet 
man  in  der  Tat  aus  (28),  (29) 

9 


l  +  cos^-  .  9'  gt/(l  +  cosO(l-coBa)  _  « 2_ 

n 2 cos  y,    m-2 i  +  cosa- ^ Y^ 

COBy 

wie  in  (24)  und  (26).  —  Solange  tf"  einen  endlichen  Wert  hat,  wird 
die  unendlich  nahe  Umgebung  dieses  Parallels  auf  den  Kegel  (und  die 
Karte)  m  den  kleinsten  Teilen  kongruent  abgebUdei  Wird  dagegen 
d"  »  0,  so  kann  das  nach  Nr.  9  nicht  mehr  stattfinden.  Um  nun  Ton 
der  Abbildung  der  Umgebung  des  Poles  P  auf  die  Umgebung  des 
Kegelscheitels  eine  deutliche  Vorstellung  zu  erhalten,  beachte  man, 
daß  ftir  d"  »  0  die  Indicatrixhalbachsen  allgemein  die  Werte  haben 
9' 


T  l/ii  1  1 

*  = Y  =    ^  ^  ^~h9  ^  d  =  0  somit  *  =  yi»,  A  —  --=.    Die  Basen 

/Google 


cos—-  COB-—  V** 

2  2 
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der  Tom  Pol  ansgehenden  unendlich  kleinen  Netzdreiecke  werden  im 
Verhältnis  1  :  i  -»  1  : )/«  yerkürzt,  wahrend  die  Schenkel  im  Ver- 
hältnis 1 :  A  » Yn  :  1  vergp-öBert  abgebildet  werden,  so  daß  abo  die 
Flächengleichheit  bestehen  bleibt. 

Anderseits  kann  man  derart  spezialisieren,  daß  die  beiden  längen- 
treuen Parallelkreise  zusammenfallen.  Man  lasse  dementsprechend 
8"  ^8"  ^  S^  werden,  so  folgt  aus  (28)  und  (29) 


COS(). 


o; 


m  '■ 


yi  +  C08*  9^  —  2  COB  S^  COB  9 
COB  9^  ' 


es  sind  dies  die  Grundformeln  für  die  in  den  folgenden  Nummern  zu 
behandelnde  Projektion. 

17.  Der  Globus  werde  nun  flächentreu  auf  den  Beruhrungskegd 
eines  bestimmten  Mittelparallels  DE  vom  Polabstande  d^  abgebildet, 
wobei  dieser  ausgezeichnete  Parallel  sich  längentreu  abbilden  solL  Für 
jeden  Punkt  des  Parallels  ä^  wird  nach  Nr.  13  A  »  i  =  1,  die  unend- 
lich nahe  Umgebung  des  Parallels  wird  in  den  kleinsten  Teilen  kon- 
gruent abgebildet.  Globus  und  Kegel  haben  den  Flächenstreifen  längs 
DE  entsprechend  gemein.  Die  beiden  längentreuen  Parallelkreise  sind 
in  DE  vereinigt;  bei  der  Abbildung  des  Globus  auf  den  Kegel  ist  DE 
doppelt  selbstentsprechend. 

In  Fig.  11  ist  die  Zeichnungsfläche  ein  ebener  Schnitt  des  Globus 
und  des  Kegels  durch  die  gemeinsame  Achse  SC.  Der  Winkel  y  des 
Kegels    ist    gleich    90  —  d^,    also    die  ^^   ^^ 

Konstante     n  «=  sin  }^  »  cos  d^ .       Der 
Bildradius    des    Berührungsparallels    ist 

Ä-E-mo-tgdo. 

Das  Bild  des  beliebigen  Globus- 
parallels  FG  yom  Polabstand  d  sei  der 
Kegelparallel  F^G^  mit  SF^^SG^^m. 
Es  haben  in  diesem  Fall  die  Zonen 
DEFG  und  D^E^F^G^  des  Globus 
und  des  Kegels  gleiche  Oberfläche.  Die  Radien  der  beiden  Basen  des 
K^elstumpfes  sind  m  •  n  und  m^  •  n,  die  Seitenlänge  ist  m  —  m^,  somit 
die  Oberfläche  gleich  yt  (m  -  n  +  m^  -  n)(m  —  m^);  die  Oberfläche  der 
Kugelzone  ist  29r(cosdo  —  cosd).    Durch  Gleichsetzen  folgt 

(w*  —  wj)  •  n  =  2  (cos  Öq  —  cos  d), 


*\r^      r 

s/7              ^• 

V 

y<lZs-<!iß 

T\^^       c 

wo  m^  =  tgdo 


ein^o 


,  also 


m       2  (cos  9„  —  COB  9)    ,   Bin*  9,. 

nr  =  -^^ 2 i  -j ^ 

n  '       n" 


2ti  (coB  9f^  —  COB  9)  +  sin*  9^ 
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wie  in  (23).     Setzt  man  wieder  n  »  cos  d^,  so  ergiht  sich  folgende  be- 
queme Schreibweise  der  fundamentalen  Formeln 


(30)  m^^^^ ^^ 5 ^    n  =  co8*/), 

worauf  am  Schlüsse  voriger  Nummer  bereits  hingewiesen  wurde. 

Für  den  FG  oder  ä  entsprechenden  Eegelparallel  F^G^  bestehen 
zwei  ein£Ekche  Konstruktionen: 

a)  Es  seien  U,  V  die  Mittelpunkte  von  DE  und  FG.  Verbindet 
man  U  mit  G,  so  folgt  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ÜVG 
(Fig.  11) 

UG^^  Ur^+  F6?»=(cos*o-cos*)»+sin«*=l  +  co8«*o-2cos*oco8*, 

f7C?=yi  +  cos«*^j-.2cos*oCosd. 

Nach  (30)  ist  mcosd^  =  wsiny  =- 170,  es  ist  also  UG  dem 
Radius  V^G^  des  Kegelkreises  F^G^  gleich.  Dreht  man  UG  um  U 
und  um  den  Winkel  ^  nach  UG^  (in  ÜE)  und  zieht  man  durch  den 
Endpunkt  G^  die  Parallele  zu  der  Achse^  so  wird  SE  Ton  ihr  in  G^ 
geschnitten.    Damit  ist  der  Bildkreis  F^G^  konstruiert. 

b)  Eine  noch  einfachere  Übertragung  der  Parallelkreise  auf  den 
Kegel  beruht  darauf^  daS  m^  SG^  direkt  mit  SG  übereinstimmt.    Es 

ist  nämlich,  Fig.  11,  CS ^,  CF=cos*,also  VS ^-cos* 

=  Lz£?i^£2?i.    Ferner  ist  Fö  -  sind,  alao 

COB  tfo 
ctj^         T//1  —  COB^oCOfld\8     ,        .    9  ft         Vi  +  COB*  *o  —  2  COS  d^.  COB  ^ 

iSö=|/( i 1  +sm^tf=^^— 2- 2-—^ 2 «m. 

Um  Gl  zu  erhalten,  hat  man  somit  einfach  um  8  mit  dem  Radius 
SG  einen  Bogen  zu  ziehen,  er  schneidet  die  Kegelseiten  SD,  8E  in 
F^  und   6^.*)  —  In  Fig.  12   sind   dementsprechend   SP  —  SP^   und 


1)  Dieser  Ausdrack  für  m  geht  ans  (28)  hervor,  wenn  man  dort  d '  durch  ^« 
ersetzt  und  na^cos^^  wählt. 

2)  Die  Abbildung  der  Parallelkreise  des  Globns  auf  den  Berührongakegel 
vollzieht  sich  somit  durch  eine  Schar  konzentrischer  Kugeln ,  welche  den  Kegel- 
scheitel S  zum  Zentrum  haben.  Diese  Kugeln  schneiden  Globus  und  Kegel  je  in 
entsprechenden  Kreisen.  Da  die  Projektion  fläehentreu  ist,  besteht  somit  folgender 
Flächensatz:  Schneidet  man  einen  geraden  Kreiskegel,  saune  beliMge  Kugdn,  wMu 
diesen  Kegel  längs  seiner  Kreise  berühren,  mit  einer  weiteren  Schar  kongentris^er 
Kugeln,  deren  Zentrum  der  Kegelscheitel  ist,  so  sind  alle  zwischen  je  zwei  Kugdn 
der  letzteren  Schar  liegenden  Zonen  des  Kegels  und  der  ersteren  Kugeln  einander 
gleich.  Dieser  Satz,  dessen  direkter  Beweis  hier  sehr  nahe  liegt,  kann  auf  zwei  Arten 
spezialisiert  werden.    Bückt  der  Kegelscheitel  S  unendlich  fem,   so  verwandelt 
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SQ  =  8Q^  die  Radien  m^,  m^  der  Polbilder  in  der  Karte.  Die  Kegel- 
stumpfprojektion  beansprucht  für  die  Abbildung  des  ganzen  Globus  den 
Eegelstumpf  PiPtQiQü  seine  Seitenlänge  stimmt  mit  PQ^2  überein. 

18.  Die  PardOär 
kreise  des  Globus  sind 
einander  paarweise  fMr 
geordnet  als  solcbe^  die 
auf  demselben  Eegel 
aus  8j  von  der  Achse 
SC  liegen,  Fig.  12. 
Der  Winkel  9  jedes 
solchen  Kegels  ist 
kleiner  als  y.  Es 
sind  FO,  HI  Ton 
den  Mittelpunkten  F, 
W  ein  solches  Paar  zu- 
geordneter Kreise.  Wie 
gezeigt  werden  soll, 
sind  sie  stets  Liniere 
gleicher     Verzerrungen. 

Nach  Nr.  3  ist  fttr  den  Parallel  FG  und  sein  Bild  F^G^  auf  dem 

Q.   y 

Kegel  die  Indicatrizhalbachse  in  tangentialer  Richtung  t  =  ny  >  ^^ 

T  -ur 

den  Bildparallel  B^I^  ebenso  ^  =  ~jxf^*     Offenbar  sind  die  gedachten 

Verbindungslinien  GG^y  11^  parallel,  femer  sind  SG^SG^  und 
/SJ=»  5/1,  somit 

G^V^:I^Wi  =  G^8:I^8^G8:I8^Gr:IW. 

Somit  ist  G^V^iI^W^^GViIW  oder  G^r^iGr^I^W^iIW] 
es  stimmen  für  die  Bilder  dieses  Paares  von  Parallelkreisen  die  Halb- 
achsen k  der  Indicatricen  überein,  ebenso  infolge  A  » -r-  die  Halbachsen 


sich  der  Eegel  in  einen  gemeinsamen  Berührongsq/Züuf^r  der  ersteren  Schar  von 
Kugeln,  die  nun  sämtlich  mit  dem  Cylinder  denselben  Badins  haben.  Es  entsteht 
der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Oberfläche  irgend  einer  Engelzone  nnd  einer 
Zone  des  Berührnngscylinders  von  gleicher  Höhe  (Anwendung  in  Nr.  22).  —  Läßt 
man  anderseits  den  Eegel  zu  einer  Ebene  werden,  so  besteht  die  erstere  Engel- 
schar  ans  den  Engeln,  welche  diese  Ebene  in  einem  ihrer  Punkte  S  berühren, 
einschließlich  dieser  Ebene.  Die  Engeln  der  zweiten  Schar  haben  das  gemeinsame 
Zentrum  S.  Der  allgemeine  Satz  besteht  auch  jetzt  noch:  ÄUe  Zonen  der  ^ersteren 
Kugein,  die  swischen  je  ewei  Kugeln  der  zweiten  Schar  liegen,  sind  flächengleich. 
Vgl.  hierzu  Nr.  28. 

Z«iticliTift  1:  MathemAlik  n.  Physik.  49. Band.  1908.  S.Heft.  13 
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h  in  radialer  Richtung;  nnd  es  sind  die  Bildkreise  von  FQ,  HI  in  der 
Tat  Linien  gleicher  Verzerrungen  der  Karte. 

In  voriger  Nummer  ist  nachgewiesen  worden,  daß  V^  G^  =  UO 
(vgl.  Fig.  11).  Nun  ist  UG  als  Hypotenuse  größer  ab  die  Katiiete 
VG,  also  stets  Fj  G^  >  VG.  Jeder  Parallelkreis  des  Globus  wird  ver- 
größert abgebildet.  Daraus  folgt,  daß  bei  jedem  Punkt  der  Karte  die 
tangentiale  Halbachse  der  Indicatrix  die  große  Halbachse  {=^  a),  die 
in  radialer  Richtung    h  dagegen  die  kleine  ist  (=  V).     Für  das  Bild 

des  Parallels  FG  ist  Ä  («=  a)  =  -—^  ^  VG  ^  sec^i,  wobei 

^UGV^^GUE^t^. 

Bezeichnet  man  den  Polabstand  von  FG  mit  d^,  so  ist 

ÜG  -  yi  +  cosM^j  -  2cos(JoCosdi,     VG  =  sind^, 
also 

7    /  \  Vi  +  cos*  ^ft  —  2  cos  da  COS  S.  ,  ■, 

Ä;(=a)  =  ^— ^= K^^ ' -*=sec*i;    Ä^cos^j. 

Hat  der  entsprechende  Globusparallel  HI  (Fig.  12)  den  Pol- 
abstand ^2,  so  ist  für  jeden  seiner  Bildpunkte 


,        Vi  +  cos"  Sf.  —  2  COS  *o  cos  d^  ,         , 

^-^^—^ S"^^ -•  =  sec^2;    A  =  cos^8, 

wobei  ^EUI=ti. 

In  Fig.  12  ist  dem  Kreise  über  dem  Durchmesser  PQ  das  zu 
diesem  Durchmesser  symmetrische  Viereck  FGHI  eingeschrieben. 
Der  Schnittpunkt  der  Gegenseiten  FH^  Gl  ist  S,  die  erste  Nebenecke 
des  Vierecks.  Die  andern  beiden  Nebenecken  liegen  auf  der  Polaren 
DE  von  S  in  Bezug  auf  den  Kreis  und  zwar  die  eine  unendlich  fem. 
Durch  die  letzte  Nebenecke  gehen  jene  Polare  DJS,  ferner  die  Polare 
SC  der  unendlich  fernen  Nebenecke,  sowie  endlich  die  übrigen  Gegen- 
seiten FI  und  GH  des  Vierecks.  Diese  dritte  Nebenecke  ist  als 
Schnitt  von  DE  und  SC  nichts  anderes  als  der  Punkt  U. 

Man  schließt  daraus,  daß  die  Verläi^erui^en  von  ÜI,  UG  durch 
F  und  H  gehen  (und  daß  U  der  Scheitel  des  zweiten  Kegels  ist,  den 
man  durch  die  Parallelkreise  FG,  HI  legen  kann).  Auch  folgt,  daß 
die  Strahlen  UG,  UI  zu  den  rechtwinkligen  Linien  US,  UE  har- 
monisch liegen,  zu  ihnen  also  gleich  geneigt  sind,  und  daß  if^^'^i- 
(Auch  sind  ^^  bei  G  und  ^2  hei  7  einander  gleich  als  Peripheriewinkel 
über    demselben  Bogen  FH^   —   Nach    einem    planimetrischen   Satz 

ist  ferner  ^^  =  ^^  =   ^  "7  * .     Für  die  Indicatrixhalbachsen  der  Bilder 
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des    Paares    FG^  HI  von    Parallelkreiseii    hat    mau  nun   auch   den 
Ausdruck 

X; «  a »e  sec  ^  "7  * ,    ä «  6  « cob  ^"^  * . 

PaUt  man  aus  C  die  Senkrechte  CL  auf  S/ff,  so  ist  ^SCL^^^^ . 
Es  folgt  daraus,  daß  ^CiSL  =  9  =  90- ?^^*. 

Um  noch  die  Beziehung  zwischen  8q  und  den  zugeordneten  Werten 
di,d,herzuleiten,beachteman,daßS6  SeT-S-B*.  EsistSff«^-?^, 

S/--^-??^,  SjK^tgdo.    EndHch  ist  sin9>  =  cos^^4^,  und 

es  folgt  aus  alledem  ""^  !>"!^a'  ="  tg**o;  *^^ 

(31)  tgJ,^'^       '        '. 

^       ^  COS-i-^ — ! 

Der  Yollsiandigkeit  wegen  soll  noch  der  d^  entsprechende  Wert 
^2  aus  dl  und  d^  berechnet  werden.  Um  dies  zu  erreichen,  setzt  man 
die  auf  S.  194  angegebenen  Ausdrücke  fQr  ky  fUr  die  Parallelkreise  8^ 
und  d,,  einander  gleich: 


yi  -f-  COB*  d^  —  2  COB  Jq  COB  d^         yi  -f-  COB*  ^q  —  2  008  d^  COB  d^ 

sin  ^1  Bin  d^ 

Indem  man  quadriert,  überall  die  Cosinus  einführt  und  die  Nenner 
entfernt,  kann  man  mit  cos  d^  --  cos  d^  diyidieren,  entsprechend  der 
speziellen  Losung  d^  «  d,  (»  d^).  Es  verbleibt  eine  in  cos  d,  lineare 
Gleichung,  und  diese  liefert 

{^0\  pnaA    __  g  +  COBMo)COB^t  -2  COB^, 


IL 
Cylinderprojektionen. 

19.  Bei  den  wahren  Cylinderprojektionen  werden  (in  normaler  Li^e) 
die  Meridiane  des  Globus  abgebildet  ab  die  Erzeugenden  (Seiten)  eines 
Kreiscylinders  und  zwar  derart^  daß  der  Winkel  irgend  zweier  Meridiane 
mit  dem  Winkel  der  Ebenen  übereinstimmt,  die  man  durch  die 
Cylinderachse  und  die  entsprechenden  Erzeugenden  legen  kann.  Die 
ParaUdkreise  dagegen  bilden  sich  ab  als  die  Kreise  des  Gylinders.  In 
Fig.  13  sind  Globus  und  Cylinder  mit  ihren  Achsen  zusammengelegt 
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und  auf  die  durch  die  Achse  PQ  gelegte  Zeichnungsfläche  orthogonal 
projiziert  Dem  Äquator  AB  läßt  man  stets  den  in  seiner  eigenen 
Ebene  liegenden  Ereis  A^B^  des  Gylinders  entsprechen^  was  ohne 
Einfluß  auf  die  Gestalt  des  Bildes  ist.  Im  übrigen  sind  DiE^,  ^/i, . .  . 
die  Bilder  der  Parallelkreise  DE,  HI, . . .  und  die  Cylindererzeugenden 
Ä,H,,  K^L^  . . .,  BJ^  die  BUder  der  Meridiane  QAH,  QKL, . .  ^  QBI] 

der  erstgenannte  sei 
der  NiMmeridian.  (Die 
Meridiane  werden  nun 
durch  das  Ebenen- 
büschel Ton  der  Achse 
PQ  auf  den  Cylinder 
projiziert.) 

Durch    Abwicke- 
lung des  Gylinders  in 
die    Zeichnungsfläche 
entsteht     die     Karte, 
Fig.  14;   welche   im   allgemeinen  als  Bild 
des    gesamten    Globus    die    Gestalt    eines 
BedUeckes   haben    wird.^)     Die    Meridiane 
Ton   den   Längen   X  ^0,  X,   ...    und   die 
Parallelkreise  von  den  Breiten  9?  =  0,  9?,  ...   der  Karte  bilden  zwei 
Systeme  von   sich  rechtwinklig  schneidenden  Geraden.     Alle  Parallel- 
kreise der  Karte  haben  dieselbe  Länge. 

Es  folgt  namentlich;  daß  die  Hauptricktungen  des  Globus  und  der 
Karte  mit  den  Parallelkreisen  und  Meridianen  übereinstimmen.  Wir 
bezeichnen  für  den  beliebigen  Punkt  L'  der  Karte  die  IndicaJtrixhdOh 
achse  in  der  Richtung  K'L'  des  Meridians  mit  h,  die  darauf  senkrechte 
von  der  Richtung  H'L'  des  Parallels  mit  k. 

Bei  dieser  Abbildung  des  Globus  mit  Hilfe  eines  Gylinders  sind 
zwei  Dinge  toülkiirlich,  zunächst  das  Verhältnis  des  Gylinderradius  zum 
Radius  des  Globus.  Dieses  Verhältnis  soll  die  Konstante  der  Gylinder- 
projektion  heißen  und  mit  v  bezeichnet  werden.  Nimmt  man  auch 
hier;  wie  bei  den  Kegelprojektionen,  den  Radius  des  Globus  als  Längen- 
einheit; so  stimmt  die  Konstante  mit  dem  Radius  des  Gylinders  direkt 
überein.  Aus  Zweckmäßigkeitsgründen  wird  man  Projektionen;  bei 
welchen  der  Radius  des  Gylinders  größer  ist  als  derjenige  des  Globus, 
ausschließen;  sich  also  auf  die  Fälle  mit  1/  ^  1   beschränken.  —  Für 


1)  Das  Bild  auf  dem   Cylinder   und   die  Karte   sind  gegenseitig   längen-, 
flächen-  und  winkeltreu  oder  alflo  überall  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent 
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1/ «  1  gescliieht  die  Abbildung  auf  den  Berührungscylinder  des  Äquators^ 
unter  den  Parallelkreisen  wird  nur  der  Äquator  längentreu  und  sich 
selbst  entsprechend  abgebildet.  —  Ist  dagegen  0  <  v  <  1  so  hat  man 
es,  wenn  man  die  Achsen  beider  Flächen  zusammenlegt,  mit  der  Ab- 
bildung des  Globus  auf  einen  Schniücylinder  zu  tun.  Der  Cylinder 
scbneidet  den  Globus  in  zwei  zum  Äquator  symmetrischen  Parallel- 
kreiBen,  welche  jedoch  im  allgemeinen  sich  nicht  selbst  entsprechen, 
dagegen  Umgenireu  abgebildet  werden.  Sie  können  durch  bloße  Ver- 
schiebung des  Cylinders  längs  der  Achse  einzelu  mit  ihren  Bildern 
zur  Deckung  gebracht,  also  selbstentsprechend  gemacht  werden.  Ihre 
Breiten  sind  durch  die  Gleichung  bestimmt 

(33)  cos  9  «=  1/. 

Willkürlich  ist  femer  das  Gesetz  des  Entsprechens  der  Parallel- 
kreise und  ihrer  Bildkreise  auf  dem  Cylinder.  Die  Lage  eines  Parallels 
drückt  man  aus  durch  Angabe  seiner  geog.  Breite  9,  die  des  Bild- 
kreises des  Cylinders  (oder  der  KArte)  durch  den  Abstand  A^H^  =  AH'  =  x 
(Fig.  13,  14)  vom  Bilde  des  Äquators.  Die  eindeutige  Beziehung 
zwischen  (p  und  x  wird  ausgedrückt  durch  eine  Gleichung 

(34)  ^^  =  2^(9), 

das  Breüengesetz,    Einer  bereits  getroffenen  Festsetzung  zufolge  wird 
F(p)  =  0  sein. 

In  Figur  14  hat  der  beliebige  Punkt  U  der  Karte  die  recht- 
winkligen Koordinaten  x  =  A'H'j  y  =  A'K'  =  H'L\  Die  Koordinaten- 
achsen sind  das  Bild  des  Anfangsmeridians  k^O  und  des  Äquators 
9  »  0.  —  Die  Ordinate  hängt  nur  von  der  Länge  X  des  Originalpunktes 
L  ab,  sie  ist  gleich  dem  Bogen  A^K^  auf  dem  Cylinder;  der  Radius 
des  Bogens  ist  v,  der  Zentriwinkel  L     Somit  ist 

(35)  y  =  1/  •  arc  A. 

In  Übereinstimmung  mit  den  konischen  Projektionen  ist  allgemein 
die   Indicatnxhalbachse    h  das   Verhältnis   des   Bildradius   H^  U^    zum 

Originalradius  Hü  für   einen  beliebigen  Parallel,   somit   gleich  — ^, 
und  für  h  ergibt  sich  der  (5)  analoge  Ausdruck  j-, 

(36)  h      ^"^      -         ^ 


d<p '  cos  (p ' 

bei  den  wahren  (normalen)  Cylinderprojektionen  sind  die  Verzerrungen 
nur  von  der  Breite  %  nicht  aber  von  der  Länge  A  abhängig. 
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A.  Mittelabstandstretie  Projektionen. 

30.  Die  Meridiane  werden  ULngentreu  abgebildet.  Es  ist  somit 
im  ganzen  Oebiete  der  Karte  A  »  1,  also  dx  ^  d(p,  x  =  arc  fp  '\-c. 
Indem  man  dem  Parallel  9  =  0  die  Bildlinie  x^O  zuordnet,  hat  man 
derart  verfügt,  daß  c  =  0  wird.     Somit  ist  hier  allgemein 

(37)  rr  «=  arc  g>,    y  =  1/  •  arc  A;    ä  =  1,    h 


cos  9 
das  Gesetz  der  Abbildung. 

Das  Globusbild  wird  hier  allgemein  als  die  rechteckige  PlaWcarte 
bezeichnet.  Es  bilden  sich  nämlich  alle  Gradnetzvierecke  des  Globnfl 
als  gleiche  BecJUecke  ab  von  der  Breite  v  •  arc  1®  (od.  v  •  arc  5®,  etc.) 
und  der  Hohe  arc  1®  (od.  arc  5*^,  etc.)  ~  Für  v  =  1  geht  das  Ver- 
hältnis v:l  der. Breite  zur  Hohe  in  1  über,  die  Netzvierecke  der 
Karte  sind  «.ladiiTiii  Qiiadrate,  weshalb  man  in  diesem  Falle  das  Bild 
die  quadratische  Platika/rte  nennt. 

Alle  vollständigen  Plattkarten  desselben  Globus  vom  Radius  1 
haben  dieselbe  Höhe  sr,  die  Breite  schwankt  zwischen  0  und  2«.^) 

B.  Winkeltreue  Projektionen. 

21.  Setzt  man  die  in  (36)  für  h  und  Je  erhaltenen  Werte  einander 
gleich^  so  folgt  analog  Nr.  9, 

dx         V  7  eJop 

ag>       C08q>^  cos  9 

und  hieraus  x^vj  ^^  =  1/  •  log  tg  (45®  +  f ) '     ^  Stelle  des  in 

dieser  Formel  enthaltenen  natürlichen  Logarithmus  (log)  wird  man 
zweckmäßigerweise  den  briggischen  (lg)  einführen.  Das  Gesetz  dieser 
MerkaiorprqjekHon  lautet  dann  allgemein 

(38)     x  =  V'  2,302585  lg  tg  (45®  +  |),  y  =  v  •  arc  A;  Ä  «  Ä  =  ^. 

Für  q)  =  +  90®   wird  x  unendlich  groß,  woraus  folgt,   daß  das 
BUd  des  Globus  die  gesamte  Oberfläche  des  Cylinders  einnimmt. 


1)  Die  Bilder  der  Meridiane  und  Parallelkreise  werden  aus  allen  Cylindern 
durch  ein  Ebenenbüschel  von  der  Achse  PQ  und  durch  eine  Schar  von  Ebenen, 
die  der  Äquatorebene  parallel  sind,  herausgeschnitten.  Die  Abwickelungen  der 
Zylinder,  d.  i.  die  Karten,  sind  orthogonal-affin,  weil  entsprechende  Punkte  gleiche 
Abscissen  x  und  proportionale  Ordinaten  y  haben. 
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Die  Formeln  (38)  zeigen^  daB  x  und  y  (sowie  h  und  k)  v  direkt 
proportional  sind.  Daraus  folgt^  daß  alle  diese  (normalen)  winkeltreuen 
Cylinderprojektionen  einander  ähnlich  sind.  ^)  Eine  Änderung  der 
Eonstanten  v  bedeutet  also  lediglich  eine  gleiche  Änderung  des  Earten- 
maBstabes.  Die  Projektion  auf  einen  anderen  als  den  Berührungs- 
cylinder  des  Äquators  bietet  keinerlei  Vorteil;  man  wird  sich  auf  den 
einzigen  Fall  v  ^1  beschränken. 

C.  Fläohentreue  Projektionen. 
22.  Setzt  man  in  (36)  S  =  A*  =  1  so  folgt  -^^^  =  1, 

V  '  X  * —    ■  "'*'*  #«  W  *«  /».  —  __ — T  . 


C  7  sing) 

»  f  cos  9  dq>y    X  =  — ~ 


Die  allgemeinen  Formeln  fOr  alle  flächentreuen  Cylinderprojektionen 
sind  demnach 


(39)  X  =  — -y  y  =  1/  •  arc  A;  * 


cos  qp        h 


Bei  der  Lambert  sehen  Projektion  geschieht  die  Abbildung  des 
Globus  auf  den  Beri/^rungsqflinder  (des  Äquators),  es  ist  in  (39)  v  =  1 
zu  setzen.  Damit  wird  namentlich  o; »  sin  9,  die  Übertragung  der 
ParaUelkreise  auf  jenen  Gylinder  ist  besonders  einfach,  es  liegen  die 
entsprechenden  Parallelkreise  des  Globus  und  des  Gylinders  je  in  der- 
selben Ebene.  (Diese  Abbildung  geht  aus  der  in  Nr.  17  behandelten 
hervor,  wenn  man  dort  den  Berührungsparallel  in  den  Äquator  rückt, 
wobei  sich  der  Scheitel  S  unendlich  weit  entfernt.)  —  Die  Abbildung 
des  ganzen  Globus  erfordert  ein  Rechteck  von  der  Breite  2x  und  der 
Höhe  2. 

Für  die  flachentreue  Abbildung  auf  den  SchniUcylinder,  mit  zwei 
langentreuen  Parallelkreisen,  bestehen  die  allgemeinen  Formeln  (39). 
In  denselben  sind  y  und  v  direkt,  x  und  v  umgekehrt  proportional. 
Der  Vergleich  aller  flächentreuen  Cylinderprojektionen  desselben  Globus 
zeigt  also,  daß,  wenn  der  Gylinder  an  Umfang  abnimmt,  die  entsprechenden 
Höhen  im  reziproken  Verhältnis  zunehmen  müssen,  und  umgekehrt.  — 
Die  in  der  allgemeinen  Projektionsart  entworfene  Planisphäre  ist  durch 
ein  Rechteck  von  der  Breite  v  -2%  und  der  Höhe  —  begrenzt. 

Figur  15  erläutert  die  Abbildung  der  Parallelkreise  auf  den  Be- 
rührungscylinder  über  dem  Äquator  AB  und  auf  den  Schnittcylinder 

1)  Diese  normalen  Projektionen  des  Globus  anf  alle  Gylinder  sind  perspekUf}- 
almUeh  mit  dem  Globusmittelpunkt  C  als  Zentrum. 
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durch  die  P^rallelkreise  yon  den  Breiten  ±  g)^,  von  denen  der  eine 
DE  angegeben  ist.  Die  Äquatorbilder  sind  bezüglich  A^B^^  AB 
und  Ä^Bf.  Der  beliebige  Parallel  FG  von  der  Breite  9  hat  auf  dem  Be- 
rührungscylinder  das  Bild  jF\  G^  Tom Zentrum  Umit  CU=AiFi=^Xi=^Bmq>. 

Das  Bild  desselben  Parallels  FG  auf  dem 
Schnittcylinder   sei  jF,  G^   Tom  Zentrum  ü^. 

Dann  ist  a;  =  Cü,-J^JF;-^  =  ^.     Es 

besteht  die  Proportion  x:l  =  x^iv,  d.  h. 
GU^iCA^GUiCA^,  Daraus  folgt,  daß, 
um  U^  zu  erhalten,  man  A  U^  parallel  zu  ^  17 
zu  ziehen  hat. 

Auf  dem  Berührungscylinder  bildet  sich 
die  Globuszone  ABFG  ab  ab  die  Zone 
A^B^Fi  Gl.  Nun  verwandle  man  das  Rechteck 
A^B^FiG^  in  das  gleich  große  A^B^F^G^y  indem  man  G  mit  X  ver- 
bindet, B^G^isi  Y schneidet  F^ G^  und  durch  Y  zieht.  Die  Hilfslinie  CX 
ist  den  oben  gezogenen  A^Uy  AU^  parallel.  (In  Fig.  15  sind  auch  der 
dem  Punkte  D  entsprechende  2),  sowie  das  Polbild  P^P^  eingetn^n.) 
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D.  Übergang  von  den  konisohen  sn  den  oylindriflohen  Projektionen. 

23.  Soll  der  zu  der  Abbildung  des  Globus  benützte  Eegel  S,  y 
in  einen  Gylinder  übergehen,  so  muß  sich  der  Scheitel  8  unendlich 
weit  entfernen,  während  y  unendlich  klein  wird.  Der  Bildradius 
m^  =-  SA^  (Fig.  16)  des  Äquators  AB  wird  unendlich  groß,  aber  das 
Produkt  m^-n^m^Äny  geht  in  einen  bestimmten  endlichen  Wert  v 

über,  welcher  mit  dem 
Radius  des  Gylinders  über- 
einstimmt; es  ist 


Fig.  16. 


^ 


^ 


^ 


(40) 


limn' 


00, 
0, 


lim  (m^  •»»)  =  «/. 
Der     Grenzwert     von 
wird  zu  -r— i-  Da 


sin  ^  Bin  ^ 

man  bei  den  Gylinderprojektionen  die  Lage  des  Onginalparallels  durch 
die  Breite  97  ausdrückt,  ist  sind  durch  cos 9  zu  ersetzen.  Damit  wird 
*  =  -^  wie  in  (36). 

Weiter  geht  AJ)^  (Fig.  16)  über  in  a;  =  -4^2),.    Es  ist  somit  das 
Breitengesetz  x  =»  F{xp)  bei  der  Gylinderprojektion  aus  dem  Halbmesser- 
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gesetz   in^f{d)   der   entsprechenden   konischen  Projektion   nach  den 
Formeln  herzuleiten: 

(41)  X  =  lim  (m^  —  m),      *  =  90  —  9. 

Schließlich  geht  auch  die  Größe  h  der  konischen  Projektion  direkt 
in  A  =  j-  der  cylindrischen  über. 

Es  geht  jede  der  drei  Hanptarten  der  konischen  Projektionen  in 
die  gleichartige  cylindrische  über^  aus  der  winkeltreuen  konischen  ent- 
steht die  winkeltreue  cylindrische  u.  s.  f. 

Beispiel.    Für  die  flächentreue  konische  Projektion  sind  nach  Nr.  13 

Aus  Wa  =- 1/-^  folgt  ml'n^2cyma(ina.n)==2c  und  (w« •  n)^  =» 2wc. 

Es  ergibt  sich  hieraus,  daß  die  Eonstante  c  unendlich  gp-oß  wird  und 
daß  2nc  in  v^  übergeht. 

Um  zunächst  den  Orenzwert  von  (m^  —  m)  zu  finden,  schreibt  man 

V2c  —  V2(c  — coB^)       y^nc  —  yinc  —  %n  coBd 
m  —  m  ^ ;= = — 

|/«i«n*  —  f/wjn*  —  2n  coß  * 
"  n  ' 

also 


üm(m,-m)^lim(^~^^'-^"^-g^)        ^  (-      .-T^-^T^  )       , 

daher 

COB  ^       Bin  9 


X- 

V  V 


Femer  wird 

Ä-limT 5^^ "i       ^'^i-=J^-L===\      «55i  =  ??^, 

VV2nc— 2nco8*A«:0  \}/v"  — 2ncoB^A=-o         ^  •^ 

in  Übereinstimmung  mit  (39). 

m. 

Azimutale  Projektionen. 
24.  Um  diese  Projektionen  als  Sonderfalle  der  konischen  zu  er- 


halten, lasse  man  in  Nr.  1  mit  Fig.  1,  2  den  Winkel  y  des 
BST  zu  90^,  also  1»  =  sin  7/  zu  1  werden.    Es  geht  damit  der  Kegel 
'K  über  in  die  Projektionsebene  P.    Diese  Ebene  der  Karte  steht  (für 
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die  normale  Li^e)  auf  der  Achse  PC  des  Globus  senkrecht^  im  übrigen 
ist  ihre  Lage  eine  beliebige.  Ihr  Schnittpunkt  mit  der  Achse  ist  der 
Eartenmütelpunkt,  welcher  in  der  Folge  mit  M  (anstatt  mit  S)  be- 
zeichnet werden  soll. 

Da  die  Eonstante  n  der  konischen  Projektion  zu  1  geworden  ist^ 
bilden  sich  die  Meridiane  des  Globus  ab  als  das  Strahlenbüschel  der 
Ebene  P  vom  Scheitel  M,  welches  mit  dem  Büschel  der  entsprechenden 
Meridiantangenten  am  Pol  P  oder  Q  kongruent  und  parallel  ist  Die 
Winkel  der  Meridiane  erscheinen  in  der  Karte  unverändert;  jede  Halb- 
ebene durch  die  Achse  MPQ  schneidet  den  Globus  und  die  Ebene 
der  Karte  in  einem  Meridian  und  seinem  Bude. 

Die  Bilder  der  Parattdhreise  sind  konzentrische  YoUkreise  vom 
gemeinsamen  Zentrum  M.  Der  Radius  m  des  Bildkreises  ist  je  eine 
bestimmte  Funktion  des  Polabstandes  8  des  Originals,  und  es  lauten 
analog  Nr.  1 — 3  die  wichtigsten  allgemeinen  Formeln 

(42)  «,  =  /•(*),      Ä==g,      ft  =  ^. 

Es  mag  an  dieser  Stelle  noch  die  allgemeine  Bemerkung  Platz 
finden,  daß  bei  keiner  der  drei  Hauptprojektionsarten  (mittelabstands- 
treu  etc.)  zwei  verschiedene  eigentliche  Parallelkreise  längentreu  ab- 
gebildet werden  können,  wie  es  bei  den  konischen  und  cylindrischen 
Projektionen  der  Fall  ist. 

A.  ICittelabBtaiidBtreue  Projektionen. 

25.  Es  sollen  sämtliche  Meridianbogen  in  der  Karte  längentreu 
wiedergegeben  werden,  somit  ist  bei  jedem  Punkt  der  Karte  Jk  =  1, 
dm  =  ddy  daher 

(43)  m  =  arc  d  +  c. 

Soll  m'  der  Bildradius  eines  bestimmten  Parallels  d'  sein,  so  ist 
m'  =  arcd'  +  c,  womit  über  den  Parameter  c  verfügt  ist.  Es  ergibt 
sich  für  diesen  Fall  das  Halbmessergesetz 

(44)  m  =  m'  +  arc(*  — *> 
Für  *  =  0^,  180®  folgt  aus  diesen  Formehi 

jw^  =  c  =  m'  —  arc  tf ',      m^  =  c  +  x      (m^  —  ^w^p  =  *)• 

Es  sind  dreierlei  Abarten  dieser  Projektion  zu  unterscheiden: 
a)  Für  0  <  c  <  oo,  d.  i.  w'  >  arci'  sind  m^  und  m^  positiv,  das 
Bild   des  Globus   ist  ein  Kreisring.     Diese  Art  dürfte  zweckmaßiger- 
weise  als  Kreisrins^ojektion  L  Art  bezeichnet  werden: 
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b)  Ist  c  «  0,  m'  =  arcd',  so  werden  tn^  «0,  m^^  %,  Das  Bild 
des  Poles  P  ist  der  Eartenmittelpimkt  My  das  Bild  des  gesamten 
Globus  ein  Kreis  vom  Radius  ä,  die  Projektion  also  eine  Kreisprojektion. 

c)  Wenn  —  ä  <  c  <  0,  (m'  <  arc  d'),  so  ist  w^  negativ,  m^  positiv. 
Der  bestimmte  Parallelkreis  d^,  mit  arc  *q  =  —  c,  bildet  sich  ab  als  der 
Punkt  M.  Indem  man  von  den  Bildkreisen  mit  negativen  Radien  ab- 
sieht, wird  hierbei  nur  ein  Teil  des  Globus  abgebildet,  nämlich  die 
Eappe  vom  Gegenpol  Q  bis  zu  jenem  ausgezeichneten  Parallel  d^.  Das 
Bild  dieser  Eappe  ist  ein  Yollkreis  vom  Radius  m^('=  c  +  x)  und  die 
Projektion  eine  Kreisringprojektion  IL  Art. 

Der  Fall  c  <  —  x,  in  welchem  ausschließlich  negative  Bildradien 
vorkommen,  stimmt  im  wesentlichen  mit  a)  überein. 

Ein  ParaUelkreis  d'  bildet  sich  längentreu  ab,  wenn  w' ==  sin*', 
also  arcd'  +  c^  sind'.  Nach  Nr.  7  hat  diese  Gleichung  ftir  c  =  0  die 
Doppelwurzel  d  =  0.  Außerdem  wird  jede  Kreisringprojektion  11.  Art 
einen  langentreuen  ParaUelkreis  aufweisen^  dessen  Umgebung  in  den 
kleinsten  Teilen  kongruent  abgebildet  wird  (was  dieser  Projektionsart 
praktischen  Wert  verleiht). 

Sind  d'f  Öq  die  Polabstande  des  längentreuen  und  desjenigen 
Parallels,  dessen  Bild  der  Eartenmittelpunkt  ist,  so  bestehen  die  Formeln 

arc  Jo  *=  arc  d'  —  sin  tf ',      w  -=  sin  *'  +  arc  (*  —  d')  =»  arc  (d  —  d^), 

nach  der  ersten  läßt  sich  d^  aus  d'  direkt  berechnen. 

B.  Winkeltreue  Projektionen. 
26.   um    den   allgemeinen   Ausdruck   des   ELalbmessergesetzes   zu 
finden,  setze  man  Ä  =  Ä,  -gj  =  "^5  ®^  ^^^8* 

(45)  w-c.tg|;    mitÄ  =  Ä '-li(-£i) 

in  Übereinstimmung  mit  (14)  für  w  =  1.  , 

Setzt  man  för  d  der  Reihe  nach  0®,  90^,  180®,  so  werden  in  ge- 
wohnter Bezeichnung  w^  =  0,  w^  =  c,  m^  =  oo.  Der  Eartenmittelpunkt 
ist  das  Polbild,  Jf  =-=  P';  der  Parameter  c  ist  der  Bildradius  des  Äquators 
und  der  Gegenpol  Q  bildet  sich  ab  als  Ereis  von  unendlich  großem 
Radius.  Das  Bild  des  Globus  erfüllt  die  gesamte  Projektionsebene  P; 
die  Projektion  ist  stets  eine  Kreisprojektion, 

Der  Ausdruck  des  Halbmessergesetzes  zeigt,  daß  für  verschiedene 
Werte  des  Parameters  c  almliche  Bilder  entstehen,  wobei  lediglich  der 
Maßstab  der  Earte  sich  ändert. 
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Alle  diese  winkeltreuen  Projektionen  lassen  sich  in  einfacher  Weise 
geometrisch  veranschaulichen.  In  Fig.  17  lege  man  die  Projektions- 
ebene Pi  so  daß  QMi  =  c.    Wird  nun  Pj  von  QD  in  D[  geschnitten, 

so  ist  JfiDi  =  QJfi  •  tg  2  =  c  •  tg-,  also  M^D^  =  m.    Der  Kreis  in 

Pj  vom  Durchmesser  D[E^  ist  das  Bild  des  Parallels  DE  vom  Pol- 
abstand d.  Das  in  der  Ebene  JP^  entstehende  Kartenbüd  ist  die  Perspektive 
Projektion  des  Globus  aus  dem  Zentrum  Q  auf  die  Prqjektionsflbene  P^. 
Die  Umgebung  des  Poles  P  wird  im  Verhältnis  2ic{^  QPiQM^ 
ähnlich    reduziert    dargestellt;    in    der   Tat   wird   filr   d  »  0   in  (45) 

e  , 

A  »  X;  =  —  •  Wählt  man  nun  c  =  2,  so  ist  die  Eartenebene  die  Tangential- 
ebene P  des  Globus  im  Pole  Py  es  wird  alsdann  die  Umgebung  dieses 

Poles  kongruent  abgebildet.     Diese  gewohn- 
*^*"-  liehe    wivJcdtreue    Projektion    wird    man  im 

allgemeinen    den   übrigen   möglichen  FaOen 
vorziehen. 

Die  Frage  nach  den  längenbreuen  ParaUd- 
kreisen  erledigt  sich  nun  in  einfacher  Weise. 
Für  0  <  c  <  2  liegt,  Fig.  17,  M^  zwischen 
Q  und  P.  Die  Ebene  Pj  schneidet  den 
Globus  in  einem  bestimmten  Parallel  FG 
oder  d'  mit  cos  *'  =  c  —  1  (da  QM^  =  c, 
Q  (7 »  1)  und  es  wird  dieser  Schnittkreis 
längentreu  abgebildet,  er  deckt  sich  mit 
seinem  Bilde.  Für  alle  seine  Punkte  ist  demnach  k  ^  1,  also  auch 
h  =  l]  seine  Umgebung  wird  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent  ab- 
gebildet. —  Andere  längentreue  eigentliche  Parallelkreise  können  nicht 
vorkommen.*)  Eine  derartige  Projektion,  welche  die  Umgebung  eines 
bestimmten  Jtfittelparallels'^  kongruent  abbildet,  ist  für  die  Darstellung 
einer  Zone  (resp.  eines  Teiles  einer  solchen)  von  Bedeutung.    Es  ist 

in   diesem  Fall   d'  als   bekannt  vorauszusetzen  und  da  m'»c-tg^, 

m'^nmd',  so  ergibt  sich  für  c  der  Wert  c  =  2cos*y-     Die  Haupt- 
formeln der  Abbildung  gehen  über  in 

(46)  m-2cos«^.tg;,      h^k }- 

COB>- 

1)  Selbstverständlich  ist  der  Pol  P  als  längentrener  Parallel  aufzufassen,  da 
sein  Bild  wieder  ein  Punkt  ist. 
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O.  Fläohentreue  Projektionen. 


27.  Aus  /Sf  =  Äi-l,  55-^=1  folgt  allgemein 


(47)  «»  =}/2(c- cos  <J)  mit  Ä  =  l^?^^=|^  =  {. 
Die  Bildradien  der  Pole  und  des  Äquators  sind: 

mit   2ml  '^  ml  +  m^.     Es   bestehen  drei   Abarten   dieser  Projektion^ 
nämlich 

a)  Für  c>  +  1  sind  m^,  m^,  w^  reeU,  die  Kugel  bildet  sich  ab 
als  ein  Ereisring;  es  handelt  sich  um  eine  Kreisringprqjektion  1.  Art, 
die  praktisch  bedeutungslos  ist  (s.  S.  206). 

b)  Pur  c  =  1  werden  m^  =  0,  i»^  ==/2,  m^  «  2.  Der  Mittelpunkt 
der  Karte  ist  das  Polbild.  Diese  KretsprojekÜcn  ist  die  gewöhnliche 
fUichentreue  A^mwtcüprcjektion,  als  welche  sie  bisher  bezeichnet  wurde^  mit 

(48)  w  =  2  sin  -g  ,    ^=^^^2^^ 

Pur  tf  —  0  wird  ä>=A;-=1,    die  Umgebung   des   Poles   P  wird 
kongruent  abgebildet.    Am  zweckmäßigsten  legt  man  die  Projektions- 
ebene  P   als    Tangentialebene    im    Pol   Py    Fig.    18  ^    es    haben    als- 
dann   Globus   und    Karte   die   unendlich   nahe 
Umgebung   dieses  Poles   entsprechend  gemein. 

Aus  m  =  2  sin  ö  folgt  die  bekannte  Eigen- 
schaft^ daß  für  den  beliebigen  Parallel  DE  oder 
d  der  Bildradius  MD'  gleich  ist  der  Sehne  PD. 
Der  Bildkreis  D'E'  des  Parallels  DE  wird  aus 
der  Kartenebene  P  durch  eine  Kugel  heraus- 
geschnitten, die  durch  den  Parallel  DE  geht 
und  den  Pol  P  zum  Zentrum  hat;  Tgl.  Nr.  28. 

c)  Ist  — - 1  <  c  <  -f-  1,  so  fällt  Wp  imaginär,  m^  reell  aus.  Der 
Parallel  d^  mit  cos  ^q  ™  ^  ^^^  ausgezeichnet.  Sein  Bildradius  m^  ist 
Null,  somit  ist  för  diesen  Parallel  A  =  0,  ä  =  <x>.  Für  tf  <  tf o  ist  m 
imaginär,  für  d  >  Öq  dagegen  reell.  Bei  dieser  KreisringprojekHon 
IL  Art    wird    die   Kugelkappe    abgebildet   vom   Gegenpol    Q  bis   zu 

1)  Damit  erweist  sich  diese  Projektion  als  Sonderfall  der  fl&chentreuen 
Kegelprojektion  yon  Lambert,  ygl.  Nr.  15,  Gleichung  (25),  woselbst  ^'»0  zu 
setzen  ist,  sowie  der  Projektion  auf  den  Beruhru/ngskegely  Nr.  17,  wobei  in  (30) 
^,  =  0  wird. 
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diesem  ausgezeichneten  Parallel  Öq]  ob  entsteht  ein  Bandkreis  der  Karte 
Yom  Radius  )/2(c  +  1). 

Ist  endlich  c  <  —  1^  so  entsteht  überhaupt  kein  Bild  mehr,  indem 
alsdann  alle  Bildradien  imaginär  werden. 

Die  Bestimmung  der  längentreuen  ParaUelkreise  lehrt,  daß  den 
Projektionen  b)  und  c)  praktische  Bedeutung  zukommt.  Setzt  man 
in  (47)  m  «=  sin  d,  so  folgt  nach  leichter  Umformung  für  die  Pol- 
abstande d  der  längentreuen  abgebildeten  Parallelkreise  die  Formel 

(49)  cosM  -  2  cos  *  +  (2c  -  1)  -  0. 


Die  Auf  losung  ergibt  cos  d  =  1  ±  |/2(1  —  c).  Offenbar  sind  beide 
Wurzeln  cosd^,  cosd,  komplex,  sobald  o  >  +  l,  die  Kreisringprojektion 
L  Art  entbehrt  der  längentreuen  ParäUdJoreise  und  ist  aus  eben  diesem 
Grunde  praktisch  bedeutungslos.  —  Die  Gleichung  besitzt  f&r  c  »  +  1 
die  Doppelwurzel  cos  d=  1;  bei  der  Kreisprojektion  aJien  die  beiden 
längentreuen  ParaUeücreise  mit  dem  Pol  P  msammen.  —  Für  —  1  <  c  <  + 1, 
also  2  >  1  —  c  >  0,  sind  die  beiden  Wurzeln  cos  d  zwar  reell,  aber 
ihre  Summe  hat  den  Wert  2  (cos  d^  +  cos  d,  =-  2).  Liegt  die  Wurzel 
cos  d^  zwischen  —  1  und  +  1,  so  liegt  die  andere  cos  d^  zwischen  +  1 
und  +  3,  es  ist  der  eine  längentreue  Parallel  d^  reell,  d^  dagegen  imaginär. 
Jede  Kreisringprojektion  IL  Art  bildet  einen  ParaUd  längentreu  (und 
dessen  Umgebung  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent)  a&. 

Für  c  =  1  ist  der  ISngentreue  Parallel,  wie  bereits  bemerkt  worden, 
der  Pol  P,  für  c  =  y  aber  der  Äquator. 

Ist  d'  für  den  langentreuen  Parallel  bekannt,  so  kann  man  das 
Halbmessergesetz  in  folgender  Weise  finden.  Bezeichnet  man  den  Bild- 
radius des  Parallels  S'  erst  mit  m%  so  bestehen  die  Formeln 


m=y2(c-cos*),    w'«V2(c-cos*')> 


also  m  ^ym'^  +  2cos  S'  —  2cos  *.    Nun  ^etze  man  noch  m'  =  sin  *', 
es  folgt 

(50)  m  =  ]/sin«  S'  +  2cos  d'  -  2cos  d,  mit  Jfc  =  ^  «  ^. 

Für  den  weiteren  ausgezeichneten  Parallel  8^  soll  m  »  0  werden. 
Nach  Yoranstehender  Formel  ergibt  sich: 

(51)  cos  *Q  =  cos  J'  H 2 — 

In  Fig.  19  ist  die  Projektionsebene  P  als  Schnittebene  des  Globus 
durch  den  längentreuen  Parallel  DE(d')  gelegt.  Man  ziehe  PE^ 
gleich  und  parallel  mit  MEf  yerbinde  E*  mit  dem  Gegenpol  Q.    Die 
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Senkreclite   in   E*   auf   QE*   schneidet   die   Achse   in   B.     Dann   ist 


Jf-B=Pi;*  =  sin*',  PB 


2 


Diese  Länge  ist  zu  CM  ^  cos  d' 


Flg.  19 


ZU  addieren.  Zu  diesem  Zweck  zieht  man  ET  parallel  zu  E*B,  mit 
anderen  Worten  die  Senkrechte  aus  E  zu  QE*,  so  wird  die  Achse  in 

T  geschnitten.    Es  ist  dann  CT  =  cos  *'  +  ?^^  =  cos  ^oJ  ^  ist  der 

Mittelpunkt  des  gesuchten  Farallels  FO  oder  Öq,  der  sich  als  Punkt 
M  abbildet.  Die  vollständige  Karte 
enthalt  das  Bild  der  Eugelkappe  von 
Q  bis  FG  in  Gkstalt  eines  Kreises 
vom  Zentrum  Jf;  die  Kugelkappe  PFG 
dagegen  wird  nicht  abgebildet  —  Die 
eben  behandelte  Konstruktion  des  Fa- 
rallels Sq  aus  d'  ist  nicht  umkehrbar. 
In  etwas  anderer  Schreibweise  lautet 
die  Gleichung  (51) 

cos«  d'  -  2cos  *'+  (2cos  *o  -  1)  =  0^), 

sie  ist  der  Ausdruck  dafür,  daß  die 
Kugelzone  DEFG  zwischen  *'  und  d^ 
der   Flache    des    Kreises   DEj    vom   Radius   sin  d'  gleich    ist.     Nur 

die  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  cos  d'  =  1  —  2  sin  y,  liefert  einen 

reellen  Schnittkreis  DE,     Sein  Mittelpunkt  M  hat   vom  Fol   P   die 

Entfernung  1  -  MC  =  1  -  cos  *'  «=  2sin  ^  =  PF]  in  Figur   19  ist 

PM  =  PF.  Der  Kreis  vom  Zentrum  P,  durch  F  und  G  geh^id, 
schneidet  die  Achse  PQ  in  M  (und  die  Kugel  vom  Zentrum  P,  durch 
den  Parallel  FG  oder  d^  gehend,  schneidet  die  Achse  in  M,  dem 
Zentrum  des  langentreuen  Farallels  DE  oder  d').  Die  Gleichheit  von 
PF  und  PM  läßt  jeden  der  Kreise  tf^,  d'  in  einfachster  Weise  finden, 
wenn  der  andere  gegeben  ist 

Die    zweite    Wurzel    unserer    Gleichung    cos  d'  «=  1  +  2  sin  y , 

ergibt   1  —  cos  (J'  =  —  2  sin  -^ ;    an   Stelle   des   Punktes   M  tritt   der 

zweite  Schnittpimkt  des  Kreises  FMG  mit  der  Achse  und  an  Stelle 
der  Ebene  P  ihre  symmetrische  in  Bezug  auf  den  Pol  P,  welche  den 
Globus  in   einem   imaginären   längentreuen   Parallel   schneidet.    —  In 


1)  Nach  (47)  wird  m  =  0  für  cos  ^^  ==»  c;  die  Konstante  c  ist  der  Cosinus 
des  Polabstandes  desjenigen  Farallels,  dessen  Bild  ein  Punkt  ist.  Es  stimmt 
somit  obige  Gleichung  mit  (49)  überein. 


Digitized  by 


Google 


208    Geometrisches  über  einige  Abbildungen  der  Kugel  in  der  Eartenentwnrfslehre. 


Fig.  80. 


folgender  Nummer  wird  gezeigt,  daß  die  beiden  in  Bezug  auf  den  Pol 
symmetrischen  Bildebenen  (Pj,  P,  in  Fig.  20)  hmgnienU  Bilder  des 
Olobus  enthalten. 

Die  Gleichung  (50)  ist  der  Ausdruck  des  Halbmessergesetzes, 
worin  der  Polabstand  d'  des  langentreuen  Parallels  vorkommt.  Da 
nun  für  ^  »  do  der  Bildradius  m  zu  Null  wird,  so  steht  zu  erwarten, 
daß,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  fdr  m  an  Stelle  you  d'  den  Winkel 
Sq  eingefiihrt,  das  Halbmessergesetz  eine  besonders  einjEEM^he  Grestalt 
annehmen  wird.  Setzt  man  z.  B.  in  (47)  c  =  cos  *o,  so  wird 
m  =  y2(cos  Öq  —  cos  d).     Ersetzt  man  hierin  noch   d   durch   Öq  +  £, 

so  wird  

(52)  m  =  2]/ sin  |  sin  (d^  +  |),  *  =  d^,  +  s. 

28.  Bei  der  Kreisringprojektian  IL  Art  besteht  eine  einfache 
geometrische  Abbildung  des  Globus  O  auf  die  Eartenebene  P  mit 
Zuhilfenahme  einer  Schar  konzentrischer  Engeln  fdr  die  ParaUelkreise 

(und  eines  Ebenenbüschels  fiir  die 
Meridiane).  —  Es  mögen  zunächst 
zwei  einfache  Flachensätze  bei  Kugeln 
vorangestellt  werden. 

Seien  B^  iJ,  (dabei  etwa  R^KB^) 
die  Radien  zweier  konzentrischer 
Engeln  JET^,  JET,.  Eine  Ebene  im 
Abstände  a  vom  gemeinsamen  Zen- 
trum P  schneidet  die  Engeln  in  zwei 
Ereisen  von  den  Radien  r^  =  j/jR*  — a*, 
r,  =  yjRl  —  a\  Der  von  den  beiden 
Schnittkreisen  eingeschlossene  Ereis- 
ring  hat  den  Flacheninhalt  ar(r|  —  f\)  =  ä(JS|  —  ÜJ),  welcher,  weil  un- 
abhängig von  a,  Jconstant  ist.  Bdiebige  Ebenen  schneiden  zwei  hmsienUrische 
Kugel/n  in  Paaren  von  Kreisen,  die  je  gleichgroße  Kreisringe  begreneen. 
Für  die  Herleitung  des  zweiten  Satzes  setze  man  eine  Eugel  Cr 
voraus,  darauf  einen  Pol  P  und  zwei  Parallelkreise  AB,  CD,  von  den 
Polabständen  d^,  d^  (z.  B.  d^  <  d,).  Nimmt  man,  was  auf  das  Ergebnis 
ohne  Einfluß  ist,  den  Radius  der  Eugel  6  als  Längeneinheit,  so  hat 
die  Zone  AB  CD  die  Oberfläche  23r  (costf^  —  costfj).  Nun  lege  man 
zwei  Engeln  JKiK^  ^^^  gemeinsamen  Zentrum  P,  durch  die  beiden 
Parallelkreise    AB   und    CD    gehend.      Ihre    Radien    sind    PA  =»  B^ 

=  2sin^-y2(l-.cos*i)  und  PP  =  lij  =  1/2  (1  -  cos  dg).  Eine  be- 
liebige Ebene   schneidet   die  Engeln  JET^,  JET,  in  zwei  konzentrischen 
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Kreisen  und  es  hat  der  yon  diesen  letzteren  eingeschlossene  Ereisring 
den  Inhalt  ic  (i^  —  BJ)  =  2«  (cos  S^  —  cos  d^),  welcher  mit  der  Ober- 
fläche der  Zone  ÄBCD  übereinstimmt:  Sind  K^,  JET,  zwei  homsentriscke 
Kugdn  und  O  eine  beliebige,  durdi  das  Zentrum  van  K^,  K^  gehende 
Kugel,  so  wird  Q  von  Ä^,  K^  in  zwei  paraUden  Kreisen  AB,  CD 
geschmtten.  Stets  ist  die  Oberfläche  der  Zone  ABGD  der  Kugel  O 
gleich  dem  Kreisring,  der  durch  irgend  eine  Ebene  aus  Äj,  K^  ge- 
schnitten wird. 

Um  nnn^  gestützt  auf  diese  Hilfssätze  ^  den  Globus  Q  fiächentren 
auf  eine  Projektionsebene  JP^  oder  P^  usw.,  welche  in  eiaem  Punkte  M^ 
oder  M^  usw.  auf  der  Achse  PQ  senkrecht  steht,  abzubilden,  lege  man 
einerseits  durch  die  Achse  PQ  alle  Ebenen,  andererseits  alle  konzen- 
trischen Kugeln  JETj,  JETg,  . . .  yom  Zentrum  P  durch  die  ParaUelkreise 
Ton  den  Polabständen  d^,  d^,  ...  (Fig.  20).  Diese  Ebenen  und  Kugeln 
schneiden  jede  solche  Ebene  P^  in  den  BUdem  der  sämtlichen  Meridiane 
und  ParaUdkreise}) 

In  jeder  Ebene,  deren  Abstand  yom  Pol  P  des  Globus  kleiner  ist 
als  der  Globusdurchmesser,  entsteht  hierdurch  eine  cufimuiaie  flächen- 
treue Projektion,  Diejenige  der  Kugeln  Ä,  welche  die  Projektionsebene 
P^  (im  Schnittpunkte  M^  mit  der  Achse)  berührt,  bildet  einen  Parallel- 
kreis (*q)  als  Punkt  ab.  Die  Bildebene  kann  auf  beiden  Seiten  yon  P 
aus  li^en.  Schneidet  sie  G,  so  ist  der  Schnittkreis  {8")  der  längen- 
treue Parallel,  für  welchen  Original  und  Bild  zusammenfallen.  Zwei 
yerschiedene  Ebenen  P^,  P„  welche  zum  Pol  P  symmetrisch  liegen, 
liefern  ÄTem^rma»^  Abbildungen^  sie  bilden  namentlich  denselben  Parallel  d^ 
als  Punkt  (Jf^,  M^  und  denselben  (reeUen)  Parallel  S'  längentreu  ab. 
Alle  solche  Projektionen  sind  flächentreue  Kreisringprcjektionen  IL  Art, 
Indem  man  der  Ebene  P^  allmählich  alle  möglichen  Lagen  zwischen 
den  Tangentialebenen  des  Globus  in  den  Polen  P  und  Q  zuweist,  ent- 
stehen überhaupt  aUe  möglichen  Projektionen  der  bezeichneten  Art,  ein- 
schließlich der  Kreisprtyekticn,  bei  welcher  P  die  Tangentialebene  des 
Globns  im  Pol  P  ist. 

Die  Kreisringprojektionen  L  Art,  die  ja  allerdings  praktisch  be- 
deutungslos sind,  lassen  sich  anscheinend  nicht  als  ebene  Schnitte  eines 
Ebenenbüschels  und  einer  Schar  konzentrischer  Kugebi  erzeugen.     Da- 


1)  Der  diiekte  Nachweis  analog  Nr.  17  b  geschieht  durch  Formel  (50): 


m  =  Vsm*a'+  2  cos  a'  —  2  cos  a  =s  y  1  —  cos*  *'  +  2  cos  *'  —  2  cos  d 


=  y2  (1  —  cos  d)  —  1  +  2  cos  9'  —  cos*a'  =  I//2  sin  -)'—  (1  —  cos  *')'• 

Zeitocbrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  49.  Band.  1903.    2.  Hefl.  14  (^  r^r^^Ar^ 
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gegen  besteht  für  die  Bildradien  der  Parallelkreise  eine  sehr  einfache 
Eonstraktion^  welche  an  dieser  Stelle  noch  mitgeteilt  werden  soU. 

Für   diese  Projektionsart  ist  m  =  y2  (c  —  cos  *)  das  Halbmesser- 

gesetz,  es  ist  indessen  c  >  1,  die  ausgezeichneten  Parallelkreise  Öq  nnd 

d'  sind  beide  imaginär.     Für  d  =  0  erhält  man  m^=  ]/2(c—  1),  der 

Bildradius    des   Poles   P  ist   reell,    im   Gegensatz    zu    den   Ereisring- 

projektionen  U.  Art.    Zwischen  m,  m^  und  d  besteht 

*'  *^'  die   einfache  Beziehung   m*  —  m|  =  2  (1  —  cos  d) 

=  4  sin«-,  w*=  ml  +  (2'sin0  . 

Die  geometrische  Konstruktion  yon  m^  und  m 
ist  in  folgender  Weise  durchzuführen,  Fig.  21.  Auf 
der  Globusachse  PQ  trage  man  yom  Zentrum  G 
aus  in  der  Richtung  CP  die  Länge  c=^  CO  ab. 
Der  so  entstehende  Punkt  0  liegt  außerhalb  des 
Kreises  über  dem  Durchmesser  PQ,  und  es  ist 
PO  =  c^l,  PQ^2.  Somit  ist  w^  das  geo- 
metrische Mittel  aus  PO  und  PQ,  Man  beschreibt  über  OQ  als 
Durchmesser  einen  Halbkreis,  welcher  die  in  P  auf  der  Achse  errichtete 
Senkrechte  in  B  schneide.  Es  ist  dann  BP  ^m^,  —  Es  sei  nun  DE 
der  Parallel  vom  Polabstand  d;  man  drehe  die  Sehne  PD  um  P  in 

die    Achse    nach    PDi,    so    ist    PB  =  PB^  =  ^^^^  2'    «"^^^rerseits 
JJ2)i=  T/m|  +  (2sin|j  =  w,.  also  jeweUen  BB^   der  BUdradius  des 

Parallels  des  Punktes  B.     Diese  Bildradien  ändern  sich  yon  JßP^^m^ 
bis  BQ  =  m^. 

Für  c=l  wird  JBP=Wp=0,  also  stimmt  m  mit  PB^^PB  (=2sin^ 

überein.    Dieser  Sonderfall  liefert  wiederum  die  bekannte  Konstruktion 
der  Bildradien  bei  der  Kreisprojektion. 
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Zur  Yeransclianlicliniig  des  Sdiraubenbündels.^) 

Von  Anton  Gbünwald  in  Prag-Bubentsch. 
(Mit  16  Figoren  auf  Tafel  V  u.  VI.) 

Im  allgemeinsten  Falle  eines  starren  Körpers  mit  dem  Freiheits- 
grade 3  gibt  es  in  jedem  Augenblicke  eine  Eongnienz  K{G)  von 
Achsen  O  solcher  Schrauben  Ly  längs  welcher  der  Körper  beweglich 
ist  Die  Strahlen  Q  Yon  K{Or)  erfiülen  alle  Regelscharen  der  einen 
Art  —  wir  nennen  sie  etwa  mit  Waelsch  der  ^^inken^'  Art  —  eines 
jeden  Hyperboloides  J^(p)  des  Systemes 

(l)-F(»»)'=(p-Pi)«*+(lJ-*'n)y*+(p-»»iii)«*+(*'-Pi)(p-Pn)(P-*'in)-0 

mit  den  HalbachBenqnadraten: 

(2-)  ""    --(»»-Pn)(P-^'in)»    <  =  -(P-Pni)(*'-*'i), 

«!n (P-Pi)  (P-Pn), 

wobei  Pi  <  Pn  <  Pni  Konstante,  xyz  rechtwinkelige  Punktkoordinaten 
bezüglich  eines  Koordinatensystems  mit  dem  Hituptpunkte  p  als  Anfang 
sind  und  der  Parameter: 

»>-(2«)-».^, 

das  für  alle  Strahlen  der  linken  Regelschar  O  jedes  Hyperboloides  JP(p) 
konstante  Verhältnis  der  Ganghöhe  ^  der  mit  den  Bewegungsbedingungen 
des   starren  Körpers   yereinbaren   Schraubung   L  um    die   betreffende 


1)  Bezüglich  der  Schranbenlehre  oder  Theorie  der  linearen  Komplezsysteme 
sind  außer  den  Arbeiten  Plückers  und  Kl  eins  als  hier  benutzt  zu  erwähnen: 
B.  Ball,  A  treatise  on  the  theoiy  of  screws,  Cambridge  1900;  E.  W.  Hyde,  The 
directional  theory  of  screws,  in  den  Annals  of  Mathematics  yol.  4,  pag.  137,  Mass. 
ü.  S.  A.  1888.  Femer  in  denselben  Annalen:  On  a  surface  of  the  sixth  order 
which  is  touched  by  the  azes  of  all  screws  reciprocal  to  three  giyen  screws 
(IL  ser.,  vol.  2,  N.  4,  JuU  1901),  worin  die  Brennfläche  der  u.  a.  von  Waelsch 
untersuchten  Achsenkongruenz  eines  Schraubenbündels  diskutiert  wird.  (Mit 
S  Figuren.)  H.  Graßmann  jun.,  Schraubenrechnung  und  Nullsystem,  Halle  1899; 
N.  Zantscheffsky,  Teoria  wintoff,  Odessa  1889;  E.  Müller,  Die  Liniengeometrie 
nach  den  Prinzipien  der  Qraßmann sehen  Ausdehnungslehre,  Wiener  Monats- 
hefte n,  1901;  K.  Zindler,  Liniengeometrie  mit  Anwendungen,  Leipzig  S.  S.  1902; 
E.  Waelsch,  Über  eine  Strahlenkongruenz  beim  Hyperboloide,  Wiener  Sitzungs- 
berichte 95.  Bd.,  S.  781.  1887;  A.Demoulin,  Application  d'une  mäthode  vectorielle 
ä  r^tude  de  divers  systämes  de  droites,  Brüssel  1894;  A.  Grünwald,  Sir  Robert 
Balls  lineare  Schraubengebiete,  in  dieser  Zeitschrift,  48.  Bd.,  1.  Heft,  1902.  —  Gr. 
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Achse  G  zum  umfange  2%  des  Einheitskreises  bedeutet.^)  Zn  jeder 
Ganghöhe  1^,  mithin  zu  jedem  Parameter  (jeder  „Steigung*^  p  gibt  ea 
eine  Begelschar  von  Schraubenachsen  G^  welche  zugleich  mit  ihrem 
Trägerhjperboloide  l^(p)  reell  ifit,  falls  p  sich  zwischen  den  Grenzen  ^i 
und  :pui,  den  beiden  extremen  Werten  der  drei  Hauptparameter  be- 
findet. Das  Bündel  (Eomplexnetz)  R^j^  der  mit  den  yerschiedenen 
Parametern  p  versehenen  Schrauben  L  um  alle  Achsen  G  der  Kon- 
gruenz K{G)  kennzeichnet  vollständig  alle  möglichen  starren  Elementar- 
bewegungen des  Körpers. 

Die  Geraden  F  der  anderen^  der  ^prechten'^  Regelschar  aller  Hyper- 
boloide l^(p)  erfüllen  eine  zugehörige  ,,ergänzende"  Kongruenz  KiJ), 
welche  im  Gegensatz  zur  ^^ken'^  Kongruenz  K{G)  eine  ^prechte^  ge- 
nannt werden  kann  und  aus  K{G)  durch  Spiegelung  an  jeder  der  drei 
Hauptebenen  hervorgeht.  K{r)  ist  erfüllt  von  den  Achsen  F  jener 
Schraubungen  (Dynamen)  A,  welche  mit  geeigneten  Parametern  belegt; 
den  starren  Körper  nicht  zu  beeinflussen  imstande  sind;  d.  h.: 

Auf  jedem  Strahle  F  der  rechten  Kongruenz^  welcher  als  Erzeugende 
der  anderen  Art  auf  einem  der  Hyperboloide  i^(p)  liegt,  kann  man 
eine  beliebige  Kraft  k  annehmen;  fügt  man  zu  dieser  ein  Kräftepaar  tp 
in  Form  eines  Feldes  in  einer  zu  F  senkrechten  Ebene,  dessen  Moment 
(Inhalt  des  Feldes  (p)  (—  p)  mal  so  groß  ist  als  die  angenommene 
Kraft  A,  so  ist  jede  derart  in  kanonischer  Form  als  Kraftesumme 
A  ^  X  -\-  ^)  dargestellte  Schraube  (Dyname)  bezüglich  des  starren 
Körpers  unwirksam.  Alle  solche  Schrauben  A  erfüllen  das  zu  obigem 
Bündel  iJ^  reziproke  Schraubenbündel  Pm;  den  A  des  Pjjj  sind  die 
Widerstandskräfte  jenes  Systems  entnommen,  welches  die  Bew^ung 
des  starren  Körpers  beschränkt.  Die  Rolle  von  K{G)  und  K{r) 
ist  rein  geometrisch  genommen  ebenso  wie  jene  der  Bündel  um 
und  Pqj  (der  einander  „ergänzenden^'  Komplexnetze)  vollkommen  ver- 
tauschbar. 

Die  durch  obige  Gleichung  analytisch  gekennzeichneten  Hyper- 
boloide i^(p)  können  wegen  der  entwickelten  mechanischen  bezw. 
schraubentheoretischen  Beziehung  als  zum  gleichen  Bündel  von  Schrauben 
gehörig  oder  „gleichbündig''  bezeichnet  werden.  Zu  den  gleichbündigen 
Hyperboloiden  gehört  das  reelle  Ebenenpaar  F()fj^  (die  analogen  -F(pi) 
und  F(^jn)  sind  imaginär)  bestehend  aus  den  beiden  durch  die  y- Achse 
gelegten  Ebenen  f^,  vi 

(3) (l'n-*'i)»*-(Pm-fc)^*-0, 

1)  Vgl.  z.  B.  S.  97  usw.  der  letzterwähnten  Abhandlung  Gr.  im  48.  Bd.  dieter 
Zeitschrift. 
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welche  mit  der  xy-'Eh&ie  einen  Winkel  m  einschließen^  dessen  Tangente 
t  =  tgo  sich  durch  pm  —  pn  ==  ^  ^^^  Pn  "~  Pi  "^  ^8  ^' 

ausdrückt. 

Die  für  :p  -=  pn  aus  der  Gleichung  (2)  On  =  —  (p  —  Pm)  (^  —  ^i) 
sich  ergebenden  Werte  Yon 

(5)  K\p^p^=  e,^  =  e^  y~(fe-Piii)(Pn-Pi)  =  V^i 

gehören  als  Ordinaten  zu  den  auf  der  y- Achse  gelegenen  reellen  Trager- 
punkten M  und  N  jener  reellen  Büschelpaare ,  zu  denen  die  Regel- 
scharen Yon  i^(pn)  aiisarten;  zur  Kongruenz  ^/jrv  gehört  hierbei  das 
reelle   Büschel    mit  dem  Zentrum   M  und   der  Ebene  ^  nebst  dem 

V 

Büschel  vom  Zentrum  N  in  der  Ebene 

Diese  Paare  yon  ^^Basisbüscheln'^  der  beiden  einander  ergänzenden 
Kongruenzen  haben  yertauschte  Ebenen  oder  Zentra. 

Rein  geometrisch  sind  die  gleichbündigen  Hyperboloide  zu  einem 
beliebigen  vorgegebenen  dadurch  yollkommen  bestimmt^  daß  sie  ge- 
meinsam haben: 

1.  Die  zwei  Paare  unendlich  ferner  Kreispunkte  der  Ebene  (i,  v. 

2.  Die  zwei  Paare  reeller  Fokalachsen,  welche  zu  den  gemeinsamen 
cyklischen  Ebenen  senkreckt  stehen. 

Diese  Fokalachsen  gehen  durch  die  Zentra  M  und  N  der  Basis* 
büschel  und  haben  demnach  die  Gleichungen: 

fy*    -«*--(fe-1'in)(fe-Pi)| 

l(Pin-*'n)^'-(fe-*^)^*-0.     h 

Eine  und  dieselbe  Achsenkongruenz  ^  ein  und  dasselbe  System 
gleichbündiger  Hyperboloide  als  TriLgerflächen  der  zu  gleichen  Para- 
metern gehörigen  Achsen  kommt  nicht  bloß  einem  Schraubenbündel  zu, 
sondern  allen  jenen  linear  bleibenden  Bündeln,  welche  aus  einem  von 
ihnen  durch  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  aller  Parameter  um  kon- 
stante Stücke  hervoi^ehen.^  Geometrisch  sind  also  für  die  Achsen- 
kongruenz und  die  gleichbündigen  Hyperboloide  i^(p),  sowie  für  deren 
Einhüllende,  die  Hy  de  sehe  Brepn-  oder  Grenzfläche  der  einander  er- 


1)  Vgl.  Gr.  S.  100  und  die  dort  anschließende  Eonstrnktion  der  gleichbündigen 
Hyperboloide  F(p). 

2)  Vgl.  z.  B.  ebenda  S.  63. 
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gänzenden  Kongruenzen  K(G)  und  K{r)  nur  die  Parameterdifferenzen 
wesentlich.  Ist  ein  Hyperboloid  F(p)  beliebig  gegeben  und  ihm  irgend 
ein  Parameter  p  als  zur  linken  Schar  G  gehörig  zugewiesen  worden^ 
so  bestimme  man  die  Differenzen  zwischen  p  und  den  auf  die  Hyper- 
boloidachsen  entfallenden   Hauptparametem  gemäß  den  Gleichungen^) 


(6) 


P-Pn 


«nW^ 


P-»%i 


«i«nV-l 


«m 


durch  die  Halbachsen  ai,  %,  o^q  des  Hyperboloides,  f&r  welche  ent- 
weder a|i  >  oj  >  0  >  o|n  oder  «^  >  «^  >  0  >  af  gilt. 
Wesentlich  sind  die  Differenzen  der  Hanptparameter: 


(7) 


di-Pm-Pn  -  'L  a    ^   («n  "  O 
u  m 

d,-Pi    -  Pm  = -^-^  (<^- «!) 
m  I 


,  <^  =  Pn  —  t^i 


«i^n 


((^   -ai) 


>0 
<0 
>0, 


welche  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung: 
(8)  d^  +  d,  +  d^^O 

die  zwei  wesentlichen  Eonstanten  des  Systems  gleichbündiger  Hyper- 
boloidc;  wie  auch  der  Hydeschen  Brennfläche  als  deren  HüUfläche  vor- 
stellen. Die  Halbachsen  a  aller  gleichbündigen  Hyperboloide  ändern 
sich  derart^  daß  die  eben  durch  dieselben  dargestellten  Ausdrücke 
dl)  d^f  d^)  ▼on  denen  wir  die  beiden  als  positiv  angenommenen  d^ 
und  d^  besonders  auszeichnen  können,  tmverändert  bleiben.  Durch 
diese  Qrundkonstanten  des  Systems  kann  man  alle  übrigen  ersetzen, 
z.  B.  auch  die  oben  (Gleichung  (4),  (5))  eingeführten  Eonstanten  e 
und  T  der  Basisbüschel;  welche  mit  den  d  durch  die  Gleichungen: 


er 


(9) 


^  =  Pi    -Pm--e{r  +  l) 


1)  Vgl.  Gr.  S.  97. 
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beziehungsweise 


(10) 


^tg«a,=i      =- 


«m  «n-«! 


verbunden  sind  und  gewinnt  so  in  den  durch  die  Halbachsen  a  eines  be- 
liebigen gleichbündigen  Hyperboloids  darstellbaren  Ausdrücken  neue  ab- 
geleitete Eonstanten  des  Systems  yon  einfacher  geometrischer  Bedeutung. 

Die  koncykllsohen  sphäriBchen  Eegelsclinltte  (£. 

Lassen  wir  gleichzeitig  mit  p  das  Hyperboloid  JP'(p)  sich  inner- 
halb des  gleichbündigen  Systems  ändern,  so  ändert  sich  hiermit  zu- 
gleich die  Berührungskurve  (S(p)  mit  der  Hüllfläche  aller  ^^(p),  der 
Hydeschen  Brennfläche,  sowie  auch  der  Restschnitt  S'(p)  des  Hyper- 
boloides mit  der  Ghrenzfläche.     Es  wird  sich')  herausstellen,  daß 

«'(p)-e(pO, 

wobei 

P'=i(-p  +  l>i  +  Pn  +  »>in), 

d.  h.  daß  jeder  derartige  Restschnitt  für  einen  bestimmten  andern  Wert  p' 
des  Hyperboloidparameters  selbst  als  Berührungskurve  eines  anderen 
gleichbündigen  Hyperboloides  F{p)  mit  der  Brennfläche  auftritt,  so  daß 
keine  wesentliche  Verschiedenheit  in  der  Natur  dieser  Eurven  besteht. 
Man  erkennt  übrigens  sogleich  z.  B.  aus  der  Betrachtung  der  Eoeffi- 
zienten  der  Potenzen  von  p  in  der  obigen  Gleichung  (1)')  JF(p)  =  0 
nicht  bloß  die  Natur  der  eben  erwähnten  Eurven  S(p)  und  S'(p), 
sondern  überhaupt  jeder  Eurve  %  in  welcher  sich  zwei  beliebige  Hyper- 
boloide des  gleichbündigen  Systems  durchsetzen  können: 

Diese  Eurven  (£  sind  durchweg  sphärische  Eegelschnitte 

an  e     l'^'    ^^^    +'^'     «constj 

welche  durch  die  unendlich  fernen  Ereispunkte  der  reellen  Ebenen  ^,  i/^) 

d^a?  -  i,0«  =  0 

(andere  Form  der  Gleichung  (3))  hindurchgehen  und  bezüglich  der 
Eoordinatenebenen  symmetrisch  sind. 

1)  Man  könnte  gleich  hier  die  Ausdrücke  6^  und  e^  einführen,  welche  durch 
cjkliBche  Vertauschnng  der  Indices  ans  e  hervorgehen;  dies  soll  später  (Glei- 
chnng  (18)  und  (25))  wirklich  geschehen. 

2)  Vgl.  S.  224,  Gleichung  (18).         3)  Vgl.  z.  B.  Gr.  S.  99.         4)  Vgl.  S.  212. 
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Um  ein  anschauliches  Bild  aller  dieser  cx>'  koncyklischen  sphärischen 
Kegelschnitte  (£  zn  erhalten^  genügt  es,  die  Kurven  (S  einer  Kugel  nm 
den  Anfang  p  zu  verzeichnen  (Fig.  1),  da  jede  (S  auf  den  konzentrischen 
Kugeln  zu  einer  der  verzeichneten  bezüglich  des  Zentrums  p  perspektiv 
ähnlich  liegt.  In  allen  unseren  Figuren  ist  die  Tangente  r  des  Winkels  o 
der  gemeiosamen  cyklischen  Ebenen  (i,  v  der  JF'(^)  gegen  die  a:y- Ebene 
als  r  =»  j  angenommen  worden. 

Die  koncyklischen  sphärischen  K^elschnitte  (£  erfreuen  sich 
iateressanter  Eigenschaften,  von  welchen  gewisse  bei  ebenen  Kegel- 
schnitten bekannte  besondere  Falle  sind.  Die  aus  dem  AnÜEuige  p  die 
S  projizierenden  Kegel  I  führen  zu  den  unendlich  fernen  Kegelschnitten 
eines  Büschels,  welches  im  absoluten  Polarsysteme  reziprok  (dual)  ist 
zu  den  unendlich  fernen  Schnitten  aller  Kegel  jener  Schar  i,  welche 
die  durch  p  zu  il  und  v  gefällten  Lote  zu  gemeinsamen  Fokalachsen 
haben  und  deren  Haupteigenschaften  gewöhnlich  gelaufiger  sind,  wes- 
halb wir  uns  auf  dieselben  beziehen  wollen. 

Während  jeder  Kegel  der  Konfokalschar  Tc  jede  Kugel  um  p  in 
Kurven  C  einer  derartigen  Schar  durchsetzt,  daß  jeder  auf  einer  be- 
liebigen C  wandernde  Punkt  mit  den  Polen  der  Ebenen  fi,  v  auf  der 
Kugel  sphärische  Dreiecke  konstanten  ümfanges  bildet,  schließt  jeder 
zu  einer  (S  des  in  Fig.  I  verzeichneten  koncyklischen  Büschels  tangential 
bleibende  bewegliche  größte  Kugelkreis  mit  den  beiden  festen  Kreisen 
in  /t  und  v  ein  veränderliches  sphärisches  Dreieck  konstanter  Winkel- 
sunmie,  d.  h.  konstanten  Flächeninhaltes  ein. 

Während  sich  in  jedem  Punkte  w  der  Kugel  zwei  Kurven  des 
anderen  Systems  C  senkrecht  schneiden,  deren  zu  w  gehörige  Tangenten 
in  den  Winkelhalbierenden  Ebenen  jenes  Ebenenpaares  liegen,  welches 
pw  mit  den  Fokalachsen  verbüidet,  oder  allgemeiner,  in  den  gemein- 
samen Winkelhalbierenden  Ebenen  aller  jener  Ebenenpaare,  welche  durch 
pw  tangential  zu  irgend  einem  der  die  C  tragenden  Kegel  Tc  gelegt 
sind,  —  wird  andererseits  jeder  größte  Kugelkreis  von  zwei  Kurven  K 
berührt.  Dies  geschieht  in  Punkten,  welche  aus  dem  Anfange  p  unter 
einem  rechten  Winkel  gesehen  werden  und  auf  den  Winkelhalbierenden 
Geraden  jenes  Strahlenpaares  liegen,  in  welchen  die  Ebene  des  be- 
treffenden größten  Kreises  vom  Ebenenpaare  ft,  v  geschnitten  wird, 
oder  allgemeiner,  auf  den  gemeinsamen  Winkelhalbierenden  aller  Strahlen- 
paare, in  welchen  die  betreffende  Kreisebene  von  den  die  S  tragenden 
Kegeln  I  durchsetzt  wird. 

Hiemach  kann  eine  gemeinsame  Eigenschaft  aller  „koncyklischen^ 
Flächen 

/•[(a^  +  y»  +  e%  (PiX»  +  fey»  +.  p^KT*)]  -  0, 
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die  Ton  <x>^  unserer  <x>*  koncyklischen  @  erf&Ut  sind;  ausgesprochen 
werden;  dieselbe  interessiert  uns  besonders  deshalb^  weil  nicht  nur  alle 
Mittelpunktsfiächen  2.  Ordnung  mit  den  Ereisschnittebenen  [i,  v,  z.  B. 
alle  zum  Bündel  gehörigen  und  zum  Teil  in  den  Fig.  lY  bis  X  dar- 
gestellten Hyperboloide  F(p\  sondern  auch  die  HüUfläche  der  letzteren, 

die  Hy  de  sehe  Brennfiäche  der  Kongruenz  ^(p)  (Fig.  XI),  femer  die 

Parameterfläche  des  Bündels  (Fig.  11)  zu  diesen  ^oncyklischen^^  Flachen 
gehören: 

Der  Schnitt  jeder  koncyklischen  Flache  mit  einer  beliebig  durch 
ihren  Mittelpunkt  p  gelegten  Ebene  E  ist  stets  symmetrisch  bejsüglich 
zweier  zueinander  senkrechter  Achsen,  welche  mit  den  WifiJcdhalbierenden 
der  Spuren  der  cyJdischen  Ebenen  (i,  v  in  E  identisch  sind.  Jede  der 
koncyklischen  Kurven  (S  hat  ia  E  eine  bezüglich  dieser  Achsen  symme- 
trisches Quadrupel  von  Spurpunkten. 

Die  Parameterfläche  ^)  ($)  mit  der  Gleichui^ 

(12)  (a^  +  y'  +  isy  -  ip.x'  +  p^y'  +  Pj^z^  «  0 

dient  zur  Yeranschaulichung  des  auf  jede  Achse  G  im  Bündel  Rui  ent- 
fallenden Schraubenparameters  p  =  (2;r)""*^,  d.  h.  der  (2;r)"^fach  ver- 
kleinerten Gkinghöhe  1^.  Sie  ist  der  Ort  der  Endpunkte  der  vom  An- 
fange p  aus  auf  Parallelen  zu  den  zugehörigen  Schraubenachsen  £r 
abgetragenen  Parameter  (Steigungen)  p.     (Fig.  11.) 

Als  koncyklische  Fläche  unseres  Systems  ist  sie  z.  B.  durch  einen 
ihrer  drei  Hauptschnitte  als  Leitlinie  bestimmt.  Diese  Hauptschnitte 
sind  wie  überhaupt  alle  beliebigen  ebenen  Schnitte  durch  den  Mittel- 
punkt p  ^^Parameterkurven^^  $  und  als  solche  am  bequemsten  aus  den 
beiden  Hauptparametem  der  Schnittebene,  d.h.  den  Radien  der  Parameter- 
fläche (^),  welche  auf  die  Winkelhalbierenden  der  Spuren  von  /i  und 
V  in  der  Schnittebene  fallen,  zu  konstruieren,  wie  dies  für  die  ver- 
schiedenen Formen  von  $  in  den  Figuren  2'  3'  4'  (auch  6)  der  oben 
erwähnten  Abhandlung  des  Verfassers')  geschehen  ist. 

Jede  solche  $  ist  die  Parameterkurve  eines  im  Bündel  R^^  ent- 
haltenen linearen  Schraubenbüschels  Üq,  dessen  Achsenfläche,  ein 
Plückersches  Gylindroid,  von  den  zur  Schnittebene  parallelen  Strahlen 
der  Kongruenz  K(G)  erfüllt  ist. 

Die  Parameterfläche  (^)  hat  den  absoluten  Kugelkreis  zur  Kuspidal- 
kurve,  die  isotropen  Geraden  (Minimallinien)  durch  den  Anfang  p  in 
den  Ebenen   fi   und  v  zu  DoppelpuDktslinien  und  den  Anfang  selbst 


1)  Vgl.  Gr.  S.  106. 

2)  Gr.  S.  69  und  Fignrentafel  hierzu.    (48.  Bd.  dieser  Zeitschrift,  1.  H.) 
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zum  vierfachen  singnlären  Punkte.  In  dem  letzteren  hat  sie  einen 
doppelt  zu  zählenden,  zum  Systeme  der  koncyklischen  Kegel  t  gehörigen 
Tangentialkegel  I^. 

Zum  Bündel  Rjjj  gehört  eine  Kongruenz  K{G)  von  Schrauben- 
achsen und  eine  Parameterfiäche  (^);  die  gleiche  Kongruenz  von  Achsen 
besitzen  aber  auch  alle  jene  linear  bleibenden  Schraubenbündel,  deren 
an  der  früheren  Stelle  bleibende  Schraubenachsen  zu  einem  durchwegs 
um  ein  gleiches  Stück  größeren  oder  kleineren  Parameter  gehören^); 
mit  einer  festen  Achsenkoi^ruenz  K(G)  sind  also  außer  der  in  Fig.  11 
dargestellten  Parameterfläche  (^)  auch  noch  alle  Konchoiden  derselben 
verträglich,  d.  h.  alle  jene  Flächen,  welche  aus  der  obigen  (^)  durch 
algebraische  Addition  gleicher  Stücke  zu  allen  Radien  hervorgehen. 
In  der  Gleichungsform  von  ($)  erscheinen  beim  Übergange  zu  den 
Konchoiden  an  Stelle  der  früheren  Hauptparameter  p^  pjj  p^j  die  durch 
die  betreffende  algebraische  Addition  veränderten  Konstanten. 

Es  ist  interessant,  die  Formen  der  Parameterflächen  zu  verfolgen, 
welche  bei  dieser  zur  Achsenkongmenz  K{G)  gehörigen  Konchoiden- 
bildung  gewonnen  werden.  Verschiebt  man  z.  B.  alle  Punkte  der  in 
Fig.  n  dargestellten  (^)  auf  ihren  Yerbindungsstrahlen  mit  dem  Mittel- 
punkte p  gegen  p  hin  um  gleiche  Stücke,  welche  etwas  größer  sind 
als  der  kleinste  bei  (^)  auftretende  Parameter  p^,  so  treten  bei  p 
beiderseits  an  der  x-Achse  symmetrisch  zur  y^-Ebene  kom'sch  ein- 
gelagerte zapfenformige  Flächenteile  auf;  bei  der  Verschiebung  um  pi 
war  nur  eine  spitze  Einkerbung  an  der  a;-Achse  bei  p  merklich  gewesen, 
erst  bei  weiterer  Verschiebung  wuchs  der  doppelzapfige  Flächenteil 
dort  heraus,  welcher  zu  Parametern  anderen  Vorzeichens  gehört  als 
der  übrige  Teil  der  Fläche  und  dessen  Doppelkonush^er  t^  die  früher 
imaginär  gewesene  Singularität  bei  p  nun  ganz  anschaulich  macht 
Der  übrige  Fl^henteil  hatte  während  des  Wachsens  des  Doppelzapfens 
abgenonmien. 

Verschiebt  man  weiter,  im  ganzen  um  p^  gegen  p  hin,  so  erhalt 
die  Fläche  die  Gestalt  von  zwei  in  p  kreuzförmig  zusammenkommenden 
Zapfenpaaren  an  der  x-  und  ^er-Achse,  welche  in  zwei  unendlich  kleinen 
Kreisen  der  Ebenen  fi,  v,  in  welche  t^  ausartet,  zusammenhängen.  Die 
isotropen  Doppellinien  der  früheren  Gestalten  von  Konchoiden  sind  in 
diesem  Falle  Kuspidallinien  geworden. 

Verschiebt  man  allmählich  im  selben  Sinne  weiter,  so  wächst  der 
bisher  doppelzapfige  Flächenteil  an  der  a;-Achse  weiter  aus  und  wird 
teUer-  oder  scheibenförmig  (oval  mit  Einbuchtung  bei  der  y-Achse)  bei 


1)  Vgl.  S.  213,  Anm.  2. 
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der  a;y-Ebene^  während  an  der  jghAchse  ein  konisch  bei  p  eingekeilter 
Doppelzapfen  übrig  bleibt^  der  selbst  immer  abnimmt,  wahrend  der 
tellerförmige  Flachenteil  wächst 

Bei  Yerschiebnng  im  selben  Sinne,  im  ganzen  von  der  Anfangs- 
gestalt ($)  gerechnet  um  p^^,  verschwindet  der  letzterwähnte  Doppel- 
zapfen ganz,  und  es  ist  bloß  die  spitze  Einkerbung  an  der  0-Achse  in 
der  sonst  tellerförmigen  Fläche  merkbar. 

Bei  weiterer  Verschiebung  verschwindet  auch  diese  Einkerbung 
und  die  scheibenförmige  Parameterfläche  mit  der  schwächeren  Ein- 
buchtung an  der  y-  und  der  stärkeren  an  der  0- Achse  wächst  allmählich 
weiter  bis  zu  kugelartigen,  großen  Gestalten,  nicht  unähnlich  jenen, 
welche  ($)  angenommen  hätte,  wenn  wir  die  anfängliche  Verschiebung 
im  entgegengesetzten  Sinne  sich  hätten  vollziehen  lassen. 

Die  auf  den  durch  p  gehenden  Strahlen  abgetragenen  bis  zu  (^) 
reichenden  Parameter  ändern  ihr  Vorzeichen  beim  Durchgange  eines 
solchen  Strahles  durch  eine  zum  singulären  Kegel  I^  tangentiale  Lage; 
was  natürlich  für  reelle  Parameter  nur  dann  möglich  wird,  wenn  I^ 
reell  irt. 

Die  gleiohbundigen  Hyperboloide  F({i)  und  ihre  Hydesehe  Einhüllende, 
um  die  Halbachsen  (Ol.  1,  2) 

der  mit  p  sich  ändernden  zum  Schraubenbündel  gehörigen  Hyperboloide 
F(p)  sowie  auf  jedem  solchen  Hyperboloide  F()f)  die  Lage  der  Be- 
rfihnmgskurve  @(p)  mit  der  Hyd eschen  Brennfläche  und  des  Rest- 
Bchnittes  (£'(P)  ^^  übersehen,  wählen  wir  in  Fig  HI  ein  graphisches 
Verfahren,  indem  wir  zu  jedem  beliebigen  Parameter  p  als  Abscisse 
die  Halbachse  o^  von  F{^)  als  Ordinate  bis  zum  Endpunkte  auf  K-^  , 

femer  den  Radius  r  =  r^p)  der  mit  F(p)  konzentrischen  Kugel  von 
S(^)  als  Ordinate  bis  zum  Endpunkte  auf  E(r)  und  endlich  den  Radius 
ü»i!(y)  der  konzentrischen  Kugel  von  (S^P)  ^^(Pl  ^^  Ordinate  bis 
zun  Endpunkte  auf  E(R)  abtragen  (vgL  S.  215,  J?(r)  und  B^r)  werden 
durch  die  folgenden  OL  14  und  19  bestimmt  werden). 

Aus  der  Figur  HI  kann  man  später  leicht  diese  Halbachsen  und 
Eogelradien  zur  Konstruktion  der  Hyperboloidfiguren  IV  bis  X  des 
Bündels   mit  ihren  Berührungskurven   (£(p)   und  Restschnitten  S^P) 
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benützen,  wobei  durcb  genügend  viele  derart  konstruierte  Kurven  S 
der  Brennfläche  die  Oestalt  der  letzteren  (Fig.  XI)  von  selbst  hervortritt^) 
K^,  Kjj^f  Kjji  der  Figur  IQ  sind  drei  Kreise^  welche  die  Strecken 
zwischen  den  Punkten  der  Abscissenachse  p^  bis  pj^,  bzw.  p^j  bis  pj, 
bzw.  pj  bis  pjj  zu  Durchmessern  haben  und  sich  daher  paarweise  in 
diesen  Punkten  der  Abscissenachse  berühren.  Man  entnimmt  aus  der 
Figur  m  u.  a.  auch  ohne  weiteres,  daß  die  Halbachsen  %,  %,  Om  der 
für   pi  <  p  <  pm  reellen  Hyperboloide  F{p)   für   den  Parameterwert 

P-  liPn  +  Pui)  i(Pin+Pi)  i(Pi  +  fe) 

ihren  größten  Wert 

erreichen. 

Jeder  unterhalb  dieses  Maximums  gelegene  reelle  Wert  der  be- 
treffenden Halbachse  wird  für  zwei  zu  reellen  gleichbündigen  Hyper- 
boloiden F{p)  gehörige  Werte  von  p  erreicht,  welche  in  Fig.  IQ 
bezüglich  des  zum  betreffenden  Maximalwerte  gehörigen  Parameters 
symmetrisch  liegen.  [Zu  allen  beliebigen  Werten  einer  Halbachse  gehört 
überdies  das  zum  Ebenenpaar  durch  diese  Achse  ausartende  Hyperboloid, 
welchem  der  auf  diese  Achse  entfallende  Hauptparameter  (pj,  bzw.  pji 
oder  f)];ji)  zukommt.] 

Die  zu  den  Maximalhalbachsen 

(Fig.  X)  iH-^ 

(Fig.K)  ±-Jd|=:pH 

(Fig.  IV)  ±H-pZ 

gehörigen  drei  Hyperboloide  F{p)  haben  zum  Hauptschnitte  in  der 
TZ-,  bzw.  ZX-,  bzw.  X  Y-Ebene  eine  gleichseitige  Hyperbel,  da  z.  B. 
für  den  Punkt  der  Abscissenachse  p  =  Kpn  +  Pm)  ^  ^^^  ^8-  ^ 
«n  +  öii  **  0  wird,  wie  denn  auch  die  von  diesem  Punkte  gezogene 
Ordinate  von  J^^  und  die  Tangente  von  Kjjj  gleich  lang  sind. 

Für  p  =  pi,  pu,  pm  artet  F(p)  in  ein  Ebenenpaar  durch  die  X-, 
bzw.  T-,  bzw.  Z-Achse  aus,  welches  jedoch  nur  für  den  mittleren  dieser 
Hauptparameter,  für  p  »  pj^  als  Paar  der  cyklischen  Ebenen  (i,  v  durch 
die  F-Achse  reell  ist  (Fig.  VI). 

1)  Damit  für  jedes  p  die  Übertragimg  der  auf  die  isometrisch  darznsteUenden 
Koordinatenachsen  entfallenden  Strecken  sogleich  in  unveränderter  Größe  geschehen 
könne,  ist  das  Verhältnis  des  Maßstabes  der  Fig.  UI  (und  späterhin  der  Fig.  Xu) 
zu  jenem  der  übrigen  Figuren  (lY  bis  XI)  wie  y2  :  }/d  gehalten. 
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Der  auf  die  Achse  des  Ebenenpaares  entfallende  Halbachsenwert 


l±<h  \^p^  -±ei  =±y-(Pi   -pn)(Pi  -Piii)=±]/^mag. 


(13)    ±e=[±an  \^^  -±%  =±V-(Pn  -Pin)(Pn  -Pi  )=±y^reeB 
[±«ni]p=^-=±%i-±l/-(Pm-Pi  )(Pin-fo)=    V^imag. 


di>0 


(ygl.  S.  214  n.  OL  10  u.  5)  des  zum  betreffenden  Hanptparameter  ge- 
hörigen F(p)  gehört  zn  den  Zentren  jener  beiden  Strahlenbüschel;  in 
welche  die  beiden  Regelscharen  des  znm  Ebenenpaar  entarteten  Hyper- 
boloides übergehen.  Für  p  =  Pn  ^^^^  ^^^  ^^  reellen  Zentren  M,  N 
der  T- Achse  mit  der  Ordinate  ±  e  (vgl.  S.  213). 

Mit  wachsendem  p  beginnen  die  zum  Bündel  gehörigen  Hyper- 
boloide -F(p)  nach  dem  Übergang  durch  den  Wert  pj  als  schmale 
hyperboloidische  Röhren  um  die  X-Achse  herum,  verbreitem  sich  dann 
(Fig.  IV  und  V)  so,  daß  für  p  =  pn  ^^  Form  des  Ebenenpaares  (i,  v 
passiert  wird  (Fig.  VI),  was  den  Übergang  zu  den  Hyperboloiden 
(Fig.  in  bis  X)  um  die  2^ Achse  bildet.  Letztere  verengen  sich  schließ- 
lich immer  mehr  um  die  Z-Achse,  während  sich  p  dem  Werte  p^i 
nähert 

Die  mit  p  veränderlichen  Halbachsen  o^,  a^i,  dj^  der  gleichbündigen 
Hyperboloide  F(^)y  welche  wir  aus  der  Fig.  IH  für  jeden  Wert  von 
p  entnehmen  können,  gestatteten  uns  einen  Überblick  über  die  auf- 
tretenden Gestalten  dieser  Trägerflächen  von  Strahlen  der  Achsen- 
kongruenz K^^j;  nun  sollen  uns  die  sogleich  zu  untersuchenden  Kurven 
E{f)  und  E{ß)  dieser  Figur  Dienste  leisten  zur  Übersicht  der  Ge- 
stalten der  Berührungskurve  S(f))  und  des  Restschnittes  S^p)  jedes 
Hyperboloides  l^(p)  mit  der  Hydeschen  Brennfläche,  wodurch  auch 
die  letztere  Fläche  (Fig.  XI)  von  selbst  hervortritt.  Wie  oben  (S.  219) 
erwähnt^  stellt  die  für  ein  beliebiges  p  bis  zu  E{r\  bzw.  E{E)  geführte 
Ordinate  unmittelbar  der  Radius  r  =  r(p),  bzw.  B  =  iJ(p)  der  zum  be- 
treffenden Hyperboloide  gehörigen  konzentrischen  Eugel  vor,  auf  welcher 
6(p),  bzw.  (£'(?)  liegt. 

r(p)  ist  leicht  durch  p  auszudrücken,  da  für  die  Berührungskurve 
S(p)  des  Hyperboloides  F{)f)  mit  der  Brennfläche  die  Gleichung  gilt 

i|;^(«  -  ^*  +  y*  +  ^  +  (P  -  Pn)  (P  -  Pm)  +  (P  -  feiXP  -  Pi) 

+  (p-Pi)(p-Pn)-0, 
d.  h. 

r*  =  x*  +  t^  +  «*-af  +  <^  +  a»n. 
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r  ist  der  mit  p  veranderliclie  Radius  der  ^^Orthogonalpmiktskngel'^^) 
Monges  bei  jedem  Hyperboloide  F(p)  und  die  Kurre  E{r)  der  Pig.  HI 
ist  die  Ellipse  (p  Abscisse^  r  Ordinate): 

(14)  1^  =  -  ilii|l,n  +  Pmh  +  hPi  +  2>>i  +  »n  +  »m  -  »>*• 

Dieselbe  hat  f&r  den  Durchschnittswert  der  drei  Hanptparameter 

(hierzu  Fig.  VIII  als  F^p))  den  Maximaiweri  q  von  r,  ausdrückbar  gemäB 
oder  durch  die  d,  bzw.  e  und  r  als 

(15)  ^r(4  +  4  +  Oy 

wobei  die  öl.  8  (<?i  +  d;  +  (^  =  0)  gilt, 

~tP,  +  d,d,  +  di  ^  d[-  d.d,'^  di-d,d, 
-dl-d^d,, 

(16)  i4  +  ^  +  ^), 

wobei  die  Beziehung  f-j  +  -^  +  -j-  =  0 )  fär  die  GfroBen  c*  =»  ^  =  c^rf^, 

eJu  =  ^1^2,  ^  =»  d^dg  (Gl.  13)  aus  der  GL  8  folgt.  Der  unyeranderliche 
Ausdruck  3(>'  kann  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  10  durch  die  Halb- 
achsen eines  beliebigen  unter  den  gleichbündigen  Hyperboloiden  ab 

dargestellt  werden.  

Die  Ellipse  E{r)  der  Fig.  HI  hat  in  den  Punkten  (p  ==  ifc  +  Pn  +  Pim 
r  =^  ±q)  ihre  Hauptscheitel;  sie  geht  durch  die  Punkte 
(Pi  )  ±  h)  (JDciag.)  des  Kreises  K^  , 
(Pn  >   ±  %  =  ±  «)  (reell)      „         ;,       ^n  , 
(Pm;   ±%i)              (imag-)    «         ^        -2^, 

1)  Diese  Engel  ist  der  Ort  jener  Pnnkte,  ans  denen  sich  an  das  Hyperboloid 
F(p)  drei  zueinander  senkrechte  Tangentialebenen  legen  lassen;  sie  schneidet 
F{p)  in  dem  geometrischen  Orte  ^{p)  jener  Punkte,  in  welchen  sich  Erzeugende 
dieses  Hyperboloides  senkrecht  schneiden. 
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femer  durch  die  S.  220  erwähnten  zu  den  Durchschnittswerten  zweier 
der  drei  Hauptparameter  pj;  pjj,  pj^  als  Abscissen  und  zu  den  größten 
Halbachsen  ±  ^d^,  ±  |d,,  ±  \d^  als  Ordinaten  gehörigen  Punkte  der 
Kreise  Kj,  K^y  ^m* 

Zwei  gleichbündige  Hyperboloide  i^(p),  deren  Parameter  sich  vom 
Durchschnittswerte  |(pi  +  pn  +  Pm)  ^^^  ^®^  Hauptparameter  um  gleiche 
Stücke  unterscheiden^  haben  —  wie  unmittelbar  aus  der  Symmetrie  der 
Ellipse  E{f)  in  Fig.  HI  bezüglich  ihrer  Hauptachse  hervorgeht  — 
dieselbe  Orthogonalpunktskugel^  also  konsphärische  Berührungskurven 
mit  der  Hydeschen  Brennfläche. 

r  —  r(p)  bleibt,  wie  ein  Blick  auf  die  Fig.  HI  lehrt,  nur  dann 
absolut  genommen  großer  als  die  kleinste  reeUe  Halbachse  des  zu- 
gehörigen Hyperboloides  F(^),  weim  p  sich  zwischen  den  (Frenzen 


i(Pi+Pn)     «nd     iCPn  +  Pm) 


befindet,  und  nur  in  diesen  beiden  Ghrenzfällen  ist  r  der  kleinsten 
reellen  Halbachse  ajjj,  bzw.  o^  gleich;  daher  sind  nur  in  diesem  Inter- 
valle die  Berührungskurven  6(p)  der  Hyperboloide  F{)f)  mit  der 
Hydeschen  Brennfläche  reell  Bei  wachsendem  p  ist  die  Kurve  (S(f)) 
anfangs  bei  den  schmalen  hyperboloidischen  Röhren  um  die  X-Achse 
(von  p  -» pi  an)  nicht  reeU,  sondern  wird  es  erst  von  p  =  |(pi  +  pn); 
Fig.  lY,  an,  vorerst  nur  als  winziges  reelles  Doppeloval  an  der  Z-Achse 
und  bleibt  dann  reell  in  den  folgenden  Figuren  bis  p  =>  j(pn  +  Pni)> 
Fig.  X,  wo  sie  bis  zu  einem  uneingeschränkt  kleinen  Doppelovale  an 
der  X-Achse  sich  zusammenzieht.  Für  die  später  bei  wachsendem  p 
^^B  P  ^  Vm  ^^^  immer  enger  um  die  Z- Achse  herum  anlegenden 
hyperboloidischen  Röhren  F()f)  ist  die  Berührungskurve  @()))  mit  der 
Brennfläche  schon  wieder  imaginär. 

Anders  verhält  sich  der  koncyklische  sphärische  Kegelschnitt 

der  Restschnitt  des  Hyperboloides  -F()))  mit  der  Hydeschen  Brenn- 
fläche. Dieser  ist  bei  allen  reellen  Hyperboloiden  (pi  < ))  <  pm)  ^^^ 
reell,  wie  aus  der  Untersuchung  (S.  226)  des  Radius  B » i2(p)  der 
diese  Kurve  (S'  tragenden  „Grenzpunktskugel^^^)  Waelschs  hervorgeht. 

1)  Diese  Engel  schneidet  die  Erzengenden  des  zn  p  gehörigen  gleichbündigen 
Hyperboloides,  d.  h.  die  zn  ))  gehörigen  Strahlen  der  Achsenkongmenz  des 
Schranbenbündels  in  deren  En  mm  er  sehen  Grenzpnnkten.  (Enmmers  Abh.  im 
67.  Bde  des  Crelleschen  Journals.  „ChrenzpwnkUf'  heifien  die  beiden  Grenz- 
lagen jener  Punkte  eines  Eongruenzstrahles,  welche  den  benachbarten  Eongruenz- 
stnhlen  zunächst  liegen.) 
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Wir  fuhren  die  Untersuchung  des  Radius 

der  Kugel  von  (S'(p)  =  ®(p')  und  damit  der  die  Gesamtheit  der  i?(p) 
darstellenden  Kurve  E(R)  in  der  Figur  IQ  im  engsten  Zusammenhange 
mit  dem  Nachweise  der  einfachen  Beziehung 

(18)  »»'-K-P  +  ^  +  fe  +  Pm) 

zwischen  p  tmd  p': 

Jeder    der    koncyklischen    splüirisclieii    Eegelschnitte    (£(p)    der 
Hydeschen  Brennfläche  bildet  sich  bei  EinfOhnmg  der  Sabstitation') 

a;>  =  Z,    y»  =  r,    e^-'Z 

in  eine  zn  p  gehörige  Erzengende 

(P  -  Pi) X  +  (P  -  Pu)  ^+ (P  -  Pm)^+(P  -  PiXP  -  PidiP  -  Pm) - 0 
X         +         r        +         Z        -        rfrt  =0 

H)  -  -  (P  -  Pn)(P  -  Pm)  -  (P  -  Pm)(P  -  Pi)  -  (P  -  Pi)(P  -  Pn)] 
des  Gylinders  ab^  dessen  Kanten  die  durch 

X :  r :  Z  -  (Pni  -  <)ii)  :  (Pi  -  Pm)  :  (Pn  -  Pi) 

bestimmte  Richtung  haben^   und  dessen  Basis  etwa  in  der  X  Y  Ebene 

durch 

I  (p  -  Pi)X  +  (P  -  Pn)  ^+  (P-Pi)(p  -  Pn)(P  -  Pni)  -  0 
1  X         +  F        -        rfrt  -0 

dargestellt  ist,  indem  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  die  Tangente 
der  Basiskurve  angibt^  während  die  zweite  deren  Berührungspunkt  hefert 
Dies  gibt  die  Parameterdarstellung  der  Basiskurve  in  Punktkoordinaten 


(Pn  -  Pi)^  =      (P  -  Pn)*(2p  -  Pi  +  Pm)|  _ 

(Pn  -  Pi)  r  =  -  (P  -  Pi)*  (2p  -  Pn  +  Pm)I ' 

Die  Basiskurve  ist  rational,  von  der  3.  Ordnung  und  3.  Klasse.  Dem 
Aufsuchen  von  6'(<))  =  ©(p')  entspricht  in  unserem  Bilde  die  Be- 
stimmung des  sogenannten  ^^Tangentialpunktes^  unserer  Basiskorve, 
d.  h.  jenes  zum  Parameter  p'  gehörigen  Punktes  derselben,  in  welchem 
sie  von  der  zu  p  gehörigen  Tangente  (außer  dem  Berührungspunkte 
noch  weiterhin)  durchsetzt  wird;  die  Gylinderkante  des  Tangential- 
Punktes  ist  das  Bild  von  (S'(P)'^®(P');  ^^^  ^^  ^^^  Kugel  vom  BadioB 
B(p)  =  r{p')  gelegenen  Restschnittes  des  F(p)  mit  der  Brennflache. 

1)  Vgl.  Dbsmoulinb  oben  erwähnte  Abhandlang  S.  82. 
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Unsere  Basiskurve  3.  Ordnung  hat  die  unendlich  ferne  Gerade  zur 
Wendetangente  mit  dem  Wendepunkte  auf  X+  F=  0  und  eine  Spitze 
fOr  p  =  y(Pi  +  Pn  +  Pin)-  ^^^  letztere  Umstand  könnte  auch  aus  der 
nun  zu  ermittelnden  und  in  Gleichung  (18)  angeführten  Beziehung 
zwischen  p  und  p'  gefolgert  werden;  seine  Feststellung  führt  zu  dem 
Schlüsse,  daß  die  auf  der  Engel  vom  Radius  q  gelegene  Kurve 

die  reelle  Euspidalkurye  der  Brennfläche  ist,  wohei  das  Hyperholoid 

die  Brennfiäche  entlang  @    unter  Berührung  durchsetzt. 

Bezeichnen   wir  -^  mit   X',    ^    mit   Y',  so  stellt  sich  in  den 

laufenden  Punktkoordinaten  Sy  H  die  Gleichung  der  Basiskurventangente 
des  Cylinders  als 


H    S 

T  r 


X  r 


dar. 

Setzen  wir  in  dieselbe  für  X,  F,  X',  Y  die  aus  dem  vorigen 
Gleichungspaare  folgenden  Werte  und  sehen  S,  H  sla  Koordinaten  des 
zu  p'  gehörigen  Tangentialpunktes  an,  so  wird  die  sich  ergebende 
Gleichung 


(V  -fe)  (3^  -Pi  +  Pn  +  Pm),     -(P  -Pd  m  -Pi  +Pn  +  »>in) 


iP  -  Pn)'(2p  -Pi+Pnd,  -(.P- Pi)*(2p  - Pn  +  Pm) 


ip-pjd  (ßP  -Pj  +  Pn  +  Pnd,    -(P  -Pd  (3P  -Pi)  +  Pii  +  Pm) 
oder  nach  Unterdrückung  des   znr  EnspidalkiuTe  der  Brennfläche  ge- 
hörigen Faktors  (3p  —  Pi  +  Pn  +  Pm): 


iP'  -  h)'(ßP'  -Pn  +  Pu^iP  -  fa)  -  (P-  Pii)(2p'-  Pi  +  Pm)(P  -  Pi) 

»  dem  analogen  Ausdrucke^  den  man  aus  dem  linksstehenden  bei 
Setzung  von  p  statt  p'  erhält^ 


2p''  -  P'\^P  +  Vi  +  Vn  +  Pm)  +  P'(2pVi  +  Pn+Pm) 


-  (PfePm  +  PmPi  +  ^^iPn  -  PiPnPm) 

=  dem  analogen  Ausdrucke^  den  man  aus  dem  linksstehenden  bei 
Setzung  von  p  statt  p'  erhält, 

ZaitiohriAf  KathenwtikiLFhyiU.  49.  Bund.  1903.  IHeft.  15  ^^  , 
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d.  k 

2p'»  -  p'«(3p  +  Pi  +  pn  +  O  +  p'CSpPi  +  fti  +  Pni) 


+  (P»-P*i'i  +  Pn  +  O-0, 


außer  durch  die  Doppelwurzel  p'  —  p  noch  durch  den  zum  Tangential- 
puukte,  bezw.  zu  S'(p)  =  ^CPO  gehörigen  Wert 


(18)  P'-'K-P  +  Pi+Pu+Pjn) 

erfüllt. 

Die  eben  abgebildete  ein&che  Beziehung  zwischen  p  und  p',  welche 
auch  in  der  Form 


(180         (P'-iPi+Pn+Piii)--i(P-iPi+»>n+fci) 
geschrieben  werden  kann,  besagt: 

;yDer  Restschnitt  6'(P)  3^^  Hyperboloides  F(p)  mit  der  Hyde- 
scben  Brennfläche  ist  identisch  mit  der  Berührongskurre  ^(p')  dieser 
Brennfläche  und  jenes  Hyperboloides  F(jp'),  dessen  Parameter  p'  vom 
Parameter  |(pi  +  pn  +  Pm)  ^^  ^^^  Kuspidalknrve  ®  =  ^f-^iT+P^TTSi^ 
=  (J(V  H-  »)jj  +  p^  gehörigen  Hyperboloides  F  nach  der  eni^egen- 
gesetzten    Seite    um    die   Hälfte   jenes   Intervalles    abweicht,    welches 

zwischen  dem  Parameter  p  von  F(p)  und  jenem  (ypj  +  Pn  +  Pm)  ^^ 
F^  besteht." 

So  ist  z.  B.  S  in  Figur  IX  mit  S'  in  Figur  VI  identisch,  das 
Ereispaar  ^i^^  spielt  eben  bei  dem  in  der  ersten  Figur  dargestellten 
Hyperboloide  die  Brolle  der  Berührungskurve,  bei  letzterem  jene  des 
Bestschnittes  mit  der  Brennfläche. 

In  Figur  HI,  in  welcher  die  Elemente  aj,  %,  Om,  r(p),  R^p^^r^p') 
eines  jeden  der  Hyperboloide  F^p)  zu  jedem  beliebigen  p  übersichtlich 
zusammengetragen  sind,  um  dann  zum  Aufbau  der  Figuren  lY  bis  IX, 
bezw.  XI  zu  dienen,  ist  nach  der  eben  entwickelten  Beziehung  zwischen 
p  und  p'  der  Ort  F{R)  aller  zu  den  beliebigen  Abscissen  p  abgetragenen 
Ordinaten  R^p)  »  r^p')  jene  EUipse,  welche  aus  der  oben  kennen  gelernten 
Ellipse  E(r)  durch  Verdoppelung  der  Abstände  aller  Punkte  von  der 
^^  sCPi  +  t'n  +  Pm)  gehörigen  Maximalordinate  q  (Hauptachse  von  JE^r)) 
hervorgeht,  d.  h.  abo  durch  perspektiv-affine  Abbildung  mit  der  Maximal- 
ordinate (von  der  Länge  q)  als  Affinitätsachse,  der  zur  letzteren  senk- 
rechten Affinitätsrichtung  und  dem  Modulus  —  2. 

Der  Radius 


,  Google 


Digitized  by  ^ 


Von  Ahton  Gsönwald.  227 

(S.  221^  Oleichnng  nach  15)  der  EnspidalkuiTe  der  Hy  de  sehen  Brenn- 
fläche  ist  auch  der  Maximalwert  von  It(p)  =  r{p'),  nnd  es  gehört  zu  jenen 
Werten  des  Parameters  p^  welche  vom  zu  q  gehörigen  Parameter 
(ifc  +  Pn  +  Pul)  ^*^^  entgegengesetzter  Seite  hin  sich  um  gleichviel 
unterscheiden^  auch  derselbe  Wert  von  B^p),  also  dieselbe  Grenzpunkt- 
kngeL 

^ie  beiden  Hyperboloide  F(p),  welche  dieselbe  Orthogonalpunkts- 
kugel haben^  gehören  auch  zur  selben  Grenzpunktskugel^  und  umgekehrt. 
Ihre  Parameter  weichen  vom  Parameter  y(lh  +  Pn  +  Pm)  ^^^  ^^® 
Brennfläche  entlang  ihrer  reellen  Euspidalkurve  unter  Berührung  durch- 
setzenden Hyperboloides  -^'(.jPi  +  Pn  +  Pm)'^'-^^  ^^^  entgegengesetzter 
Seite  um  gleichviel  ab/^ 

Die  Ellipse  E{R)  der  Figur  IH  lerührt  doppdi 

den  Exeis  Kj  und  zwar  in  den  beiden  zur  Abscisse  (— Pi  +  Pn  +  Pni) 
gehörigen  imaginären  Punkten  mit  der  Ordinate  ±  e^y 

den  Kreis  J£jj  und  zwar  in  den  beiden  zur  Abscisse  (pj  —  Pn  +  Pra) 
gehörigen  redien  Punkten  mit  der  Ordinate  ±  %  =  ±  «, 

den  Kreis  Kjjj  und  zwar  in  den  beiden  zur  Abscisse  (p^  +  Pn  ~  Piii) 
gehörigen  imaginären  Punkten  mit  der  Ordinate  ±  e^^, 

wie  man  aus  der  Gleichung  dieser  Ellipse  (p  Abscisse,  i^  Ordinate) 
entnehmen  kann.     Diese  Gleichung,  welche  aus 

—  KP'  -  Pn)(P'  -  Pm)  +  (P'  -  Pm)(P'-  Pi)  +  (P'"  Pi)(P'-pn)] 
folgt,  lautet  (p  Abscisse,  R  Ordinate): 

4  J?  =  -  [(Pi  +  Pni  -  V  -  Pn)  (Pi  +  fe  -  P  -  Pm)  +  ■  +  •] 
(19)       -[(Pni-Pn)*-(Pi-»))*  + •••  +  •••] 


und  man  braucht,   um  die  oben  behauptete  doppelte  Berührung  z.  B. 
mit  K^  nachzuweisen,  nur  zu  untersuchen,  für  welches  p 

d.h. 

--4(p-p,n)(p-Pi) 
sein  kann;  die  sich  ei^bende  Gleichung 


P!  +  Pn  +  Pm  -  2pnPui+-'-  +  2pp,  +  ..!-Sp' 


-4p»  +  4p<)ni  +  Pi-4pniPi 


16* 
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oder 

P'-2p(Pi-PiL  +  Pm)  +  (PI  +  P'n  +  P!ii  -  2fcPn  +  2PiPiEi-2PnPiii)=0 

hat  nun  in  der  Tat  die  Doppelwurzel  p  =  <)i  —  Pn  +  Pm- 

Hieraus  folgt^  daß  R  stets  größer  bleibt  als  die  größte  bei  irgend 
einem  Hyperboloide  F(p)  vorkommende  Halbachse  ^  außer  im  Falle 
p  =  pi  —  pji  +  pm;  wo  iJ  =«  Oji  wird  und  wo  dementsprechend  F(p)  als 
Bestschnüt  @'  mit  der  Brennfläche  (welche  entlang  einer  imaginären  S 
berührt  wird)  das  in  der  Figur  VI  verzeichnete  Ereispaar  Sj^n  1>^tzt; 
fBr  dieses  Hyperboloid  wurde  nach  der  Figur  X  kein  besonderes  Bild 
beigefügt,  da  die  Vorstellung  desselben  keine  Schwierigkeit  mehr  bietet. 

Aus  diesem  Verhalten  von  R  folgt,  daß  der  Restschnitt  (S^^)  jedes 
reellen  Hyperboloides  F^p)  mit  der  Brennfläche  stets  reeU  ist,  auch  dann, 
wenn  (vgl.  S.  223)  die  Berührungskurve  G(^)  bei  den  schmalen  R^hren- 
formen  um  die  X-,  bezw.  Z-Achse  imaginär  wird.  In  den  zusammen- 
gehörigen Figuren  IV  bis  X  sind  einige  Gestalten  gleichbündiger  Hyper- 
boloide F^p),  ihre  Serührungskurven  S(p)  und  Restschnitte  @('y)  mit  der 
Hy  de  sehen  Brennfläche  (Fig.  XI)  verzeichnet;  an  den  Hauptschnitten 
dieser  Hyperboloide  einerseits  und  den  von  ihnen  eingehüllten  (und  nach- 
träglich in  roter  Farbe  beigef&gten)  Hauptschnitten  der  Brennfläche 
andererseits  kann  man  deutlich  ersehen,  daß  auch  diese  Hauptschnitte 
sich  nur  in  auf  (£(p)  gelegenen  Punkten  berühren  und  nur  in  Punkten 
auf  (Sf{p)  sonst  noch  durchsetzen. 

Wächst  p,  so  ändert  sich  das  für  pi  <  p  <  pm  i^^Ue  Hyperboloid 
F(p)  im  gleichbündigen  System,  wobei  die  Figur  HI  mit  ihren  Kreisen 
KjKjj^Kj^  uns  die  Halbachsen  o^Ou^hn  ^^^  ^^^  Veiunderung  zeigt; 
wir  übersehen  mit  Hilfe  unserer  Figuren  den  stetigen  Übergang  der 
F[p)j  (£(p),  (ilp)  in  alle  erreichbaren  reellen  Lagen  und  haben  in  der 
nebenstehenden  Tabelle  (S.  229)  einige  bemerkenswerte  Einzelheiten 
erwähnt,  wodurch  die  Vorstellung  des  stetigen  Überganges  erleichtert 
werden  soll. 

Wir  merken  noch  die  aus  den  Gleichungen  (14)  und  (19)  der 
Ellipsen  E{r)  und  E(R)  mit  Bezug  auf  den  vor  Gleichung  (15) 
stehenden  (»-Wert  sich  ergebende  Beziehung 


42?  =  (PI  +  Pli  +  pJn  -  VnPm  +  PmPi  +  Pipi)  +  ^ 
oder 

(20)        AR^  =  3(>«  +  r* 

an   zwischen  den  Radien  R  der  Grenzpunktkugel  und  dem  Radius  r 
der  Orthogonalpunktkugel  bei  jedem  der  gleichbündigen  Hyperboloide 
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mit  Bezug  auf  den  unveränderliclien  Radius  q  (S.  221)  der  zur  reellen 
Euspidalkurye  @    der  Hy  de  sollen  Brennfläche  gehörigen  Kugel. 

Der  mit  p  yeränderliche  Radius  R  der  Grenzpunktkugel  eines  jeden 
Hyperboloides  F  (Gleichung  1,  2) 

wird  zufolge  der  Gleichungen  (20)  und  (17)  durch  die  Halbmesser  a 


I  II  in  ^ 

bestimmbar. 

Die   Halbachsenquadrate    (of)  ,    («n)  ,    (fl^ni)     des   HyperboloideB 

2^  =  2^/jL '    .h     .  p  'n,  welches  die   durch  ein  beliebiges  Hyperboloid 

schon  bestimmte  Hydesche  Flache  entlang  ihrer  reellen  Euspidalkorve 
S^  »  @^  unter  Berührung  durchsetzt^  sind 

i<^f  -IUP-  Vu)(V  -  Pm)]  =  -  i(Pm  +  Pi  -  2pn)(Pi  +  fe  -  äftn), 

(vergl.  Gleichung  (7),  (8)) 

(22)  i<^,~Tidt-dn)ith-d,), 
wegen  Gleichung  (8)  auch 

(vergl.  Gleichung  (15))  oder  durch  die  e  (Gleichung  13)  ausgedrückt 

oder  mit  Rficksiclit  auf  die  letzte  Gleichung  und  (16) 

(23)  -\4-K4  +  h  +  4ny). 

(24)  -ii(<?-«ii)(e!-4i)- 

I 


1)  Die  Gleichung  (28)  ist  identisch  mit  der  vorleisten  Gleichung  auf  S.  801 : 
«1  =  i^i  —  1^^*  der  erw&hnten  Abhandlung  Waelachs.  Unsere  Gleichung (20) 
ist  identisch  mit  der  dortigen  Gleichung  (12)  S.  799.    Vgl.  S.  282,  Amn.  1 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Aktok  Gbühwald. 


231 


(a|i)  und  (aJn)  ergeben  sich  hieraus  durch  cyklische  Ver- 
tauschung der  Indices.  Halten  wir  mit  diesen  Gleichungen  die  folgenden 
aus  (7)  sich  ergebenden  zusammen  (vgl.  Gleichung  10)): 


(25) 


I 

n 

<ii  -  <^<^  =  ^(«m  -  On)  («in  -  «^ 
ni 


>0 

<o 


'  > 


80  ergibt  sich  der  merkwürdige  Umstand,  daß  die  drei  a  aus  den  e  durch 
dieselben  Gleichungen  gewonnen  werden,  wie  die  e  aus  den  a.  Allerdings 
sind  im  Gegensatze  zu  den  yöUig  freien  Halbachsen  a  des  (das  System 
erst  bestimmenden)  Hyperboloides  2^  die  6  schon  der  beschränkenden 

Bedingung   (bei  16)   -%  +  -r  +  -^r-  '^^  unterworfen.     Mit  Rücksicht 

auf  den  erwähnten  übereinstimmenden  Gleichungsbau  von  (24)  und  (25) 
kann  man  u.  a.  aus  dieser  beschränkenden  Bedingung  sofort  auf  die 
Geltung  von 

(26)  7:^  +  7:;^  +  7A-0 


i%  ^  («Ji),  ^  («H 

schließen,   ein  Ergebnis,   das  übrigens  auch  sofort  aus  Gleichung  (22) 
und  (8)  folgt. 

"Wie  Gleichung  (26)  besagt,  ist  das  Hyperboloid  Fg  gleichseitig, 
d.  h.  absoluten  Poldreiecken  der  unendlich  fernen  Ebene  umschrieben. 
Es  ist  das  einzige  derartige  Hyperboloid  im  gleichbündigen  Systeme, 
da  die  unendlich  fernen  Kegelschnitte  aller  F(p)  (Gleichui^  (4))  zum 
Büschel  (p  _  p^)^,  ^  (p  _  ^^y.  +  (p  _  p^,,  ^  0 

gehören,  was  zu  der  Gleichseitigkeitsbedingung 

f&hit  und  daher    ' 

P  -  t(Pi  +  fc  +  Pm) 

zur  aussehließichen  Folge  hat 

Wir  drücken  noch  die  Halbachsen  a^  und  JP^  in  nnreränderlicher 
Weise  durch  die  Halbachsen  a  eines  hdiebigm  gleichbündigen  Hyper- 
boloides F  (etwa  mit  der  Benutznng  der  Qleichnngen  (22)  und  (7) 
oder  (23)  und  (25))  aus: 


(27)    {c\X 


=l<^+i^^- 


1  ra!-4-a»  -1-«»   +2  ^n"™  ,  «m'^  ,  »i«n\-l 
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(ofi)     und    (aJn)     folgen    hieraus   durch   cyklische   Yertauschung  der 
Indices. 

Die  Hydesche  Brennfläche  (6.  Ordnung,  4.  Klasse)  hat  als  Ein- 
hüllende der  gleichbündigen  Hyperboloide  F(p)  die  aus  Gleichung  (1) 

oder  F(p)  =  0  und  ^F{p)  =  0  (vgl  S.  220)  folgende  Gleichung^): 

(28)  4^1  -  ÄlAl  ~  18^1^^  +  27 AI  +  4.A\A,  »  0, 

wobei 

^1  =*  Pi  +  Pn  +  Pm; 

^  =  a;»  +  y»  +  ^»  +  PnPm  +  PmPi  +  PiPn, 

^8  =  »>i^  +  fey'  +  Pm^"  +  PiPnPm 
gesetzt  ist. 

Da  es  an  der  Hy  de  sehen  Fläche  nichts  ändert*),  wenn  wir  Pn^O 
nehmen  und  dementsprechend  statt  pj  und  pjjj  zu  schreiben  haben 
—  d^  und  d^y  so  daß  far  A^y  A^,  A^  zu  setzen  ist 

(^  —  d^),    (x^  +  y*  +  ^*  —  d^d^  =  w  in  Hydes  Bezeichnung), 
(—  d^x^  +  fl^jer*  «=*  —  1?  in  Hydes  Bezeichnung), 
erhalten  wir  die  Gleichungsform: 

(29)  4m»  -  (d,  -  di)"w»  -  18(d,  -  d,)Mt;  +  27i;«  +  4(^5  -  d^)»«;  «  0, 

wobei 

u-=-x^  +  y^  +  0^  —  d^di 
und 

1)  Vgl.  etwa  Gr.  S.  101  im  48.  Band  dieser  Zeitschrifk,  insbesondere  aber 
die  oben  angeführten  Abhandlungen  Hydes  und  Waelschs.  Ersterer  schreibt 
an  Stelle  der  von  uns  beibehaltenen  Bezeichnungen 

P^  t^ii  fe»  Pjh'^    -^i»  -^»  -^»    ^»  ^n»  ^11» 
bezl. 

/*i  — »1» —«1»  — «»;    — ^ö,  «,  —  v;   «01  yo» '0; 

die  d  bleiben;  letzterer  schreibt  y,  statt  p^  <<ia,tt8  ^  ^i^n^in^  ^^  ®^'  ^(^D  * 
Äj  für  «I  etc.  ^ 

Desmoulin  (l.c.S.  86)  benutzt  die  aus  dem  Cylinderbilde  (S.  224,  a;*«Xetc.) 
ableitbare  Darstellung  der  Brennfläche  durch  zwei  Parameter,  deren  einer,  unserem 
p  entsprechend,  l&ngs  der  Kurven  (S^  (Gleichung  (11))  der  Brennfli&che  konstant 
ist,  während  der  andere  unverändert  bleibt  in  den  oberen  Schnitten  f^ssconsi 

2)  Vgl.  3  (Anm.  2).  J^^—- F(0)  =  0  ist  die  Gleichung  jenes  im  gleich- 
bündigen Systeme  —  was  die  Achsenkongruenz  und  die  Hydesche  Fläche  an- 
belangt —  beliebigen  Hyperboloides  F(0),  dessen  willkürlicher  Parameter  ab  Null 
angenonomen  wird;  ^  =»0  (vgl.  Gleichung  (14))  ist  die  Gleichung  der  Orthogonal- 
punktkugel von  F{0). 
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Hierbei  ist  u  »  0  die  Gleichung  der  Orthogonalpunktkugel  (über  MN 
ab  Durchmesser;  vgl  S.  212  nnd  Gleichung  (10))  des  Ebenenpaares 
fiy  V  mit  der  Gleichung  t;  =  0. 

Eine  andere  bemerkenswert  einfache  Form  der  Hyde sehen  Flachen- 
gleichnng  erhält  man  mit  Bezog  auf  die  Orthogonalpunkts-  und  Grenze 
punktskngel    rc*  +  y*  +  j?*  —  p*  =  0    des    gleichseitigen    Hyperboloides 

^^  ^  ^(ih+^^n  +  ^^m)  (^gl.  Gleichung  22) 


(30) 


F,  «  \{d,  -  d,)x'  +  \{d,  -  d,)y'  +  \{d,  -  d,)z' 
+  Ud,-d,){d,^d,){d,--d,)^0, 


indem  man  nicht  wie  oben  pu,  sondern  den  zu  F    gehörigen  Para- 
meter j  (pi  +  pn  +  Pm) — ^  setzt,  was  die  Substitutionen  (vgl.  Gleichung  7, 8) 

Pi  -  -(Pn  +  Pni)  =  <^  -  «i»  -  2pi  etc. 

l»i  =  i(<^  -  d.),     fe  =  T(rf.-'ii),     Pm-K'ii-«'«) 

also  in  der  Gleichung  28  . . . 

A^-^a^  +  f  +  ^-Q* 

(aus  Gleichung  30)  zur  Folge  hat.     Deshalb  erhält  man  die  Gleichung 
der  Hyde  sehen  Fläche  in  der  Form: 

^x" +  1/^  +  0^-  p«)'  +  27  J?  =  0 
oder 

+  H(ä,-d,)x'  +  {d,-^d,)y'  +  {d,^d,)z'+^id,--d,)id,-^^^^^ 
wobei  6p*  =  dJ  +  dJ  +  dJ     und    d^  +  d^  +  d^-^O. 

Diese  Gleichungsform  ist  wegen  Gleichung  (22)  übereinstimmend 
mit  der  von  Waelsch  gegebenen  Gestalt^  in  welche  als  Eonstante  nur 
die  3  Halbachsen  des  einzigen  gleichseitigen  unter  den  gleichbündigen 
Hyperboloiden  des  F   auftreten: 

/  4(rc«  +  y«  +  ^  -  STTkVHS)!)* 


(32) 


-27(aJ),(ay,(«J„),(4  +  4-f^^-iy-0 


wobei 


(«!).  ^  ("!i)e 


+ 


(«U 
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Auf  der  Brennfläche  liegen  von  den  koncyUischen  sphärisdien  Kegel- 
schnitten (S  unseres  Systems  (Gleichung  11)  alle  jene^  durch  welche 
drei  gleichbündige  Hyperboloide  jP^,)  gehen^  von  denen  zwei  zusammen- 
fallen: Bei  jedem  Punkte  w  ^^außerhalb^^  der  Brennfläche  (z.  B.  bei 
allen  weiter  als  um  q  vom  Anfange  p  entfernten  Punkten)  und  über- 
haupt bei  den  solche  Punkte  w  enthaltenden  S  ist  von  den  drei  hin- 
durchgehenden gleichbündigen  Hyperboloiden  nur  eines  reell;  dagegen 
führen  durch  jeden  Funkt  w  „innerhalb"  der  Brennflache  (Fig.  XI), 
d.  i.  innerhalb  des  von  der  Brennfläche  begrenzten  Raumteiles  drei 
reelle  gleichbündige  Hyperboloide. 

Alle  drei  fallen  nur  zusammen,  wenn  wir  den  reellen  Punkt  to 
auf  der  reellen  Euspidalkurve  (£  ,  der  Orthogonalpunkts*  und  Grenz- 
punktskurve  des  gleichseitigen  Hyperboloides  F   annehmen. 

Der  absolute  Eugelkreis  ist  ebenfalls  eine  (imaginäre)  Euspidal- 
kurve der  Brennfläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  als  Ort  der 
Spitzentangenten.  Die  Fläche  hat  femer  in  den  Punkten  M,  N  der 
F- Achse  mit  den  Eoordinaten  +  c  =  +  au  =  +  Yd^d^  reelle  Enoten- 
punkte  mit  reellen  Tangentialkegeln  2.  Ordnung  und  genau  entsprechende 
imaginäre  Singularitäten  in  den  imaginären  Punkten  +  e^  der  X-j  und 
i%t  ^er  Z- Achse. 

Die  durch  die  F- Achse  gehenden  reellen  (i,  v  der  Ereise  Äi,  ftn 
über  M,  N  als  Durchmesser  (Fig.  VI)  sind  singulare  Ebenen  der 
Hyd eschen  Fläche  und  analoge  imaginäre  Ebenpaare  gehen  durch  die 
X'  und  Z- Achse;  die  unendlich  ferne  Ebene  durchsetzt  die  Fläche 
unter  Berührung  entlang  der  imaginären  Euspidalkurve^  nämlich  des 
absoluten  Eugelkreises. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Tangentialkegel  in  den  Enotenpunkten  M 
und  N  ergeben  sich  durch  vorübergehende  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes in  einen  solchen  Punkt  und  Berücksichtigung  der  Glieder 
niederster  Dimension^)  aus  der  Gleichung  (29)  als 

(33)  {d,  -  d.Xd.x'  -d,0')^d,d,(f,  +  Yd^y  -  0 

diese  Eegel^  welche  die  Doppelpunktstangenten 


(34)  y  =  ±*y5ZÄ+y^ 

des  in  Fig.  XHa  konstruierten  (und  von  da  nach  Fig.  XI  und  in 
die  früheren  Figuren  übertragenen)  Hauptschnittes  in  der  T  Z- 
Ebene    liefern,    zeigen    uns    auch,    auf   welche   Art    sich    die   (S    der 

1)  Vgl.  Hyde  p.  184  Gleichung  (12). 
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Brennfläche  in  der  Nähe  ihrer  Ereispaargestalt  ß,-  ^^  (der  Fig.  XI 
und  VI)  ändern^  was  deshalb  besonders  interessant  ist^  weil  diese 
Gestalt  der  (S  anter  ihren  unendlich  benachbarten  Formen  auf  der 
Brennfläche  die  einzige  ist,  welche  mit  der  X  F- Ebene  reelle  Punkte, 
lumlich  gerade  die  Knotenpunkte  M  und  N  gemein  hat.  Die  in  der 
unmittelbaren  Nachbarschaft  eines  solchen  Knotenpunktes  gelegenen 
Teile  dieser  S  der  Brennfläche  ändern  sich  nämlich  wie  die  diesen 
Punkten  unendlich  benachbarten  Teile  der  Schnitthyperbel  des  Tangential- 
kegeis  mit  Ebenen,  welche  stets  zur  F- Achse  senkrecht  belassen  und 
hierbei  durch  den  betreffenden  Knoten  verschoben  werden. 

Von  den  Spitzen  aller  ebenen  Schnitte  der  Hydeschen  Fläche 
li^en  4  auf  ^  und  haben  dort  die  durch  die  Spur  von  J^  bestimmte 
Spitzentangente;,  zwei  imaginäre  mit  unendlich  femer  Spitzentangente 
liegen  in  den  Kreispunkten. 

Eine  allgemeine  Eigenschaft  der  ebenen  Schnitte  durch  den  Mittel- 
punkt p  wurde  S.  216  erwähnt.  Insbesondere  die  drei  Hauptschnitte  der 
Fläche  (Fig.  Xlla,  b,  c)  haben  auf  jeder  ihrer  beiden  Symmetrieachsen 
2  Doppelpunkte,  weshalb  ihre  Klasse  nach  der  Plückerschen  Formel 
gemäß  Ordnungszahl  6,  der  Spitzenzahl  6  und  der  Doppelpunktszahl  4 

6.5-24-36  =  4 

wird,  was  mit  der  Klassenzahl  des  der  Fläche  entlang  eines  Haupt- 
Bclmittes  umschriebenen  Cylinders  und  der  Klassenzahl  4  der  Fläche- 
selbst^)  übereinstimmt. 

Da  die  unendlich  ferne  Gerade  in  jeder  Ebene  als  Tangente  in 
zwei  Spitzen  fär  zwei  Tangenten  durch  einen  beliebigen  imendlich 
fernen  Punkt  dieser  Ebene  zählt,  gibt  es  an  jedem  der  drei  Haupt- 
schnitte  im  Endlichen  nur  zwei  Tangenten  von  jeder  beliebigen  Richtung 
in  seiner  Ebene;  die  Konstruktion  zweier  solcher  Tangenten  samt  ihren 
Berührungspunkten  wird  sich  unmittelbar  aus  der  in  der  Folge  von 
uns  angegebenen  kinematischen  Hauptschnittkonstruktion  (Fig.  XIII) 
ableiten  lassen.  Indessen  können  wir  auf  Grund  des  bisher  Entwickelten, 
ohne  Yorgreifen  zu  müssen,  uns  nicht  bloß  die  Hauptschnitte,  sondern 
beliebige,  z.  B.  ebene  Schnitte  der  Hydeschen  Brennfläche  durch  beliebig 
viele  Punkte  samt  deren  Tangenten  konstruieren  als  Einhüllende  der 
Spuren  der  entlang  ^(p)  gelegenen  schmalen  Flächenstreifen  der 
gleichbündigen  Hyperboloide  JF(p);  so  z.  B.  liefern  in  den  Figuren  XH  a, 
b,  c  die  auf  der  Orthogonalpunktskugel  gelegenen  Kreise  vom  Radius  r  (p) 
bez.  jene  vom  Radius  E(p)  auf  der  Spur  von  F{p)  die   Spurpunkte 


1)  Vgl.  z.  B.  Gfr.  S.  101  im  48.  Bd.  Anm.  1. 
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von  S()))  bez.  ^'(p),  also  Punkte  des  HauptschnitteSy  and  die  Hanpir 
schnittstangente  der  H  yd  eschen  Flache  in  jedem  Spurpunkte  von  €())) 
ist  die  Tangente  der  Hyperboloidspur  F(p),  wahrend  die  Tangenten 
in  den  Spurpankten  von  S'(p)  ebenso  durch  die  Spur  des  Hyper- 
boloides F(p')  erhalten  werden  konnten^  welches  (Gleichung  18)  zu 
p'  =  i.  (^  p  -j_  pj  -|-  pjj  _|_  p^  gehört.  Lassen  wir  p  sich  ändern;  so 
erhalten  wir  beliebig  viele  Punkte  des  Schnittes  der  Hydeschen  FMie 
samt  ihren  Tangenten. 

Die  folgende  JdnenMHsche  KonstruJcHon  der  Hauptschnitte  der 
Hydeschen  Brennfläche  beruht  auf  der  von  uns  gefundenen  Parameter- 
darstellung jedes  der  drei  Ebkuptschnitte;  der  zweite  Hauptschnitt  in 
der  Ebene  y  =  0  z.  B.  hat  gemäß  Gleichung  (29),  wenn  wir  die  Haupi- 
halbmesser  der  Hydeschen  Fläche  mit  J^  l^,  l^  bezeichnen^  d.  L 

(35)  \d,^k,    K  =  ^,    H-^ 
setzen^  (wobei  die  Gleichung  (8)  die  Beziehung 

(36)  k  +  h  +  h-0 
als  Folge  nach  sich  zieht)  die  Gleichung: 

ix'+z'-  4j^ky  -(h-  hy(^' + ^'  -  ^hkY 

(37)  -  18(^3  -  l,){x^  +  z'-  4hk)(h^'  -  h^') 

+  27 (kx'  -  k^^y  +  16(1,  -  l,)\l,x'  -  k^^  -  0, 
für  welche  wir  die  Parameterdarstellung 

x  =  (1^  +  y  cos  a  —  (^3  cos*  a  —  Z^  sin'  a)  cos  a  | 


(370 

\sf  =  {li  +  üj)  sin  a  +  (Zj  cos*  a  —  l^  sin*  a)  sin  a 

anzugeben  im  stände  sind.    Davon^  daß  diese  Darstellung  zutrifit>  kann 
man  sich  durch  die  Rechnung^)  überzeugen. 


1)  Ans  37'  stellen  sich  folgende  Funktionen  u  und  v  National  durch  einen 
Parameter  s  dar: 

u  «=  a;»  +  g«  —  4  Z^  ?3  =  (i,  —  Zj)*  —  2(j;  +  Zi)b  cos  2a  +  8\     wobei 

s  as  2^  cos'  a  —  {^  sin  'a  gesetzt  ist. 

(Bezügl.  der  geom.  Bedeutung  von  s  in  der  folgenden  Idnem.  Eonsla:.  veigl. 
Fig.  Xm  und  S.  239:  8  ==  CP) 

2««Ä-ii)  +  Ä  +  ^i)cos2a 

u^(h-hy  +  Hh-'h)s-Ss\  (a) 
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Der  Parameterdarstellung  37'  und  den  analogen  der  anderen  Hanpt- 
sclmitte  stellen  wir  als  geometrische  Dentnng  die  folgende  kinematische 
Eonstraktion  der  Hydeschen  Hanptschnitte  an  die  Seite,  wobei  wir 
(znm  nachherigen  Beweise  der  Übereinstimmung  mit  37^  den  2.  Hanpt- 
schnitt  nur  deshalb  bevorzugen,  um  einen  bestimmten  Fall  (Fig.  XTTT) 
Yor  Augen  zu  haben. 


Ebenso  folgt 


J  =  l,x'-I,««  =  (l,  +  ^)«,  -  2  (l,  +  /,)«(?,  coB»  «  +  Z,  Bin««)  +  «•;    nun    irt 


)  ]  mittun 

l.-l,--ft  +  l,).in»«i 

Ä  cos'«  +  7.  .m'«)  -  ^^  -  1.^— >- = -!^^5^^^j— ii- ;  idBO 

I  »  Ä  +  l.)*»  +  »*-  2*[2 J. «.  +  Ä  -  ».)»]  -  «[«  -  Ä  -  «.)]'•         (b) 
Zur  Elimination  von  s  ans  (a)  und  (b)  haben  wir  etwa  nach  (a) 

[»-Ä-w- Ja-».)'  t  Ja  -  ».)V4A-i.)'-3««  +  |[*Ä  -  o'-  8«] 


dies  in  (b)  gibt 
2 


•  •=  ^Ä  -  ».)[8Ä  -  «.)*  -  8«]  -  ^A  -  I,)[4Ä  -  I.)»  -  Su] 


±  [§j[Hl.  -  J.)*  -  8u]  -  ^(l,  _  J,)«)y4(J,-J.)«-8u 

-  jf,{  MA  -!.)•-  8  . 4» .  8(j;  -  l,yu  +  8  .  4  . 8»(j;  -  J,)'u'  -  27u'}  =  0 

■  Ä"*  -  Ä<^  -  '•>***  +  **  -  ^Ä  -  J.)«"  +  ^Ä  -  '.)•«'  -  0 

4«»  -  4Ä  -  !,)•«»  +  270»  -  86(1,  -  l,)«»  +  32(J.  -  I,)»l>  =  0, 

d.  h.  wir  erhalten  virklich,  indem  wir  fBr  «  imd  e  ihre  obigen  Werte  x*  -{-«*—  7,^ 
nitd  i(f,x*  —  lit*)  einaetsen,  die  Gleichung  (87)  des  2.  Hauptschnittes. 
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^Auf  einer   Strecke   konstanter   Länge   (l^  +  Z,)   denke   man   sich 

drei  Punkte  vermerkt,  nämlich  1.  den  Anfangspunkt,  2.  den  von  ihm 

um  l^  entfernten  Punkt  und  3.  den  Endpunkt;  bezeichnet  man  diese 

drei  Punkte  der  Reihe  nach  mit 

ly  0,111, . .  (Gleitstück  zur  Konstruktion  des  II.  Hauptschnittes  in  Pig.XIII), 

0,1,  //...(       „  „  „  „IIL  „  bei  „       „  ), 

J-1,111,0..\  „  „  „  97        ^  7}  97       n  n    )f 

und  denkt  sich  von  jeder  solchen  Strecke,  dem  „Gleitstück"  des  be- 
treffenden Hauptschnittes,  eine  zu  ihm  senkrechte  und  in  der  Haupt- 
schnittsebene verbleibende  Gerade  t  starr  mitgeführt,  so  umhüllt  t  den 
betreffenden  Hydeschen  Hauptschnitt,  &lls  der  Punkt 

III  des  Gleitstückes  gezwungen  wird,  auf  der  Spur  der  Ebene  jer  =  0 
I  a:  =  0 

-^-'      w  ;;  p  »  ?;        »         ?y  »  >7       y  "^ " 

ZU  gleiten/' 

Mit  anderen  Worten:   „Zur  Eonstiiiktion  des 
IL  Hauptschnittes  gleite  das  zugehörige  Gleitstück  10 III  mit  III  auf  der 

X-,  und  mit  /  auf  der  Z- Achse, 
HI.  Hauptschnittes  gleite  das  zugehörige  Gleitstück  Olli  mit  I  auf  der 

Y-,  und  mit  II  auf  der  X-Achse, 
L  Hauptschnittes  gleite  das  zugehörige  Gleitstück  II III 0  mit  U  auf 

der  Z-,  und  mit  III  auf  der  F- Achse; 

dann  umhüllt  die  senkrecht  zum  Gleitstücke  in  0  befestigte  und  in 
der  betreffenden  Hauptschnittsebene  mitgef&hrte  Gerade  t  den  Hyde- 
schen Hauptschnitt;  oder,  was  dasselbe  ist^  es  nimmt  die  durch  0  zum 
Gleitstücke  senkrecht  angebrachte  Ebene  der  Reihe  nach  alle  Lagen 
der  Tangentialebene  der  Hydeschen  Fläche  in  den  Punkten  dieses 
Hauptschnittes  an:'' 

In  der  Tat,  bezeichnen  wir  in  der  Fig.  XIH  den  Winkel  des 
Gleitstückes  und  der  x-Achse  mit  a  und  denken  uns  zu  einer  beliebigen 
Lage  des  Gleitstückes  IUI  das  Momentanzentrum  C  als  Schnitt  des 
Lotes  durch  III  zur  x-Achse  und  des  Lotes  durch  I  zur  je^-Achse  kon- 
struiert, so  wird  der  Fußpunkt  P  ^  P  {x,  z)  des  von  C  auf  t  gefällten 
Lotes  die  Stelle  angeben,  in  welcher  t  die  von  ihr  umhüllte  Kurve 
berührt;  die  Gleichung  der  letzteren  ergibt  sich  daraus,  daß  in  der 
Figur  Xm 

plli^  (l^  +  Ja) cos «,     IZTC  =  («1  +  ij) sin«, 
also 


CP=^P-^Ö=i5-.J/7Csina  =  Z8-(Zi  +  y8in«««(i3C0B*a-ii8in*«) 
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und  demgemäß 


x^pIII-CPcosa,    0^IIIC+CPBma, 
daher  wirklich 

a:  «=  (Zi  +  Zj)  cos«  —  (Z,  cos'«  —  Zj  sin*«)  cos«,    0  ^(li  +  Z,)  sina 
+  (Zg  cos*«  —  Zj  sin*«)  sin« 

wird^  in  vollster  Übereinstimmung  mit  der  Form  37'  der  Hauptschnitts- 
gleichung 37. 

Eine  andere^  allerdings  nur  f&r  den  ü.  Hauptabschnitt  der  Hyde- 
sehen  Fläche  redle  Konstruktion  ist  noch  hervorzuheben: 

Die  Koordinaten  der  von  uns  mit  3  und  1  zu  bezeichnenden 
Schnittpunkte  der  starr  am  Gleitstücke  IUI  in  0  angebrachten  Ge- 
raden t  (a;cosa  —  0sina  «  Zj  cos*«  —  Zjsin*«)  mit  dem  um  das  Recht- 

eckpIIICI  der  Figur  Xni  beschriebenen  Kreise  (x  cos«  +  0  sin«  =  ,  Ti) 

genügen  der  Gleichung  der  beiden  festen  unter  dem  Winkel  +  cd  =  arc  tgl/r 
gegen  die  X-Achse  gelegten  und  den  H.  Hauptschnitt  in  den  Ent- 
fernungen +  %  =  +  ö  =  iiVd^i  ==  +  2}/^  vom  Anfange  berühren- 
denSpu«n  xH,-e%^0 

der  cyklichen  Ebenen  ft  und  v]  daher  liegen  und  Ueiben  die  auf  t 
sUvrr  gedachten  Punkte  3  und  1  bei  jeder  starren  Elementarbewegung 
des  Gleitstückes  IUI  um  jedes  Momentanzentrum  0  (da  03  stets  zu 
II,  Cl  zu  V  senkrecht  steht)  fortwährend  Punkte  dieser  beiden  Spuren. 
Die  hiemach  konstante  Länge  der  Strecke  31  ist,  wie  man  aus  ihrer 
Speziallage  entweder  in  (i  oder  v  oder  parallel  zu  einer  der  beiden 
Hauptachsen  ersehen  kann^  gleich  %  =^  ^Vhh- 

Dies  führt  zur  interessanten  Konstruktion  des  H.  Hauptschnittes 
als  Envdoppe  einer  Geraden  t,  deren  konstantes  Stück  von  der  Länge 
Cn(=  2/m  «  2  X  Ö3  «  2  X  Öl)  mit  seinen  Endpunkten  (3  und  1) 
auf  den  Spuren  der  Ebenen  /i  und  v  gleitet.  Diese  Spuren  werden  zu 
(vom  Mittelpunkte  p  ausgehenden)  reellen  Doppdtangenten  des  Haupt- 
sdmiües,  welcher  hienach  als  y^chiefe  Astroisf^  bezeichnet  werden  könnte.^) 

1)  Vgl.  Qino  Loria  „Spezielle  ebene  Earven'',  S.  224  Fig.  67a  in  der  1902 
bei  Tenbner,  Leipzig,  erschienen  deutschen  Ausgabe.  Den  Namen  einer  „schiefen 
Astrois'^  auch  auf  den  mit  zwei  reellen  Doppelpunkten  versehenen  I.  Hauptschnitt 
anzuwenden,  dürfte  vieBeidit,  ihn  aber  auch  noch  auf  den  ovalen  und  nicht  mit 
reeUen  Spitzen  versehenen  DI.  Hanptschnitt  mit  seinen  isolierten  Punkten  M 
•and  N  anzuwenden,  dürfte  schwerlich  Anklang  finden,  obgleich  für  diese  Haupt- 
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Besondere  Fälle. 

Von   besonderen  Fällen   sind  nur  zwei  hervorzuheben,  jener  bei 
welchem  d,  =  d^,  und  der  andere,  bei  dem  dj  =  0  wird. 

1. 

Die  cyklischen  Ebenen  fi,  v  werden  Winkelhalbierende  der  durch  die 
y- Achse  gelegten  Eoordinatenebenen  und  stellen  selbst  neue  Symmetrie- 
ebenen  vor  und  zwar  sowohl  für  die  bezüglich  /i  und  v  koncykliischen 
Euryen  S,  als  auch  für  die  Parameterfläche  (^),  die  Waelschischen 
einander  ergänzenden  Achsenkongruenzen  K  (f)  des  Schraubenbündels 
und  deren  Hy  de  sehe  Brennfläche;  letztere  wird  zur 

Stemballfläche  Hydes: 

(x'  +  y'  +  z'-Aky  +  27mx'  +  is^^0,    (Fig.  XIV.) 

Die  Knotenpunkte  M  und  N  sind  in  die  Scheitelpunkte  H^  H^  der 
y- Achse  (0,  If  2^;  ^)  g^i^ckt,  ihre  Tangentialkegel  (Gleichung  33)  fallen 
als  doppelt  zu  zählende  Ebenen  mit  der  beim  betreffenden  Scheitel  Hß 
ohnedies  zu  y  =  0  parallelen  Tangentialebene  zusammen  und  diese  Hyde- 
sche  Fläche  hat  in  diesen  Hß  dreifache  singulare  Punkte  eigener  Art: 
Während  jede  Gerade  durch  einen  solchen  Punkt  hei  demselben 
3  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  haben  die  in  der  zugehörigen 
Tangentialebene  (y  ^  If.  Z,)  liegenden  Strahlen  durch  Hß  4  Punkte  mit 
der  Fläche  gemeinsam,  ja  sogar  zwei  von  diesen  Strahlen  der  Tangential- 
ebene, nämlich  die  in  die  neuen  Symmetrieebenen  fi,  v  {e'^ x  =  0) 
fallenden  Geraden 

/i,  9i  durch  den  Punkt  Jf  (y  =  —  ^,    jer  +  rr  «=  0) 

f%7Vl       V        77  ;,        N(jf=^+k,     z  +  x^O) 

■chnittogestalten  nicht  bloß  die  früher  von  nns  angegebene  stets  reelle  Konstxnk- 
tion,  sondern  auch  jene  der  eben  beschriebenen  analoge  gilt,  nämlich  als  Enve- 
loppe  einer  Gleitstrecke  konstanter  Länge  («i,  bezw.  ejn),  deren  (nicht  reelle) 
Endpunkte  auf  den  Spuren  der  zu  fi  und  v  analogen  (bei  der  Hyd eschen  Fl&cbe 
als  singulär  auftretenden  und  durch  die  X-,  bezw.  iT-Achse  gelegten)  imaginBien 
Ebenenpaare  gleiten.  Die  Bezeichnung  als  ,,Faira8troiden^^  (ParalleLkurren  einer 
regulären  Astrois,  G.  Loria  S.  651)  ist  fOr  alle  drei  HauptschnittsgeBtalten  zu 
empfehlen. 
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haben  sechs  zusammenfallende  Punkte  an  dieser  Stelle  mit  der  Fläche 
gemein^  also  sonst  überhaupt  keinen  weiteren  mehr.  Diese  ausgezeich- 
neten Geraden  f^^  tp^  durch  M  und  f^^  q>^  durch  N  sind  nach  unseren 
Entwicklungen  die  gemeinsamen  Fokalachsen  aller  gleichbündigen 
Hyperboloide  F{ip),  deren  cyklische  Ebenen  ^,  v  sind,  und  wir  können 
den  Hyd eschen  StembaU  definieren  als  Hüllfläche  jener  Hyperbo- 
loide F{tp)y  welche  1.  die  in  zwei  parallelen  Ebenen  liegenden  4  Geraden, 
welche  die  Spuren  eines  zu  beiden  Ebenen  und  untereinander  senk- 
rechten Ebenenpaares  fi,  v  bilden,  zu  gemeinsamen  Fokalachsen  haben 
und  2.  durch  die  Ereispunkte  yon  ft  und  v  hindurchgehen. 

Die  Knoten  H^  sind  in  ihrer  Tangentialebene  {y  ^  ^l^)  isoliert 
und  die  einzigen  reellen  Punkte  der  Schnittkurve  dieser  Tangential- 
ebene mit  der  Flache.  H^  ist  hierbei  vierfacher  Punkt  dieser  Schnitt- 
kurve, wobei  dessen  vier  Tangenten  paarweise  in  den  Spuren  f  und  ip 
von  fi  und  v  zusammenfallen;  sowohl  f  als  g)  sind  Ghrenzlagen  von 
Tangenten  zweier  zusammengerückter  Spitzen;  die  reelle  Kuspidal- 
kurve  ^  des  Hy  de  sehen  Stemballes  besteht  nämlich  aus  den  beiden 
Kreisen  fi  der  Ebenen  ^,  v  über  MN  als  Durchmesser,  wobei  fi  und  v 
den  Ort  der  Spitzentangente  bilden;  denken  wir  uns  also  eine  Ebene 
y  =  const.  der  Lage  der  Tangentialebene  (jf  ^zfl^)  in.  einem  Punkte  H^ 
{M  oder  N)  genaliert,  so  kann  man  sich  deutlich  vorstellen,  wie  in 
ihm  zwei  Spitzen,  nämlich  die  Spurpunkte  eines  der  beiden  Kreise  ß 
(mit  der  Spitzentangente  in  ^,  welche  später  zu  f  wird),  und  ebenso 
zwei  andere  Spitzen,  die  Spurpunkte  des  anderen  Kreises  St  (mit  der 
Spitzentangente  in  t/,  welche  später  zu  tp  wird)  zusammenrücken. 

Der  n.  Hauptschnitt  des  StemhaJles,  infolge  der  Spezialisierung 
2,  »  Zi  darstellbar  durch: 

{ic  =  Zj  cos  a  (3  —  2  cos*  a)  \ 
je?  =  Zi  sin  a  (3  —  2  sin*  a)  J 

(aus  Gleichung  (37^)  laßt  in  dem  gegen  x,  e  um  45^  gedrehten  Koordinaten- 
systeme mit  den  Achsen  |  und  g  in  den  Spurenlagen  von  ^,  v  ent- 
sprechend: ^        i  +  i 

X  ' 


z^ 


1/2 
1/2 

bei  Einführung  des  Winkels  a^4.h^+a 

cos  a  =  -7=  (sin  a  +  cos  «0 
1/2  ^ 

sin  a  «  — =  (sin  a'  —  cos  cT) 

Zdtaohrifl  f.  Mathematik n.  Physik.  49.  Band.  190S.  ».Heft. 
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auch  die  Parameterdarstellong 


zu,  ist  also  die  reguläre  Ästrois 

Diese  Astrois  kann  bekanntlich  auch  als  Einhüllende  einer  Strecke  31 
konstanter  Länge  (±  21^  »  q:  2^)  erzeugt  werden,  deren  Endpunkte  3 
und  1  bezüglich  auf  der  |-  und  £;- Achse  gleiten,  wie  auch  in  der 
Fig.  XV  b  angedeutet  wurde;  a  ist  hierbei  der  yeranderliche  Winkel 
dieser  Strecke  mit  der  |- Achse. 

Der  I.  und  der  diesem  kongruente  IQ.  Ebuptschnitt  der  Hydeschen 
Stemballfläche  (Fig.  XV  a  =  XIV  c,  durch  Spezialisierung  (Z,  =  1^  der 
auf  S.  238  gefundenen  Konstruktion  ermittelt)  ist  ein  zweifach  symme- 
trisches Oval,  dessen  auf  die  y-Achse  fallende  Hauptachse  MN  doppelt 
so  groß  ist  als  die  andere;  dieses  Oyal  ist  besonders  wegen  seines  Ver- 
haltens in  seinen  Hauptscheiteln  Ha^  den  dreifachen  Punkten  M  und 
N  interessant.  In  diesen  Ha  hat  jede  beliebige  durchgel^^te  Gerade 
der  Hauptschnittsebene  drei  runkte  mit  dem  Ovale  gemein  außer  der 
zur  !F- Achse  senkrechten  Tangente,  welcher  vier  solche  Punkte  in  H^ 
zukommen. 

Die  bei  diesen  Ha  auftretende  Singularität^)  stellt  den  Übergang 
her  zwischen  den  Formen  Fig.  XHa  des  I.  Hauptschnittes  und  Fig.  XHc 
des  IQ.  Hauptschnittes  der  Hydeschen  Brennfläche  vom  allgemeinen 
Typus  Fig.  XI;  in  den  H^  der  Fig.  XlVac  sind  zwei  Spitzen  und  ein 
Doppelpunkt  auf  jene  eigentümliche  Weise  zusammengerückt,  welche 
wir  dort  skizziert  haben;  denkt  man  sich  dieses  EbuptschnittoYal  des 
Hydeschen  Stemballes  durch  einen  wandernden  Punkt  erzeugt,  so  darf 
man  die  Vorstellung  annehmen,  daß  derselbe  bei  jedem  der  HAupt- 
scheitel  H^  erst  weiter  wandere,  nachdem  er  ein  unendlich  kleines 
Stück  zurückgekehrt  war. 

Denkt  man  sich  die  obigen  Hauptschnitte  als  Leitlinien  von  (be- 
züglich ft  und  v)  koncyklischen  Euryen  <£,  so  geben  diese  auf  der 
Fläche  stetig  in  einander  übergehenden  Euryen  ein  plastisches  Bild 
des  H  y  d  e  sehen  Stemballes  mit  seinem  reellen  Ereispaare  St  als 
Euspidalkurre. 

1)  Ygl.  in  Salmon- Fiedlers  Baumgeometrie  n  (1880)  die  bei  /?  in 
Artikel  602  beschriebenen  und  anch  in  Artikel  61 S  erw&hnten  besonderen 
SingularilAten. 
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Alle  Stemballflädien  sind  einander  Slmlich.  Dasselbe  gilt  auch 
Ton  den  Hy  de  sehen  Rotationsflächen^  auf  welche  wir  nunmehr  stoßen 
werden,  wenn  wir  den  Sonderfall  dj  =  0  untersuchen,  welcher  sich  vom 
Falle  d^  »0  nur  durch  die  vertauschte  Bezeichnung  der  Z-  und  Z- Achse 
unterscheidet 

2. 

In  diesem  Falle  treten  die  cyklischen  Ebenen  /i,  i/  in  ^r »  0  zusammen, 
die  koncyklischen  Kurven  S  werden  Ereispaare  um  die  Z- Achse  und 
alle  gleichbündigen  einschaligen  Hjperbolpide  i^()))  Drehungsflächen 
un  die  Z- Achse,  wobei  jeder  Drehungskegel  um  die  Z- Achse  einmal 
für  ein  bestimmtes  ■F()))  als  Leitkegel  auftritt;  die  einander  ergänzenden 

Kongruenzen  ^\p\  Waelschs  kann  man  durch  Drehung  der  Er- 
zeugenden des  Plückerschen  Cylindroides^): 

(a;'  +  jer«)yq:2iia?if-0 

(des  Achsenortes  eines  im  Bündel  Jß^^  enthaltenen  Schraubenbüschels  22^) 
um  die  Z- Achse,  eine  seiner  beiden  sich  im  Hauptpunkte  p  senkrecht 
schneidenden  Kanten  gewinnen. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  daB  die  unter  einem  größeren  Winkel 
als  45^  gegen  die  o^y-Ebene  geneigten  Gylindroidkanten  jene  gleich- 
bündigen Hyperboloide  beschreiben,  welche  die  sich  ei^ebende  Brenn- 
fläche, die  Hydesche  Drehungsflädie:   (Fig.  XV) 

(ans  Gleichxmg  (29),  d^  » 22^)  in  imaginären  Kreispaaren  berühren. 
Dies  kann  man  unseren  obigen  Ausführungen  aus  der  für  c^  =  0 
spezialisierten  Figur  HI  entnehmen,  da  das  Intervall  für  p,  falls  die 
Berührung  entlang  reeller  (zur  rE;y-Ebene  symmetrischen  Kreise)  (E(p)  statt- 
finden soll,  wegen  p^  »  )>ii: 

9i<p<HPi  +  hi^ 

(vgl.  S.  223)  wird.  Für  Parameter  p  >  |  (j)i  +  pm)  Weibt  in  der  be- 
sonderen gemäB  pj  =»  pj^^  sich  ergebenden  Figur  IH  die  zu  dem  (dort 
mit  JTu  zusammenfallenden)  Kreise  Kj  gehörige  Ordinate  kleiner  als 


1)  Vgl.  Ball  oder  Zindler,  auch  Gr.  im  48.  Bd.   dieser  Zeitschrift,  S.  72. 
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die  zur  Ellipse  E(r)  gehörige^  d.  li.  es  bleibt  der  Radius  r(p)  dei 
OrÜiogonalpunktskugel^  welche  di^^p)  auf  F{p)  aussclmeidet,  kleiner  a| 
die  reelle  Halbachse  des  zugehörigen  gleichbündigen  Hyperboloides  F(p 

Für  p  =»  |(Pi  +  Pui)  erhalt  man  als  Grenzlage  jenes  gleichbündij 
Hyperboloid  mit  einer  gleichseitigen  Hyperbel  als  Meridiansehnit 
welches  von  den  Zwickpunktskanten  des  obigen  Gylindroides  beschiiebe 
wird  und  die  Hy  de  sehe  Brennfläche  entlang  ihres  in  (0  «  0)  gelegene 
Äquatorialkreises  (x^  +  y«  =  ZJ)  so  innig  berührt,  daß  beide  Flache 
dort  yier  benachbarte  Kreise  gemein  haben. 

Jede  gegen  die  xy-'Ehene  unter  einem  kleineren  Winkel  als  dei    ^    . 
(zu  den  Zwickpunktskanten  gehörigen)  Winkel  45^  geneigte  Kante    K^i>^\ 
des  obigen  Gylindroides  berührt  dagegen  die  Hydesche  Brennfläche  i  ^v^, 
zwei  reellen  Punkten,  welche  bei  der  Rotation  von  g  um  die  Z-Achi  /^.  •  1 
auf  einem  Kreispaare  6  (p)  wandern  und  durchdringt  diese  Brenn- 
Gfrenzfläche  außerdem  noch  in  zwei  Punkten,  welche  bei  der  Drehuis 
das  Kreispaar  &'{p)   der  Brennfläche  beschreiben,   welches   den  Res 
schnitt   des   durch  Drehung   yon  g   erzeugten   gleichbündigen   Hypei 
boloides  F{p)  mit  der  Brennfläche  bildet. 

Während  für  die  gleichbündigen  Rotationshyperboloide  F(p) 
die  ;er-Achse,  deren  Erzeugende  mit  der  letzteren  Winkel  einschlie&ei 
welche  kleiner  sind  als  45^,   das   Berührungskreispaar  S(f))  imagiu 
wird,  bleibt  der  Restschnitt  jedes  reellen  Hyperboloides  F{p)  mit  di 
Brennfläche,  das  Kreispaar  S(p)  immer  reell. 

Die  reellen  Knotenpunkte  M  und  N  der  Hydeschen  Fläche,  d 
Zentra  der  hier  zusammenfallenden  reellen  Basisbüschel,  sind  im  Ai 
fange  p  zusammengetreten,  und  die  Hydesche  Drehungsfläche  hat  i 
diesem  ihren  Mittelpunkte  einen  Berührungsknoten  (Selbstberührung 
punkt,  close-point)  mit  der  doppelt  zu  zählenden  2;y-Ebene  als  Tai 
gentialebene;  außerdem  sind  die  imagiimren  Knotenpunkte  auf  d4 
jßr- Achse  (±  2liY—  1)  bemerkenswert. 

Die  reelle  Ktispidalhu/rve  unserer  Hydeschen  Flache,  das  Ereil 
paar  S^,  ist  der  Schnitt  des  gleichseitigen  Rotationshyperboloides 

F,  a;«  +  y»-2£f»  =  |ZJ 

mit  seiner  Orthogonalpunkts-  und  Gfrenzpunktskugel 

x^  +  y^  +  i^'-Q'-m, 

hat  also  die  Gleichungen 

X    -ry    —  99     ^  27*1 


|^"  +  y"=     fP"  =  2?^J       I 
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Die  Drehungskegel,  welche  dem  gleichseitigen  Hyperboloide  F 
und  der  Hydeschen  Brennfläche  entlang  ihrer  Euspidalkurve,  des 
Kreispaares  @  angelegt  sind,  haben  die  Schnittpunkte  (q:  q)  der 
Z- Achse  mit  der  obigen  Engel  des  Spitzenkreispaares  @.  zu 
Scheiteln. 

Die  Meridiankurve  (Figur  XV) 

ix^  +  e^^-l\  {x^  +  ey  -  18iJ  (rc«  +  e")  f?  +  27  if^?*  +  V6l\z^  =  0 

läßt  gemäß  der  Gleichung  (37)  die  Parameterdarstellung: 

ijcosa  (1  +  sin*a)] 


{X^\i 
U   =  ?!  I 


und  jene  hiermit  verbundene  kinematische  Konstruktion  zu,  die  (als 
besonderer  Fall  in  der  S.  238  beschriebenen  enthalten  ist  und  welche) 
wir  sogleich  als  Konstruktion  der  Hydeschen  Drehungsfläche  be- 
schreiben: 

^an  lasse  eine  Strecke  Ol  konstanter  Länge  2^  sich  mit  ihrem 
einen  Endpunkte  0  beliebig  in  der  o^y- Ebene,  df^egen  mit  dem 
anderen  Endpunkte  I  nur  beliebig  auf  der  xr- Achse  bewegen,  wobei 
sie  stets  eine  in  0  angebrachte  zu  ihr  senkrecht  bleibende  Ebene  Z 
starr  mitfOhre,  dann  umhüllt  die  Ebene  i  die  Hydesche  Rotations- 
fläche." 

In  der  Meridianschnittflgur  XY  ist  gezeigt,  wie  mit  Hilfe  des 
Momentanzentrums  G  für  eine  Bewegung  des  Gleitstückes  07  in  der 
Meridianebene  zu  jeder  Tangentialebene  t  der  Berührungspunkt  P  zu 
finden  ist 

Wird  dw  Winkel  a  des  Gleitstückes  mit  der  a;y-Ebene  so  gewählt, 
daß  cos'  ff  =  f  wird,  so  fallt  P  auf  einen  der  beiden  (die  Kuspidalkurve 
bildenden)  Kreise  (£^. 
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Znr  Theorie  der  kleinen  endlichen  Schwingungen  yon 
Systemen  mit  einem  Freiheitsgrad. 

Von  J.  HoRN  in  Clausthal. 
(Zweiter  Aufsatz.) 

In  dem  Aufsätze^  welcher  unter  gleichem  Titel  im  47.  Bd.  dieser 
Zeitschrift^  S.  400—428^  erschienen  ist^  habe  ich  kleine  Schwingungen 
Yon  Systemen  mit  einem  Freiheitsgrade  unter  der  Einwirkung  Ton 
EriLften  untersucht,  welche  von  den  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten 
abhängen,  aber  nicht  als  lineare  Funktionen  betrachtet  werden.  Ins- 
besondere handelte  es  sich  im  ersten  Abschnitt  des  erwähnten  Aufsatzes^) 
um  die  periodischen  Schwingungen,  welche  durch  Kräfte  yeranlaBt 
werden,  die  lediglich  von  den  Koordinaten  abhängen. 

Die  Untersuchungen  dieses  ersten  Abschnittes  sollen  in  der  gegen- 
wärtigen Arbeit  eingehender  durchgeführt  werden.  Es  handelt  sich 
teils  um  die  Herleitung  weiterer  Formeln,  namentlich  solcher,  die  zur 
unmittelbaren  Anwendung  geeignet  sind,  teils  um  die  Berechnung 
weiterer  Glieder  in  den  früher  aufgestellten  Reihen,  teils  um  eine 
andere  Methode  zur  Behandlung  des  Gegenstandes. 

Die  Veranlassung  zur  Wiederaufoahme  dieser  Untersuchungen 
boten  Arbeiten  von  F.  Richarz,  P.  Schulze  und  F.  A.  Schulze*), 
welche  einige  hierher  gehörige  Formeln  mathematisch  abgeleitet,  auf 
physikalische  Vorgänge  (Schwingungen  des  Unifilarmi^etometers  und 
der  magnetischen  Wage)  angewandt  und  experimentell  geprüft  haben.*) 

§1. 

Die  in  I,  §§  1 — 4  gegebnen  Beätenentwickdungen  scUen  mit  einer 
größeren  AneaM  atisgerechneter  Glieder  (mgeschrid>en  werden^  ohne  daB 
auf  die  Herleitung  noch  einmal  eingegangen  wird.    Zur  Herleitung  der 

1)  Hinweise  auf  den  früheren  Aufsatz  werden  im  folgenden  durch  I  unter 
Hinzufägong  des  §  gegeben. 

2)  F.  Richarz  und  P.  Schulze,  asymmetrische  Schwing^gen  um  eine 
Lage  stabilen  Gleichgewichts  (Archives  n^erlandaises,  Serie  2,  Bd.  6,  1901; 
Annalen  der  Physik,  4.  Folge,  Bd.  8,  1902).  -  P.  Schulze,  Inauguraldissertation 
mit  demselben  Titel,  Greifswald  1901.  —  P.  Schulze,  über  das  ünifilannagneto- 
meter  (Ann,  d.  Phys.  Bd.  8,  1902).  —  F.  A.  Schulze,  die  Schwingungsdauer  und 
Dämpfung  asymmetrischer  Schwingungen  (Ann.  d.  Phys.  Bd.  9,  1902). 

3)  Vgl.  §  6  des  Torliegenden  Aufsatzes. 
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Formeln  kann  auch  die  in  §  4  und  §  5  des  gegenwärtigen  Aufsatzes 
angegebene  Methode  benutzt  werden. 

Die  Lage  eines  Systems  mit  von  der  Zeit  t  unabhängigen  Ver- 
bindungen sei  durch  eine  einzige  Koordinate  x  bestimmt.  Durch 
passende  Wahl  von  x  und  der  Einheit  der  Zeit  t^)  sei  die  lebendige 
Kraft  auf  die  Form  ,.  , « 

die  von  den  Kräften  bei  der  Yerrückung  dx  geleistete  Arbeit  auf  die 
Form  Qdx  ^  •  . 

gebracht;  und  zwar  sei  Q  eine  ganze  Funktion  von  x  oder  eine  Potenz- 
reihe^  welche  für  hinreichend  kleine  Werte  von  \x\  konvergiert.  Dann 
lautet  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  (vgl.  I,  §  1): 

j^  +  a?  =  a^x'  +  a^x^  +  •  •  • . 

Die   Geschwindigkeit    -jr   verschwindet   in   den   beiden  äußersten 

Lagen  x^  c  und  x^c,  zwischen  welchen  sich  das  System  hin  und 
her  bew^;  nimmt  man  c  als  gegeben  an,  so  ist 

/In* 

Die  Geschwindigkeit  -^  ist  in  der  Gleichgewichtslage  a? « 0  gleich 
±  c'  und  zwar  ist 

Die  Dauer  o  einer  einfachen  Schwingung  (die  halbe  Periode  der  Be- 
wegung) wird  dargestellt  durch 

J  -  1  +  (^«;  +  f  «.)c'  -  (hat  +  ia,«,)c« 
+  (^«i  +  -f>l<h  +  ^a?  +  l«,«4  +  ^«s)«*  +  •  •  •• 
Der  Übergang  aus  der  Lage  o;  »  c  in  die  Lage  x^O  erfordert  die  Zeit^ 

der  tfbergang  aus  der  Lage  a;  =  0  in  die  Lage  a?  =  c  die  Zeit 

®» =•  I  -  l«3c  +  |«|c*  -  (ii«l  +  i(h<h  +  >d<^ . 

1)  Vgl.  I,  §  1.  —  In  §  6  und  §  7  wird  von  diesen  Transformationen  ab- 
gesehen. 

8)  Vgl.  die  JSerleitong  in  §  4. 
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Die  Reihen  fui  c,  c'  und  a,  o)^,  cd,  sind  ffir  hinreichend  kleine  Werte 
von  \c\  konvergent. 

Die  Koordinate  x  und  die  Geschwindigkeit  -jr  znr  Zeit  t^)  lassen 
sich  in  Potenzreihen  von  c  entwickeln^  welche  Funktionen  yon 

m 

mit  der  Periode  2^  zu  Koeffizienten  haben;  diese  Reihen  sind  bei  be- 
liebigen u  konvergent^  wenn  \c\  hinreichend  klein  ist     Sie  lauten 

^1  =  cos  u, 

if^  =  \a^  —  yOj  cos  u  —  jOj  cos  2u, 

V'a  ==  -  iaj  +  (m^l  +  ^(h)  cos  u  +  ^a|  cos2u  +  (^af  -  ^a3)cos3ti^ 

*4  =  (!i«J  +  §0,0,  +  faj  -  (i|iaj  +  ^a,a,  +  iaj  cos  w 

-  (I«J  +  iö,a,  +  |aj  cos  2u  -  (^aj  -  ^o^)  cos  3tt 

-(:öiöl-§i«iO»  +  il5«4)cos4tt    usw. 
und 

S  -  czx(»)  +  c»z.(«)  +  c»Ä(t*)  +  ^ui»)  +  •••; 

Xi Bin«, 

X,  =■  ja,  sin  tt  +  ioj  sin  2«, 

Xt  -  (to«J  +  Vi<h)  Bin  tt  -  |a|  sin  2»  +  (^o,  -  ^0«)  sin  3«, 

Zi (^»1  +  Ä«^«»  -  6Ö4)  sin  tt  +  (sjOj  +  JfojOs  +  iaj  sin  2tt 

+  (i«»  -  M«>«8)  sin  3«  +  (^o|  -  iojO,  +  ioj  sin  4«    usw. 

dx 
Durch  Umstellung  der  Glieder  in  den  Reihen  ffir  x  und  ^i  erhalt 

man  trigonometrische  Reihen  von  u,  deren  Koeffizienten  Potenzreihen 
von  c  sind.    Es  ist 

a?  =  -4^  +  A  cos  tt  +  -4,  cos  2w  +  -4,  cos  3w  +  -il^  cos  4u  H *); 


1)  Fflr  t^O  sei  ««c,  -57  «=0. 

2)  Die  hier  mit  J^  bezeichnete  Qröße  war  in  I,  §  4  mit  ~  Ä^  bezeichnet 
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und 

dx 

^  —  ^1  sin  w  4:  -Bi  sin  2w  +  jBj  sin  3u  +  ^4  sin  4t*  +  •  •  • ; 

^4  =  (iSs^S  -  k^^  +  ^»4)^  +  •  •  •     «sw. 

§2. 

Im  AnscUuB  an  §  1  und  I,  §§  1 — 4  bestimmen  wir  die  Zeit  t, 
wdche  das  System  braudU,  um  aus  der  äußersten  Lage  c  in  die  Lage 
X  m  gelangen. 

Wir  entwickeln 

X  =-  cit^(u)  +  c^it^(u)  +  c«^j(u)  +  •  •  •, 
indem  wir 

c*  cos  2u  =  2  (c  cos  uy  —  c*,  c*  cos  3w  =  4  (c  cos  u)'  —  3c*  (c  cos  u),  •  •  • 

setzen,  in  eine  Potenzreihe  von  c  ^os  Uy  deren  Koeffizienten  Potenz- 
reihen  Ton  c  sind^): 

+  ccosti.[l-ia,c  +  (äa|  +  |a,)c»  +  ...] 

+  (c  cos  w)«.[-ia,  +  |aJc  +  ..0  +  (ccosu)».[iX~ia3  +  . ..]  +  •••; 

hierans  ergibt  sich  c  cos  u  als  Potenzreihe  Ton  x  und  c^  welche  konvergiert^ 
wemi  die  absoluten  Betrage  dieser  Ghrößen  hinreichend  klein  sind: 

c  cos  w  =  Ä  +  \a^x^  +  \a^xc  —  |a,c*  +  (^»|  +  ^(h)^ 
+  ^alx^c  -  (i|a|  +  \a,)x(^  +  |a|c«  +  •  •  •. 

Einer  beliebig  gegebenen  Lage  x  zwischen  c  und  c  entspricht  eia 
bestimmter  Wert  von  cos  u,  zu  welchem  ein  Wert  u  =  w^  zwischen  0 
und  X  und  ein  Wert  w  =  tij  —  2ä  —  Mj  zwischen  x  und  2x  gehört. 

Die  Lage  x  wird  zum  ersten  mal  zur  Zeit  ^|  »  -t«^  <  cd,  zum  zweiten 


1)  Die  Reihe  fOr  x^  deren  Glieder  c"t^  (u)  als  ganze  rationale  Funktionen 
von  e  und  «»ccosu  dargestellt  werden,  ist  fOr  |c|^t,  |i^|^t  (t  positiv,  hin- 
reichend klein)  nnbedingt  und  gleichmäßig  konyergent,  sie  läßt  sich  also  als 
Potenzeihe  von  c  und  z  darstellen,  welche  für  |c|^r^  1^1^^  konvergiert. 


Digitized  by 


Google 


250  Zur  Theorie  der  kleinen  endlichen  Schwingungen  eic. 

mal  zur  Zeit  ^  «  -u^  =  2oi  —  i^  >  <d  erreicht^  und  zwar  mit  entgegen- 
gesetzt gleichen  Werten  der  Geschwindigkeit  x\  Ist  z.  B.  c  >  0^  so 
ist  a;'  <  0  för  «  -  ^,  »'  >  0  für  ^  -  ^. 

Eine  Formel  für  e  sin  u  erhält  man  auf  folgende  Weise.  In  der 
Reihe 

«'  -  ni{^)  +  <^Zf(^)  +  ^& W  +  •  •  • 
setzen  wir 

(^  sin  2u  =  c  sin  u  •  2c  cos  u 

=-  c  sin  tt  •  (2x  +  jo^^  +  j<h^c  —  jo^c*  H ), 

c"  sin  3u  »>  3c*  •  (c  sin  m)  —  4(c  sin  u)'    usw.; 

wir  erhalten  f&r  x'  eine  nach  ungeraden  Potenzen  von  c  sin  u  fort- 
schreitende Reihe,  deren  Koeffizienten  Potenzreihen  von  x  und  e  sind: 

—  a?'  =-  c  sin  tt  •  [1  —  fo^a? — \a^c — |a|a;*  +  |a|a?c  +  (^»1  —  f ^)^  H ] 

+  (csinw)».[|a3-|a|  +  . ..]  +  .... 

Beachtet  man^  daB 

a;'«  «  c*  -  aj«  +  |ö|(a?'  -  c^  +  •  •  • 

ist  (§  4  oder  I,  §  1),  so  ei^bt  sich  f&r  c  sin  tf  das  Produkt  ans  x' 
und  einer  Potenzreihe  von  x  und  c,  welche  konvei^ert^  wenn  \x\  und 
|c|  hinreichend  klein  sind: 

csintt=-a;'[l+|a,a:+ia,c+(f,a|+|a,)a;«+|a|a;c+(ia,-ia|)c«+..a 

Da  durch  ein  Paar  zusammengehöriger  Werte  x,  x'  die  äußersten 
Lagen  c  und  ?  bestimmt  sind,  so  läßt  sich  die  zum  Übergang  aus  einer 
der  Lagen  c,  e  in  die  Lage  x  erforderliche  Zeit,  sowie  die  halbe  Periode  a 
durch  X,  x'  ausdrücken. 

Die  durch  die  Bedingungen  a:  =  c,  ^  —  Oför  ^=-0  bestimmte 
Lösung  X  unserer  DifPerentialgleichung  nimmt  f&r  ^  »  oi  den  Wert  c 
aU;  während  -jr  wieder  gleich  Null  wird.  Setzt  man  t^o  +  t,  so 
wird  die  Differentialgleichung: 

-^  +  x^a^x^  +  a^a^  +  "', 

und  die  betrachtete  Lösung  erfOllt  die  Bedingungen  x^d,  ^  »  0  fBr 
t »  0.    Demnach  bleibt  sowohl  der  Ausdruck  f&r  o;  als  auch  derjenige 
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dx 

f&r  jT  ung^Lndert^  wenn  man  e  durch  E  und  f  durch  t^t  —  m  oder 

u=^  —  t  durch  u  —  x  ersetzt. 

Es  ist  also 
c  cos  (f*  —  «)  =  —  c  cos  tt  «  o;  +  ^(h^  +  j(h^e  — lo^c*  +  (^a|  +  f  a,)  a;» 

+  |a|a;»c  -  (Ua|  +  ^a,)  xe^  +  fajc»  +  •  •  •; 
addiert  man  hierza  den  Ausdruck  für  ccosti^  so  erhalt  man 

-^  cosw  -  a;  +  ia^a?*  +  yOja?  \—^ j<h  '      g 

Die  Addition  des  Ausdrucks  fQr  csinu  zu 
C8in(tt  —  ä)  =  —  csinu 

ergibt 

Ist  ±  ^  der  Wert  der  GFeschwindigkeit  x'  in  der  Gleichgewichts- 
lage «  —  0,  so  ist  nach  I,  §  1 : 

c'«-  «'«  +  «*  - 1«»«»  -  |»,a^ , 

also: 

c-^-|-5<J',    ff-^-Bc', 

wobei  gesetzt  ist: 

Setzt  man  JB^c'*  —  jB,  also 

so  hat  man 

c^ä  +  YB,    c^ä-YB 
oder 
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Nach  der  letzten  Formel  ist  der  positive  oder  der  negative  Wert  Ton 
YB  zu  nehmen,  je  nachdem  der  Wert  c,  welchen  a?  für  ^  =  0  annimmt, 
positiv  oder  negativ  ist.     Beachtet  man  noch  die  Gleichungen 

u.  s.  w.,  so  erhält  man 

yScoB«-«-ia,a;«-|a,ar»-(Aa|  +  ia,)«»-^aJ  +  i«,)xa^«+- 

und 

Die  in 

enthaltene  halbe  Periode  a  laßt  sich  als  Potenzreihe  von  Xy  3if  dar- 
stellen. Da  (D  ungeändert  bleibt,  wenn  man  c  in  ö  verwandelt,  so 
hat  man: 

WO  die  weggelassenen  Glieder  mindestens  vom  vierten  Gfrad  in  Xj  x 
sind.    Es  ist  also 

§3. 

ihmgen  j. 
trete  jetgt  die  Bedingung 


An  die  Stdle  der  bisherigen  Anfangsbedingung  <  =  0,  ic«c,  ^^  =  0 


A       A  dx  , 

^  «  ü,     x^x^y    ^  =  X^y 

wo   x^j  Xq   Größen   von   hinreichend   kleinem   absoluten  Betrage  sind, 
während  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  ungeändert  bleibt 

Die  am  Ende  von  §  2  aufgestellten  Formeln  lassen  sich  hier  an- 
wenden, wenn  man  das  Paar  zusammengehöriger  Werte  x,  x  durch  die 
jetzigen  Anfangswerte  x^y  Xq  ersetzt  Die  Dauer  o  einer  einfachen 
Schwingung  ergibt  sich  aus: 


Digitized  by 


Google 


Von  j.  Homr.  253 

Die  äußersten  Lagen  c  und  c  berechnen  sich  ans 

c^ä  +  YB,    c  =  Ä-YBy 
wo 

B  -  X?  +  a^  -  |a,a5»  -  ia,a^  +  (|a|  +  io,)  (a?  +  rr?)»  +  •  ■ . 

ist.  Je  nachdem  man  den  positiven  oder  den  negativen  Wert  von  ]/B 
nimmt,  ist  c>  0  der  größte  oder  c  <  0  der  kleinste  Wert  von  x. 

In  §  2  Würde  die  Zeit  t  berechnet,  welche  das  System  braucht, 
mn  aus  der  Lage  c  in  die  Li^e  x  mit  der  Geschwindigkeit  x'  zu  ge- 
langen. Eben  so  groß  ist  die  Zeit,  in  welcher  das  von  der  Li^e  x 
mit  der  Geschwindigkeit  —  x'  ausgehende  System  in  die  Lage  c  kommt. 
Um  die  Zeit  t^  zu  berechnen,  welche  der  Übergang  des  jetzt  betrachteten 
Systems  aus  der  Anfangslage  Xq  (Anfangsgeschwindigkeit  Xq)  in  die 
äußerste  Lage  c  erfordert,  hat  man  in  den  Formeln  fär  y^cosu  und 
YEsinu  in  §  2  ^  durch  t^^  x  durch  Xq  und  —  sif  durch  Xq  zu  ersetzen. 
Man  erhalt  so 

yS .  cos  J  <o  -=  ^0  -  j(h^o  -  l«3^0 

-  ih^l  +  T«s)^-  GM  +  iö^3)^o^?  +  •  •  • 
und 

l/Ä.sinJ^o  =  ^o[l+f«.^o  +  (Jl«J+|a5)^o  +  (ä«l  +  i«5)^?+--^ 

Gelangt  das  System  nach  Ablauf  der  Zeit  Iq  zum  ersten  mal  in  eine 
äußerste  Lage,  die  wir  e  nennen,  so  muß  tQ<a  sein;  das  Vorzeichen 
von  e  und  damit  auch  dasjenige  von  YR  stimmt  mit  dem  Vorzeichen 
von  Xq  überein. 

Lidern  man  jetzt  von  der  Bedingung 

^  =  ^v  ^  =  ^^    ^  =  0 
ausgeht,  sieht  man,  daß  die  Formeln  in  §  1  tflr  x  und  -jr  hier  gültig 
sind,  wenn  t  durch  t  —  tQ  ersetzt,  also  u=^—  (t—t^  gesetzt  wird. 

Wir  leiten  indessen  den  Ausdruck  fOr  rr  als  Funktion  von  t  direkt 
aus  der  Differentialgleichung  her.     Setzt  man 

w  =  -  *, 


Bo  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

.«» + •  •  •, 

,  Google 


^.^  +  a:  =  «,a;«  +  a..»  +  . 
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worin 

iet;  die  Anfangsbedingangen  sind 

«,  =  0,    x  =  x^,    IS '"i^  ^0-^0 +(»"*« +8^«)  (^  +  ^o)^o  +  -- 

Demnacli  erscheint  x  als  Potenzreihe  von  x^^  x^,  welche  konTergiert, 
wenn  die  absoluten  Betrage  dieser  Großen  hinreichend  klein  sini 
Wennwir  x~  X,  + X,  + X,  +  ■  ■  • 

setzen^  wo  X^  eine  ganze  Funktion  nten  Grades  yon  x^^,  x^  darstellt, 
so  haben  wir  nacheinander  die  Differentialgleichungen 


+  X,-a,Jl 

ibedinf 

Snnj 

^en 

X,^ 

«0, 

dX, 

dw 

-«0» 

x,= 

0, 

dX, 

dv 

-0 

u.  s.  w.  für  u;  »  0  ZU  integrieren.    Es  ergibt  sich 
Xj  ^x^cosw  +  a;^j8inw, 

-Xa  =-  i«^  (4  +  ^o)  -  8«,  {xl  +  2a;?) cos w  +  la^x^xl^srnw 
—  |c4  (a^  —  xjf)  cos  2ic  —  ^a^x^x^  sin  2w 

u.  s.  w.    Als  periodische  Funktion  to  mit  der  Periode  2x  laßt  sich  x 
in  eine  Fouriersche  Reihe  entwickeln 

X   =  -4^  +  ^  cos  M?  +  -4j  cos  2m;  -i 1-  jB^  sin  ii?  +  JB^  sin  2fi^  H ; 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Bewegung  unseres  Systems  unter  der 
Vora/ussebsung^  daß  es  ewr  Zeit  ^ » 0  die  Gleichgewichtslage  x^O  mä 

der  Geschunndigkeit  -ji^c'  verläßt    Wir  haben  in  den  Formeb  des 

gegenwärtigen  Paragraphen  x^  ^0,  Xq=^  c'  zu  setzen;  wir  können  aber 
auch  an  §  1  und  I^  §  IfiF.  anknüpfen. 
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Das  System  erreiclit  nach  Ablauf  der  Zeit  o^  die  Lage  x^  c  oder 
nach  Ablauf'  der  Zeit  o)^  die  Lage  x  ^^c^je  nachdem  es  die  Lage  x »  0 
mit  der  Geschwindigkeit  c'  oder  mit  der  Geschwindigkeit  —  (f  verläßt. 
Demnach  geht  e  in  c  und  co^  in  o,  über^  wenn  man  c'  in  ^c  ver- 
wandelt; (D  »  01^  +  A>s  bleibt  also  bei  der  Zeichenandenmg  von  (f  un- 

geandert.    Setsrt  man  »i  —  -5-  —  fdOf  ^^  ^^  ®j  ""  "i"  ""/*("" ^')>  ^®  Addi- 
tion der  beiden  Gleichungen  ergibt  f(<f)  +  /*(—  c')  =-  0,  d.  h.  /"(c^)  ist 
eine  ungerade  Funktion  von  (f. 
Nach  I,  §  1  ist 

die  in  §  1  aufgestellten  Ausdrucke  fftr  a,  (o^,  m^  gehen  hiemach  über  in 

Ol  -  I  +  i«,c'  +  C-t<^'  +  ?«.a5  +  ^«*)c"  +  •  •  •, 
o,  -  I  -  i«,c' -  (ü«!  +  I«,«,  +  ^«4)«"  -  •  •  •• 
Setzt  man 

09      ' 

SO  hat  man 

X  «  (friiiw)  +  (f^%{w)  +  c'^%{w)  +  "'] 

1J1  =«  sin«?, 

Vi  ^  i^  ~  fo^cosw  +  ja^oos2Wf 

%  =  (u4«i  +  M^)  sui  w'  +  l»!  81^  2«;  +  (ioj  —  ^a|)  sin  Sic 

Q.  8.  w.;  97,  ist  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion  von  w  mit  der 
Periode  2x,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Wenn  man  in  der  Reihe  fflr  o;  in  §  1  (>  durch  c'  ausdrückt  und 

setzt^  so  erhalt  man 

X  -ifl^  («)  +  €% («)  +  <f%  («)  +  .. .; 
5, -cos«, 

U  -  (i«<^  +  M«8)<»»»  +  (««t  —  sia8)co8  3»    a.  b.  w. 

Digitized  by  VjOOQIC 


256  Zur  lliaozie  der  Uetnen  endüdMo  SdiwiDgimgai  ete. 

oder 

IL  B.  w.  Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  enÜiilt  |,  nur  die 
Eoflinns  der  geraden  oder  nnr  der  ungeraden  Vielfcdien  Ton  «.  Denn 
das  System,  welches  znr  Zeit  ^ » 0  Yon  der  Lage  x » 0  mit  der 
Geschwindigkeit  z^ »  c  ausgeht,  befindet  sich  zur  Zeit  <  =  o^  in  der 
Lage  x  »  c,  zur  2^it  t  =»  2(0^  in  der  Lage  x  =  0  mit  der  Geschwindig- 
keit X  ^  —  c'.  Setzt  man  i  =»  2m^  +  ^^  so  ändert  sich  die  Form  der 
Differentialgleichung   nicht,    die    Anfimgsbedingnngen    werden    ^  =»  0, 

X  =  0,  ,  r  =  —  c ;  wenn  man 

setzt,  ist 

«=»1 
wegen 

•*!  =  ^  (^-  2©!  -  Oj)  -  ^  (/-  ©1  -  ©)  =  ¥-  « 

ist 

w.  z.  b.  w.     Demnach  enthalt  A^  nur  gerade  oder   ungerade  Potenzen 
Yon  c',  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist 
Nun  laßt  sich  schreiben: 


m  m 

fe«+i  =^ör<5os*'"*"*«*  =  COS  «  V»,(cos»¥)'(cos»¥  +  sin»¥)"-'5 


y=sO  fsssO 

also  sind 


<^-fe, 


CC08U 


ganze  homogene  Funktion  mten  Gbades  Ton  (ocosu)*  und  (esinii)'. 
Daher  laßt  sich  x  als  Potenzreihe  yon  ccosu  und  csinu  darstellen, 
welche  konyei^ert,  wenn  die  absoluten  Betrage  dieser  Argumente 
hinreichend  kleiu  sind,   und  nur  gerade  Potenzen  yon  csinu  enthalt 
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§4. 

Wir  seHLagen  jetet  einen  anderen  Weg  ein,  um  die  Zeit  t  sfu  be- 
rechnen, wdche  das  System  braucht,  um  aus  der  äußersten  Lage  c  in  eine 
idiebige  Lage  x  zu  gelangen.  Daraus  ergeben  sich  insbesondere  auch 
die  Formeln  für  ©,  ©j,  co,.  Die  weitere  Verfolgung  dieses  Weges  fahrt 
in  §  5  zu  den  ans  §  1  und  I^  §§  3 — 4  bekannten  Reihenentwicklungen 
von  X. 

Ist  die  lebendige  Kraft 

und  die  bei  der  Yerrückung  dx  geleistete  Arbeit 

Qdx  —  (—  rc  +  OjX*  +  a^a^  H )  dx, 

ist  femer 

x=^c,    ^-0    far    ^-0, 

so  liefert  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  die  GHeichung: 

c 

oder 

Man  hat 

*  (a?)  =-  (c  —  rc)  (a:  —  c)  9^  {x), 
wo 

^  -  - « +  l«l^  -  i«l^  +  (if  «J  +  \<h<h  +  lo  ^  +  •  •  • 

und 

«i(^)  -  1  -  |a,rc  -  \a,x'  -  (|a|  +  |a,)c* 

-  f  «4^  -  {\<h<h  +  l«i)^c«  +  (^a|  +  ia,a5)c»  +  •  •  • 

Potenzreihen  sind^  welche  fflr  hinreichend  kleine  Werte  von  \c\  bezw. 
Ton  \x\  und  \c\  konyergieren. 

Gehört  X  dem  Intervall  c  ...  c  an,  so  ist  die  Zeit  t,  nach  welcher 
die  Lage  x  ewm  erstenmal  erreicht  wird,  dargestellt  durch 

X  X 

dx  1 


la.   fi.  Haft.  17 

Google 


yip  —  X)  (  «—  c )  /*i'(a:) ' 

Z«itMfaxlfl  f.  Math«mftÜk  u.  Phjsik.  4».  Band.  1908.  8.  H«ft.  17 


Digitized  by  ^ 


258  Zur  Theorie  der  kleinen  endlichen  Scbwingongen  etc. 

WO  das  Zeichen  —  oder  +  gilt,  je  nachdem  e  positiT  oder  n^^tiv  isi, 
während  alle  Torkommenden  Qnadratwnrzehi  positiv  zn  nehmen  sind. 
Es  ist  1  ,         ^ 

77~=r<  --90  +  91^  +  91^  +  9^^  +  " '7 

wobei  gesetzt  ist: 

^0  -=  1  +  (I  «I  +  i  «»)  ^  -  G^  «J  +  i «,  a,)  (?»  +  . . . , 

9i-\(h  +  (f  ö?  +  h^<h  +  iöjc*  +  •  •  •; 

9s  -=  (ö«'  +  4Ö2«8  +  l»4)  +  •  •  •       U.  S.  W. 

Nimmt  man  c>0,  also  c  <  0  an^  so  ist 

e 
t^f(ß0+9t^+9l^+9,^  +  '")y===_ 


'^ 


'[ßo+i9i{c+c)+g,(^(c+c)'-'^cd)+g,{^,{c+c)'^^^ 


dx 


'X){X^C 

•^[3i-^\9x{o-^c)+g^{\{c+c)^--\cc)+{\g^^^^^ 
Aus  der  Gleichung 


x'^^^,^-nc-x){x-^c)^yO,{x) 


folgt 
femer  ist 


/dx  ^ 

V(c-«)(a:-c)" 


arc  cos  - 


c  —  c     ' 


2 

wo   der  Wert  Ton  arc  cos  zwischen  0  und  n  zu  nehmen  ist     Setzt 
man  fftr  c  und  die  oben  angeschriebenen  Reihen  ein^  so  erhalt  man 

^  -  [1  +  (n»l  +  1«.)^  -  (s«S  +  T«*«ä)^  +  . .  •]  arc  cos     ^_l 


2 

hierin  ist 

*^     2  X'\'\a^xc  —  j^o,  c*  --  ^a\xc^  +  ^0'W-\ 


c^-c 
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Im  Falle  c  <  0^  c  >  0  ist 

C 


es  iist  jetzt 


/, 


e-\-c 

dx  2~ 

arccoB 


2 


WO  wieder  der  Wert  Ton  arc  cos  zwischen  0  und  %  zu  nehmen  ist,  und 


V(«-:r)(;r-.-)-^^=-; 


demnach  gilt  die  fdr  ^  gefundene  endgültige  Formel  auch  jetzt. 

Die  zu  einer  gegebenen  Lage  x  gehörige  Geschwindigkeit  x'  er- 
gibt sich  aus  a:'*  =-  0{pc).  Um  den  ersten  Wert  Ton  t  zu  erhalten, 
hat  man  x'  negativ  oder  positiy  zu  nehmen,  je  nachdem  c  >  0  oder 
<0  ist. 

Insbesondere  erhalt  man  die  zum  Übergang  aus  der  Lage  c  in 
die  Lage  c  erforderliche  Zeit  cO;  indem  man  in  dem  Ausdruck  für  i 
x^Cy  0?'  =»  0  setzt: 

«,  =  «[1  +  (ia|  +  \a,y  -  {^a\  +  \a,a,y  +  ..•]. 

Die  zum  Übergang  aus  der  Lage  ^ » c  in  die  Lage  ^  ==  0  erforderliche 
Zeit  Oj  ist  der  Wert  von  <  für  a;  =  0;  wegen 

(C-|-C\  «     ,  .     c  +  C 

- 1  +  i«.c  -  i«!«*  +  (#,«!  +  i«.«,  +  kay  +  •  • . 

und 

_  a:' -  c' -  c  -  iojc»  -  Ol  +  ia,)c»  +  •  •  • 

hat  man 

"1  - 1  +  l«,c  -  |a|c»  +  Oiai  +  i«,«,  +  f.«*)«*  +  •  •  •• 

Die  zum  Übergang  aus  der  Lage  o;  =  0  in  die  Lage  x  =  c  erforder- 
liche Zeit  ist  ©,  =  «D  —  ©1  oder 
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Wir  fügen  nocli  die  Formel  hinzu: 

c  +  c 

u  —  —  ^  —  arc  coB 


e  —  e 


8 


Wir  sebsen 

/» ! 


t;  —  arc  coB  -     (O^v^x) 

8 

und  enbwickdn  t  in  eine  nach  Sinus  der  Vidfachen  van  v  fortechreitende 
Beihe, 

Sb  ist 

rP--^+^2-00Bt; 

—  \a^(?  —  fafc'H h  (c  — ia,c*  +  |aJc*H )co8t? 

und 


=  ==[l  +  (f.a|  +  i«5y  +  --] 


+  QOBv  .  [\(hc-ial(^  +  •••]  +  co82t;  •  [(^aj  +  fo^^y  +  ...]  +  .... 
Im  Falle  c> 0  ist 


c  —  c    .  dx 


y(c  —  x)(x  —  c)  =  — r—  sin  «, =r  —  dv, 

_  _  /^  dx 1_  ^  /*   dv     ^ 

e  0 

im  Falle  c  <  0  haben  wir 


c  —  c   ,  dx 


.  ^  /  dx \__  ^  /^   dv 

^Jy{c-x)(x-€)  i/*r^)  y  v^w" 


1)  Vgl.  Weierstraß,    Über  eine  Gattung  reell  periodischer  FunküoneD 
(Berliner  Monatsberichte  1866;  Werke  Bd.  U). 
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Also  ist  allgemein 

+  rint? .  [jojc  -  |a}c«  +  . . .]  +  Bin2f?  •  [(iaf  +  |a,)c«  +  ...]  +  .... 

Für  9»9r  ist  x^c^  also  i^m\  man  erhalt  wieder  den  bekannten 
Wert  für  cd.    Nun  ist 

M  «  ^^  -  v  +  ginv .  [|a,c  -  |ajc*  +  •  •  •] 

+  Bin2t^ .  K^aJ  +  äaj,)c«+  ..]  +  •••. 

SchlieBlicli  ^6^  toir  noch  eine  (mdere  Herleitung  der  in  I,%S 
und  §  4  erhaUenen  Beihenentuncldungen  von  x  im  Anschluß  an  die  an- 
angeftUirte  Abhandlnng  von  Weierstraß. 

Als  gerade  periodische  Funktion  von  u  mit  der  Periode  2x  laßt 
sich  cos  t^  in  eine  Fouriersche  Reihe  Ton  der  Form 


'\+^K 


cos  r  =-  Aft  +  ^  A.  cos  n  w 
«»1 
entwickeln.    Es  ist 


Ao  —  -  /cos vdu-^ 

0 


cos  V  •  :^  o-  cos  v  •  ~  ==7-r    laßt  sich  in  eine  nach   Kosinus  der  Yiel- 

fachen  Ton  v  fortschreitende  Reihe  entwickeln ,  deren  konstantes  Glied 
lautet: 

wegen  j eosmvdv'^O  (m«i,t,. ..)  ist 

Femer  ist 

A.  <--/ COS  i;  COS  nudu 

V 

oder,  wenn  man  partiell  integriert^ 


A.  —  —  I  sin  ü  sin  nudv. 


'» 


,  —  —    /  811 

Setzt  man 

ij «-  u  —  t^  »  sint;  •  [|a,c  —  |a|c*  H ] 

+  sin  2t; .  [(ia|  +  ^a,)c»  +  ...]  +  ..., 
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so  ist 

sinitti  »  8in(ni;  +  nff)  -»  sinni^eosni}  +  cosni; sinnig 

—  sinnt;  •  (1  —  |n*ij*  +  •••)  +  ^^^^  •  (^V  ""  i^W  H )» 

man  entwickelt  die  nngeraden  Potenzen  Ton  tj  nach  Sinns  und  die 
geraden  Potenzen  von  17  nach  Kosinus  der  Yielfiftohen  von  1;,  so  daB 
man  f&r  sinnu  eine  nach  Sinus  der  Vielfachen  Ton  1;  fortschreitende 
Reihe  erhält,  deren  Koeffizienten  Potenzreihen  Ton  e  sind: 

sinnw-=^)^i(c)sint;  +  p^^(c)Bm2v  +  p^^(e)mn3v'i . 

Daraus  folgt 

sinvsinnti  -  \p^^  +  i»)„cost;  -  |(<)^i  -  »)n«)cos2t;  +  •  •  • 

und 


71 


also 

Man  findet 


sin  t;  sin  nudv  =»  ^  ^^-n 


sinu    -[l  +  CßOs  — s^|)c*  +  --Jflmi;  + 

sin  2m  —  [—  \a^c  +  |ajc*  H ]  sin  t?  H 

sinStt  -  [(ia|  -  ^c^)(?  +  •  •  .]sint;  +  •  •  • 


usw.,  also 


USW.     Mithin  ist 

a?="iajC*  —  |a|c»  H f-  (c  —  ia,c*  H )(J^+Ji  cos  w+^  cos  2u-\ ) 

oder 

X  -  (|a,c«  ~  iajc»  +  ...)  +  (c  «  jo^c»  +  (^a|  +  f,a,)c»  +  •  •  .)co8u 

+  (-i«i^  +  i«Jc»  +  ..0oos2u  +  ((^a|-ia,)c»  +  ...)cos3u+-.-. 

Der  Ausdruck 

A^-=—  I  BinvBinnudv  (,-1,1,...) 
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geht  durch  partielle  Integration  über  in 

n 

A,  =  ^,     J.-?jr^(8int;l/W))co8»«dt>. 

Wenn  |  <^  |  ^  t  angenommen  wird,  wo  r  eine  hinreichend  kleine  positive 
Große  bedeutet,  so  ist  eine  Ton  n  sowie  Ton  c  und  u  unabhängige 
positive  Ghröße  K  so  vorhanden,  daB  |  J^  |  <  JT  ist.  Demnach  ist 
die  Reihe 


+  ^-^2'A^cosnw«2'-4iCOsnw 


«»0  «»0 


für  alle  reellen  Werte  von  u  und  fClr  |  c  |  ^  r  unbedingt  und  gleich- 
mäßig konvergent  Das  Reihenglied  J^cosnu  ist  eine  Potenzreihe  von 
c  und  e^CQOBU  (in  e  ganz  rational),  welche  fftr  |o|<r,  |^|^1 
konvergiert;  folglich  ist  x  eine  in  demselben  Bereich  konvergente 
Potenzreihe  von  c  und  z\  ordnet  man  diese  nach  Potenzen  von  c,  so 
hat  man  die  aus  I,  §  3  bekannte  Reihe 


OD 


«•*«(»)• 


§6. 

In  §  1  und  I,  §  1  wurden  vereinfachte  Ausdrücke  ftlr  die  lebendige 
Kraft  und  die  Arbeit  zu  Grunde  gelegt. 
Ist  die  lebendige  Kraft 

und  die  Arbeit 

Qdx  «  -  OS,a?  +  ß^a?  +  j8,ar»  +  •  •  ')dx',        ft  >  0, 

so  lautet  die  Differentialgleichung  der  Bewegung 


oder 


Die  Formeln  für  den  jetzigen  Fall  ergeben   sich   dadurch,   daß 
man    in    §§  1—5    und    I,   §§  1—4    t   durch    ty^    und    a,    durch 

/Google 
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—  ^   (»=8,9,  ■■)  ersetzt.     Infolge   dayon  werden  die  Zeiten  m,  a^,  m^ 

durch    öjV— ,     «Oi|/— ,     «"»jl/— >    di®    Geschwindigkeit    -^    durch 

r  T^  und  die  Geschwindigkeit  c'  in  der  Gleichgewichtslage  x^^O 

durch  cyj-  ersetzt. 

Demnach  nehmen  die  früheren  Formeln  die  folgende  Gestalt  an^j. 

«•  -v?(«+fe«'+(&-iftiy+-i. 

"  -«v||i+(^-il)''+(^-^)«'+-i. 
:)-iTy|(igc+i«.+...i.    . 

Von  der  Übertragung  der  übrigen  Formeln  woUen  wir  absehen. 

In  den  in  der  Einleitung  angefahrten  physikalischen  Arbeiten 
sind  die  Schwingungen  eines  durch  Torsion  des  Aufhängefadens  aas 
dem  Meridian  abgelenkten  Magneten  untersucht^  für  welche  die  Differential- 
gleichung gilt: 


oder 


jrg  =  -  Dsin(y  +  :.)  +  D^^^^^iny 


>^.  +  ßi^  +  ß,^  +  ßz^+ 0; 


«o^-S:,    /Ji--D(;^  +  cosy),    ft ysiny,    A -fcosy,  •   ■• 

Durch  Drehung  des  Auf hängefadens  um  einen  Winkel  a  erlält  der 
Magnet  eine  Gleichgewichtslage,  welche  mit  dem  Meridian  den  Winkel 
y  einschließt;  mit  dieser  Gleichgewichtslage  bildet  der  schwingende 
Magnet  zur  Zeit  t  den  Winkel  X]  K  und  D  sind  positive  Konstante. 
Man  vergleiche  die  obige  Formel  für  c  mit  der  Formel  för  die  Asym- 
metrie B  in  der  Arbeit  von  F.  Richarz  und  P.  Schulze,  sowie  die 
Formeln  für  o,  qii,  co,  mit  den  Formeln  für  T,  T^,  T^  in  der  Arbeit 
von  F.  A.  Schulze;  die  obigen  Formeln  für  cd  usw.  stellen  eine  Ver- 
besserung der  Formeln  für  T  usw.  dar. 


1)  Nach  §  1  läßt  sich  bei  jeder  Reihe  ein  weiteres  Glied  anschreiben. 
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Es  sei  jebst  die  lebendige  Kraß 

und  die  Arbeit 

Qdx  -  -  {ß^x  +  ß^s^  +  ß^s^  +  .-  .)rfa;;  ß^  >  0. 

Es  genügt^  die  yerschiedenen  Behandlungsweisen  dieses  allgemeinen 
Falles  kurz  zu  skizzieren;  dabei  sollen  die  Reihenentwicklungen  mit 
der  der  früheren  Arbeit  entsprechenden  Gliederzahl  angeschrieben 
werden^  damit  unmittelbar  anwendbare^  jedoch  nicht  zu  komplizierte 
Formehl  zur  Verfügung  stehen. 

Die  Lagrangesche  Differentialgleichung 


'Gi) 


dt\  ^dx   \       dx 
geht,  wenn  man 

'-'Vf. 

als  unabhängige  Veränderliche  einführt,  über  in 

ii' _  f^  _  5!l  j.  ?i£»  _  &      .>      «}       «t, 
nsw.    Ftthrt  man 


u  -  tyi  +  ;i,c»  + .  • .  -  t(i  +  jA,c»  + . . .) 

als  neae  Yeranderliche  ein  und  setzt  man 

n=sO 

während  die  Anfangsbedingungen 

*t(0)  =  l,    *,(0)  =  0,...;    *,'(0)-0,    *,(0)-0,... 

Torgeschrieben  sind,  so  lassen  sich  A,,  A^, . . .  so  bestimmen,  daß  ip^y  ^2;  ^sy  • 
periodische  Funktionen  von  u  mit  der  Periode  2^  werden.  Man  findet 
Bo  nach  der  Methode  I,  §  4  und  §  10: 


8ft       bßl        g,/?,         ttf  tt, 

''«        4ft        6/Si"^2aoft  "^8ag        2«^ 


Digitized  by 


Google 


266  Zur  Theorie  der  kleinen  endlichen  Schwingungen  etc. 

usw.    Ist  (D  die  halbe  Periode  in  Bezug  auf  die  Yeränderliche  t^  ot 
halbe  Periode  in  Bezug  auf  die  Veranderliclie  t,  so  hat  man 

Ä-(Dt(l+|V+...) 

und 
also 


oder 


Gl 


Ist  zur  Zeit  ^  =  0 

''-^'     dt 


dx        ri 


so  ist  zur  Zeit  t,  wenn 


gesetzt  wird; 

^1     =    cos  W; 

»'s       \6a,ft        8/JJ/  +  Ue«,        64aJ  ^  48«,(J.  ^  144«       S2ßJ  '^'"* 

USW.     Die  zur  Zeit  t^ca  (für  u  »  ;r)  erreichte  äußerste  Lage  2: »« ^ 
wird  dargestellt  durch 

Man  kann  auch  den  jetzigen  allgemeineren  Fall  auf  den  in  §§  1—5 
und  ly  §§  1—4  behandelten  speziellen  Fall  zurückfOhren.     Setzt  man 

X 

und 
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80  wird 

X  = 

H^- 

««.)(vft) 

r= 

■^(di)' 

Qdx- 

-(-?  +  «.?*  +  a,t 

•  +  ---)dt, 

wobei  gesetzt 

ist: 

-^)- 

'^-t.itZ 

•s^+ 
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usw.     Dadurch  erhält  die  DifferentialgleiGliimg  die  firühere  Form: 

Bezeichnet  man  die  äuSersten  Werte  Ton  je  mit  c  und  c,  so  besteht 
zwischen  c  nnd  c  sowie  zwischen  c  und  c  dieselbe  Beziehung  wie 
zwischen  i  und  X]  es  ist 

Führt  man  diesen  Wert  Ton  c  in  die  Formel: 

ein,  so  erhalt   man   die   oben  angeschriebene  Formel  fQr  cd.     Ebenso 
ergeben  sich  aus 

die  Formeln 

-.-i-i^(t-Ä)«+g§-^)«'+-i. 

SchlieBlich  laßt  sich  auch  die  in  §  4  und  §  5  dargestellte  Methode 
unmittelbar  auf  unseren  allgemeineren  Fall  anwenden.  Das  Prinzip  der 
lebendigen  Kraft  ^ 


T 

0 
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ergibt 

(«,  +  «,«  +  a^a^  +  •• .)  (^j 

-A(c»-«^  +  fA(c'-x»)  +  |/J,(c«-«»)+--. 
Hieraus  erhalt  man  die  Oeschwindigkeit  -^  »  ±  c   in  der  Lage  z^O: 

Nimmt  man  zonachst  c  >  0  an,  so  ist 

c  

j  y  ßt  («'  -  «•) + iA(c*-*')+iA(«^*-*o+-- 

Der  Nenner  des  Braches  anter  dem  Wurzelzeichen  gestattet  die  Faktoren- 
zerl^ang 

wo  c  die  oben  angeschriebene  Potenzreihe  von  c  and 
ist.    Es  gilt  die  Reihenentwicklung 


*»        K  ft  LS«,        8«}  ^  «|3f        4ft        6«,ft  ^        J 

Qsw.    Wie  in  §  4  rechnet  man 

« 

aus;  setzt  man  f^  g^f  gif  g^,  -  >  -  die  angeschriebenen  Werte  ein  und 
beachtet  man,  daB  jetzt 

nc~<c){x-c) — x'-j/^s^ 
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ist,  so  erhalt  man  die  Formel 


^  —  —  arccos 


c  +  c 
2 


c  —c 


'■[(i 


■]■ 


wo  (D  den  bereits  oben  angegebenen  Wert  hat.  Die  endgültige  Formel 
f&r  t  gilt  auch  im  Falle  c<0.  Für  a;»^  geht  tixKo,  &Lr  x^Oinfo^  über. 
Die  Methode  von  §  5  übertragt  sich  leicht  auf  den  jetzigen  Fall; 
insbesondere  liefert  sie  x  in  Form  einer  nach  Kosinus  der  Vielfachen 
Ton  u  ^  —  t  fortschreitenden  Reihe,  welche  aus  der  oben  aufgestellten 
Reihe  x  —  cf^  (m)  +  c*^,  (<*)+••  durch  Umstellung  der  Glieder 
hervorgeht. 


Neuere  Literatur  über  das  Grenzgebiet  der  Biometrie. 

Von  F.  Ludwig  in  Qreiz. 

Im  4.  Heft  des  Jahrganges  1898  dieser  Zeitschrift  habe  ich  in  einem 
Aufsatze  über  „die  Variabilität  der  Lebewesen  und  das  (Jaußsche  Fehler- 
gesetz" einen  Überblick  gegeben  über  die  Arbeiten,  die  bis  dahin  auf  dem 
mathematischen  Grenzgebiet  nach  den  biologischen  Wissenschaften  (Anthro- 
pologie, Zoologie,  Botanik)  hin  erschienen  waren.  Inzwischen  hat  sich  dieses 
Grenzgebiet  mächtig  erweitert,  ohne  daß  meines  Wissens  deutsche  Mathe- 
matiker sich  mit  diesen  neuen  interessanten  Anwendungen  ihrer  Wissenschaft 
—  von  den  Herausgebern  der  Fecbnerschen  KollektiYmaßlehre  abgesehen  — 
näher  beschäftigt  hätten,  während  die  Mathematiker  Englands  und  Amerikas 
unausgesetzt  tätig  waren.  Eine  neue  internationale  Zeitschrift,  Biometrika 
(A  Journal  for  the  Statistical  Study  of  Biological  Problems  edited  in  Gon- 
sultation  with  Francis  Galton  by  W.  F.  B.  Weldon,  Karl  Pearson  and 
G.  B.  Dayenport)  ist  im  Oktober  1901  erstmals  erschienen  und  liegt  bereits 
im  n.  Heft  des  U.  Jahrganges  Tor.  Ich  glaubte  daher  im  folgenden  eine 
Übersicht  über  die  seit  dem  Druck  meines  genannten  Aufsatzes  erschienenen 
Arbeiten  auf  dem  Gebiet  der  Biometrie  zu  Nutz  und  Frommen  der  wissen- 
schaftlichen Arbeiter  diesseits  und  jenseits  der  Grenze  geben  zu  sollen. 
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theorie.   Amsterdam.    1902. 

127.  Warren,  Einest.  Variation  and 
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128.  Warren,  E.  On  Observation  on 
inheritance  in  parthenogenesis.  (Proc. 
Roy.  Soc.  London.  Vol.  66.  No.  415. 
1890.     p.  164—168.) 

129.  Weldon.  On  the  principal  ob- 
jections  urged  against  the  theory  of 
natural  selection.  (Bep.  68.  Meet.  Brii 
Assoc.  Bristol  1899.  p.  887—902.  - 
Nature.  V.  68.  No.  1408.  1898. 
p.  499—606.) 

180.  Weldon,  W.  F.  B.  Über  die 
Haupteinwände  gegen  die  Theorie  der 
natürlichen  Auslese.  (Bede  zur  ErOffinung 
der  zoologischen  Section  d.  Brii  Assoc. 
Bristol  1898.  —  Nature.  LVm.  1898. 
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181.  Weldon,  W.  F.  B.  ChMge  in 
Organic  Correlatiön  of  Ficaria  rannncn- 
loides  during  the  Flowisms  Season. 
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182.  —  Variation  and  Correlatiön  in 
Lesser  Celandine  from  divers  Localities 
Properative  Investigations  on  Plants. 
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188.  WMm,  W.  F.  E,  A  First 
Stadj  of  Natural  Selection  in  Glansilia 
laminata  Nom.  Biom.  Y.  I.  p.  109—128. 

184.  Whü^ad,  Henry.  Variation  in 
the  Moscatel  (Adoxa  moschatellina). 
Biom.  V.  n.    p.  108—112. 


185.  Yule  Udmy,  G.  Variation  in 
the  nnmber  of  Sepals  in  Anemone 
nemorosa  L.    Biom.  V.  I.    p.  807—808. 

186.  Yule,  G,  Udny,  Notes  on  the 
Theory  oi  Association  of  Attributes  in 
StatisticB.     Biom.  V.  11.     p.  121—184. 


Die  Entwicklung  der  jungen  Wissenschaft  wird  übersichtlich  dai^estellt 
besonders  durch  die  Arbeiten  von  Bateson  (8),  Davenport  (26  ^  27,  28), 
Duncker  (35),  Angel  Gnllardo  (45,  46,  47,  48),  Ludwig  (66). 

Als  Anleitung  zu  variationsstatistischen  Untersuchungen  können  außer 
den  früher  yon  mir  citierten  Werken  besonders  dienen  die  Lehrbücher  von 
Davenport  (25),  Georg  Duncker  (34),  Pechner  (42). 

Nach  verschiedener  Bichtung  haben  der  mathematische  Ausbau  und 
die  allgemeinen  Theorien,  welche  in  Betracht  kommen,  wesentliche  Er- 
weitenmgen  und  Erg^zungen  —  namentlich  durch  die  Arbeiten  von  Karl 
Pearson  erfahren  (71,  80,  83,  84,  87,  89,  91,  92,  93,  5,  100,  101,  102, 
105,  108,  113,  119,  121,  129,  136,  2,  3,  27,  50,  39,  40,  44,  51,  52, 
60,  61,  62,  63  und  68,  71,  81,  85,  96,  125,  126,  129,  130). 

Auf  Anthropometrie  und  andere  biometrische  Probleme  der  Anthro- 
pologie beziehen  sich  die  Abhandlungen  3,  4,  6,  14,  15,  41,  56,  59,  69, 
70,  79,  82,  86,  88,  90,  103.  Außer  anderen  Anwendungen  auf  die 
Zoologie,  die  sich  in  einzelnen  der  citierten  Abhandlungen  niedergelegt  finden, 
sind  Gegenstand  der  neueren  biometrischen  Untersuchungen  gewesen:  von 
Säugetieren:  Pferde  und  Pferderassen  (10,  11,  58),  japanische  Tanzmäuse 
und  weiße  Mäuse  (24);  von  Vögeln:  Sperling  (19,  97)  und  Kuckuck  (55); 
Fische  (20,  26,  32,  38,  50);  femer  Schnecken  und  Muscheln  (30,  31,  33, 


53,  67,  133);  Kruster  (37,  104);  Käfer  (7,  110);  Schmetterlinge  (43), 
Blattläuse  (127,  128),  Moostierchen  (29,  99),  Seesteme  (60),  Quallen  (16), 
Lifusorien  (98). 


Gegenstand  der  phytometrischen  Arbeiten  waren:  Algen  (116,  117); 
Lebermoose  (Marchantia  61);  Laubmoose  (l);  Orchideen  (23);  Gramineen 
(17,  18,  61,  66);  Banunculaceen:  Ficaria  vema  (66,  vgl.  die  frühere  Arbeit 
von  Burkill,  femer  21,  64,  72,  131,  132),  Banunculus,  Caltha,  Trollius 
(60,  61,  64);  Anemone  (135);  Amygdaleen  (66);  Papilionaceen  (61);  Com- 
positen:  Bellis  (60),  Petasites  (61),  Homogyne  (66),  Solidago  2  Arten  (61), 
Chrysanthemum  (61,  vgl.  auch  die  daselbst  eröiterte  Notiz  von  Lucas; 
65,  66,  95,  111,  120,  126),  Tussilago  (60),  Aster  (107,  107);  Centaurea 
(72);  Caprifoliacen:  Lonicera  (61),  Adoxa  (134);  Scrofulariaceen  (teratolog.) 
Linaria  (54,  114),  Digitalis  (49),  sonstige  Mißbüdungen  (122,  123,  124), 
Piimulaceen:  Primula  farinosa  (60,  61,  115);  femer  Blätter  von  Bot-Buche 
(62,  71),  Hainbuche  (63),  Maulbeerbaum  (94). 


2»  Spaltungsgesets  der  Bastarde  von  Arten  und  Yarletäten. 


1.  BaU9on  and  Miss  E.  B.  Saunders. 
£x|»6rimentB.  Reports  to  the  Evo- 
lution Committee  of  the  Royal  Society 
London    Harrison    and    Sons.      1902. 

2«  Carrens,  C.  Über  Levkojenbastarde. 
Zur  Kenntnis  der  Grenzen  der  Mendel- 


Bchen  Regeln.    Bot.  Zentralbl.  Bd.  84. 
1900.    No.  48.     p.  97—118. 

8«  Correns,  C.  Bastarde  zwischen 
Maisrassen  mit  besonderer  Berück- 
sichtkrung  der  Xenien.  Bibliotheca 
botamca  herausgeg.  von  Luerssen.  Statt- 
gart 68. 
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4.  Gorrms,  C.  G.  Mendels  ßegel 
über  das  Verhalten  der  Nachkommen- 
Bchaft  der  Bassenbastarde.  Ber.  d. 
Deutsch.  Bot.  Ges.  Bd.  18.  1900. 
p.  168—168. 

5«  Frvhwirt.  Neue  Forschungen  und 
ihre  Verwertung  bei  der  Pflanzenzüch- 
tung. Jahrbuch  d.  Deutschen  Land- 
wirtschaftsgesellsch.  Bd.  17.  1902. 
p.  220—236. 

6.  Mendel^  Gregor^  Johann.  Über 
GesetzmäBigkeiten  bei  Vererbung  nach 
einer  Bastardierung.  Abh.  d.  naturf. 
Ges.  Brunn.  1865.  Vol.  4.  p.  1. 
Abgedruckt  in  Goebel  Flora  1900,  Er- 
gänzun^band  und  in  Ostwalds  Klassikern 
der  exflkkt.  Wissensch.    No.  121. 

7.  Tschermak,  E.  Über  künstliche 
Kreuzung  bei  Pisum  satiyum.  Wien. 
1900.    91  S. 

8.  Tschermak,  JE.  Weitere  Beiträge 
über  Verschiedenartigkeit  der  Merkmale 
bei  Kreuzung  von  Erbsen  imd  Bohnen. 
Ber.  d.  D.  B.  Ges.  Bd.  19.  1901. 
p.  36—51.  Zeitschr.  f.  landwirtsch. 
Versuchsw.  in  österr.     1901.     95  S. 

9.  Tschermak,  E.  Über  Züchtung 
neuer  Getreiderassen  mittelst  künst- 
licher Kreuzung.  Kritisch  historische 
Betrachtungen.  Zeitschr.  f.  landwirtsch. 
Versuchswesen  in  Österr.    1901.    82.  S. 

10.  Tschermak,  E.  Über  die  gesetz- 
mäßige Gestaltungsweise  der  Mischlinge 


(Fortgesetzte    Studie    an    Erbsen    und 
Bohnen)  1.  c.     1902.    80.  S. 

11.  De  Vries.  Sur  la  loi  de  dis- 
jonction  des  hybrides.  Gompt.  rend. 
de  TAcad.  des  scienc.  Paris  26.  Man 
1900. 

12.  De   Vries,   H.     Das   Spaltongs- 

gBsetz  der  Bastarde.    Ber.  d.  Deatsck. 
ot.   Ges.     Bd.   18.     1990.     p.   83-90. 
18.  De  Vries,  H,    Über  erbungleiche 
Kreuzungen.    Ber.  d.  Deutsch.  Bot.  Ges. 
Bd.  18.     1900.     p.  436—443. 

14.  De  Vries,  H.  Sur  Torigine 
exp^rimentale  d'une  nouveUe  esp^ 
vegetale.  Compt.  rend.  des  s^ances 
de  Tacad.  d.  sciences  Paris  21.  1900. 
p.  124. 

15.  —  Sur  la  mutabilit^  de  TOenothera 
Lamarckiana  1.  c.    p.  193. 

16.  —  Variabilit^  et  mutabilitä.  Ck>n- 
gr^s  Internat,  de  Bot.  a  rExposition 
univers.  de  1900.    Paris.    6  S. 

17.  De  Vries,  H.  La  loi  de  Mendel 
et  les  caract^es  constants  des  hybrides. 
Compt.  rend.  des  s^ances  de  TAcad.  d. 
Sc.  Paris.     2.  Fävr.  1903.     3  S. 

18.  —  Die  Mutationslehre.  Veit 
Leipzig.    II.  Bd.     1902. 

19.  Weldon,  W.  F.  R.  Mendels 
Laws  of  Alternative  Inheritance  in  Peas. 
Biom.  V.  L     228—264. 

20..  —  On  the  Ambiguity  of  Mendels 
Categories.    Biom.  V.  U.    p.  44. 


Die  merkwürdigen  Gesetzmäßigkeiten  bei  der  Vererbung  von  Merkmalen 
bei  Bastarden,  welche  der  Brünner  Abt  Gregor  Johann  Mendel  1865  ent- 
deckt hatte,  haben  unabhängig  von  einander  und  zunächst  unbekannt  mit 
der  Arbeit  Mendels  (6)  fast  gleichzeitig  Hugo  de  Vries  (11,  12),  C.  Correns 
(3,  4,  5)  und  E.  Tschermak  bestätigt  und  durch  die  Wahrscheinlichkeits- 
und math.  Kombinationslehre  begründet  und  in  weiterer  Folge  vor  dem 
bestätigenden  Experiment  abgeleitet.  Indem  sie  mit  den  yerschiedensten 
Pflanzenspecies  und  -Varietäten  experimentierten,  fanden  sie  bald  die  yer- 
erblichen  Merkmale  verschieden  und  konnten  für  sie  verschiedene  weitere 
Gresetzmäßigkeiten  nachweisen.  Zuletzt  haben  Bateson  und  Miß  Saunders 
noch  mit  Schmetterlingen  (Pieris  Napi  und  der  Varietät  bryoniae  derselben 
und  Pararge  egeria  und  der  Varietät  egerides)  und  mit  VarieiÄten  von 
Atropa  Belladonna  und  Lychnis  vespertina,  mit  Arten  von  Datura  und 
Matthiola  experimentiert  und  die  Mendelsche  Lehre  weiter  geprüft  und 
erweitert  (l).  Inzwischen  hatte  H.  de  Vries  die  Entstehung  neuer  Arten 
durch  Mutation  nachgewiesen  (14,  15,  16,  18)  und  den  Unterschied 
zwischen  Mutation  und  Variation  wie  zwischen  Art  und  Varietät  neu  und 
scharf  festgelegt,  so  daß  es  ihm  in  seiner  jüngsten  Arbeit  (17),  wie  es  uns 
scheint,  gelungen  ist,  mit  einem  Schlag  Licht  in  den  scheinbaren  Wirrwarr 
der  neu  ermittelten  Tatsachen  und  die  scheinbaren  Ausnahmen  des  Spaltongs- 
gesetzes  der  Bastarde  zu  bringen  und  seine  Hypothese  tiefer  zu  begründen, 
nach  welcher  die  bei  der  Kreuzung  in  Betracht  kommenden  Merkmale  an 
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gewisse  materielle  Einheiten  gebunden  sind.  Sie  stellen  die  eigentlichen 
Einheiten  dar,  während  das  Individuum,  die  Varietät  und  Species  aus  ihnen 
zusammengesetzte  komplexe  Größen  sind.  Eine  übersichtliche,  leichfaßliche 
Darstellung  der  Ergebnisse  von  Mendel,  de  Yries,  Correns,  Tschermak  etc. 
gibt  (5)  (vgl  auch  Naturw.  Bundschau  1902  No.  51,  52);  während  die 
letzten  Untersuchungen  in  (18)  ui^d  (17)  niedergelegt  sind. 


Kleinere  Mitteilnngen. 


über  die  darstellend-geometrisclie  Konstruktion  der  Sduniegnuigsebene 
einer  Ratunknrve  in  einem  gegebenen  Punkt. 

Die  Aufgabe,  bei  einer  durch  Grundriß  und  Aufriß  gegebenen  Kurve 
die  Schmiegungsebene  in  einem  beliebigen  Punkt  zu  konstruieren,  wird  in 
den  mir  bekannten  Lehrbüchern  der  darstellenden  Geometrie  (z.  B.  dem  von 
Chr.  Wiener,  Band  I,  8.  212,  Nr.  255,  und  dem  von  Rohn-Papperitz, 
Band  I,  2.  Auflage,  S.  335,  Nr.  458)  auf  die  folgende  Weise  gelöst.  Es 
werden  auf  der  Kurve,  deren  Tangente  im  gegebenen  Punkt  als  bekannt 
vorausgesetzt  wird,  in  der  Nähe  dieses  Punktes  willkürlich  einige  Punkte 
angenonmien  und  mit  dem  gegebenen  Punkt  durch  Geraden  verbunden,  dann 
die  Spuren  dieser  Geraden  mit  einer  Tafel,  z.  B.  der  Grundrißtafel,  kon- 
struiert, worauf  an  den  Ort  dieser  Spuren  in  der  gleichnamigen  Spur  der 
erwähnten  Tangente  der  gegebenen  Kurve  die  Tangente  gezogen  wupd,  welche 
Tangente  die  betreffende  Spur  der  gesuchten  Schmiegungsebene  ist.  Es  gibt 
noch  ein  anderes  Verfahren,  das  mir  bei  der  Ausführung  einige  Vorteile  zu 
bieten  scheint.  Man  projiziere  die  gegebene  Kurve  C  parallel  der  (wieder 
als  bekannt  angesehenen)  Tangente  T  im  gegebenen  Punkt  p  auf  irgend 
eine  Tafel,  dann  wird  die  erhaltene  Kurve  C  in  der  Projektion  jp*  von  p 
eine  Spitze  haben,  wenn  p  ein  gewöhnlicher  Punkt  von  C  ist,  und  die 
Tangente  von  C*  in  p^  wird  wieder  die  fragliche  Spur  der  gesuchten 
Schmiegungsebene  von  C  m  p  vorstellen.  Die  Konstruktion  bleibt  richtig, 
wenn  p  ein  singulärer  Pimkt  von  C  ist.^) 

Stuttgart.  B.  Mehmke. 


1)  Die  Art  des  Punktes  p'  der  Kurve  C*  entspricht  dem  ,,Tangentenanblick^^ 
▼on  C  in  j9,  vgl.  diese  ZeitBchrifb,  S.  64  des  laufenden  Bandes.  —  Die  Projektion 
von  C  ans  einem  beliebigen  (nicht  dem  unendlich  fernen)  Punkte  der  Tanffenta  T 
tillirte  selbstverst&ndlich  auch  zum  Ziel,  wäre  aber  für  die  wirkliche  AusnlhrtHg 
weniger  geeignet. 
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Anskfinfte. 

F.  J5f.,  K  In  der  Tat  wird  schon  in  der  ersten  Auflage  von  B.  Guglers 
Lehrbuch  der  deskriptiven  Geometrie  (Nürnberg  1841)  das  Wort  SpHee  aus- 
schließlich für  den  Bückkehrpunkt  erster  Art  gebraucht  und  für  den  Bfick- 
kehrpunkt  zweiter  Art  das  Wort  Schnabd  (nicht  „Schnabelspitze'*).  Ein- 
geführt werden  diese  Benennungen  auf  S.  143.  —  Außer  den  auf  S.  90 
des  laufenden  Bandes  dieser  Zeitschrift  genannten  Werken  von  Wolff, 
Klingen feld  und  Pohlke  gibt  es  allerdings  nicht  wenige  andere,  in  denen 
ebenfalls  Pimkte  mit  kleinen  lateimschen  Buchstaben  statt  mit  großen  be- 
zeichnet sind,  z.  B.:  J.  C.  G.  Hampel,  Geometrische  Konstruktionen,  Weimar 
1839;  W.  Marx,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  Nürnberg  1885; 
A.  Mannheim,  G^m^trie  cinematique,  Paris  1894.  Eine  etwas  voll- 
ständigere Liste  wäre  sicher  ganz  erwünscht.  3L 


J,  H.j  8,  Der  in  der  Encyklopädie  der  mathem.  WissenschafleD, 
Bd.  1,  S.  1028,  Anm.  423  erwähnte  cmUtogarUhnUsche  Mafistab  zur  Be- 
stimmung von  Flächeninhalten  ist,  vde  unsere  Anfrage  bei  seinem  Erfinder, 
Herrn  Job.  Schnöckel,  vereid.  Landmesser  in  Düren  (Rhld.),  Kölnerstr.  101, 
ergeben  hat,  bis  jetzt  nicht  in  den  Handel  gekonunen,  kann  jedoch  beim 
Erfinder  bestellt  werden.  Wir  können  noch  mitteilen,  daß  Herr  Schnöckel 
neue  Anwendungen  des  antilogarithmischen  Maßstabes  gefunden  hat,  die  er 
in  dieser  Zeitschrift  veröffentlichen  wird.  H. 
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BfLcliersclLan. 


Stady^  E.  Geometrie  der  Dynamen.  Die  ZnaammenBetBiing  von 
Kräften  imd  verwandte  Gegenstände  der  Geometrie.  Leipzig  1902. 
B.  G.  Teubner.     XIII  u.  603  8.     gr.  8^. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Gebilden  der  Liniengeometrie  und  den 
Lehren  der  Kinematik  und  Dynamik  eines  starren  Körpers  sind  schon  in 
den  ersten  Anfängen  beider  Disziplinen  bei  Möbius  und  Plücker  hervor- 
getreten und  seither  nach  vielen  Richtungen  ins  einzelne  ausgearbeitet  und 
verwertet  worden.  Der  Verfasser  hat  jedoch  diese  Gebiete  zum  erstenmale 
systematisch  unter  den  Gesichtspunkten  der  Gruppentheorie  und  Mengenlehre 
bearbeitet  und  nicht  nur  neue  Einzelheiten  hinzugefOgt,  sondern  auch  die 
Grundlagen  für  ein  festes  Urteil  über  die  Tragweite  seiner  Methoden  an 
sich  und  für  verwandte  Gebiete  geschaffen. 

Schon  in  einer  Beihe  von  Aufsätzen,  welche  in  den  Berichten  der 
sächsischen  Akademie,  der  deutschen  Mathematikervereinigung  und  den  mathe- 
matischen Annalen  erschienen  sind,  hat  der  Verfasser  einen  Teil  seiner 
Methoden,  aber  auch  seinen  grundsätzlichen  kritischen  Standpunkt  gegenüber 
den  Arbeiten  anderer  Autoren  auseinandergesetzt,  und  auch  hier  nimmt  er 
Gelegenheit,  darauf  zurückzukommen  und  nachdrücklich  die  Forderung  zu 
vertreten,  daß  auch  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  den  Grenz-  und  Aus- 
nahmeföllen  dieselbe  Beachtung  zuteil  werde,  wie  im  Gebiete  der  Analysis. 
Wir  berichten  nun  über  den  Lihalt. 

Neben  die  bisher  ausschließlich  zur  Zusammensetzung  von  Kräften  ver- 
wendete Figur  des  Stabes,  d.  i.  einer  auf  einer  bestimmten  Geraden  ver- 
schiebbaren Strecke,  stellt  der  Verfasser  im  ersten  Abschnitt  zwei  andere 
Figuren:  den  Keil,  d.  i.  ein  um  die  gemeinsame  Gerade  drehbares  Ebenen- 
paar und  den  Quirl,  d.  i.  die  Figur  eines  Punktes  und  einer  Ebene.  Er 
zeigt,  daß  diese  Figuren  ebenso  einer  geometrischen  Addition  fähig  sind, 
welche  durch  zwei  Figuren,  das  Keiltrapez  und  das  Quirltrapez,  erklärt 
werden  können  und  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  analog  sind.  Dabei 
finden  nach  dem  Programm  des  Verfassers  die  Ausartungen  und  die  als 
aneigentliche  Stäbe,  Keile,  Quirle  zu  bezeichnenden  Figuren  ihre  eingehende 
Erörterung. 

Zu  diesen  tritt  nun  die  Figur  des  Motors,  das  ist  eines  in  bestimmte 
Reihenfolge  gesetzten  Geradenpaares,  dessen  Gerade  einander  nicht  recht- 
winklig schneiden  oder  kreuzen.  Die  beiden  nacheinander  um  diese  Geraden 
des  Motors  ausgeführten  Umwendungen  (Drehungen  um  den  Winkel  tt) 
liefern  eine  Schraubenbewegung,  welche  die  gemeinsame  Normale  der  beiden 
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Geraden  des  Motors  znr  Achse,  den  doppelten  kürzesten  Abstand  derselben 
zur  Scbiebungsgröße  und  deren  doppelten  Winkel  zur  Drehung  hat. 

Damit  erkennt  man  die  Möglichkeit,  einem  Motor  eine  allgemeine 
Schraubung  zuzuordnen  und  die  Zweckmäßigkeit  der  Vorschrift,  Motoren 
einander  gleichzusetzen,  welche  zur  selben  Schraube  gehören.  Einer  all- 
gemeinen Summe  von  Stäben  (heteraptischen  Summe)  läfit  sich  also  die 
Figur  des  Motors  zuordnen. 

Es  ergeben  sich  drei  Arten  von  Superposition  von  Bewegungen,  welche 
als  lineare,  korrelative  und  stereometrische  unterschieden  werden,  neben 
welche  eine  geometrische  und  eine  stereometrische  Addition  der  Motoren 
gestellt  wird. 

Die  Quelle  aller  dieser  verschiedenen  Konstruktionen  und  ihrer  in 
Ausartungen  wieder  vielfach  durchbrochenen  Analogien  wird  darin  aufgedeckt, 
daß  die  betrachteten  Konstruktionen  aus  einem  geschlossenen  System  solcher 
im  nichteuklidischen  Baum  durch  Grenzübergang  hergeleitet  werden  können, 
wobei  jedoch  einzelne  Teile  und  Beziehungen  des  Gesamtsystems  ihren  Sinn 
verlieren. 

Während  bisher  vorwiegend  elementargeometrische  Methoden  zur  Ver- 
wendung kommen,  wird  im  zweiten  Abschnitt  die  analytische  Geometrie  nnd 
mit  ihr  die  symbolische  Darstellung  herangezogen,  um  die  Ergebnisse  des 
ersten  Abschnittes  algebraisch  zu  begründen  und  neue  Methoden  zu  gewinnen. 
Das  wichtigste  Hilfsmittel  zu  diesem  Zwecke  ist  die  Einführung  dualer 
Größen,  d.  h.  bikomplexer  Größen  von  der  Form  a  +  bs,  wo  a  und  b 
gewöhnliche  komplexe  Größen,  e  dagegen  eine  neue  Einheit  bezeichnet,  für 
welche  c*  «  0  ist. 

Es  zeigt  sich  dann,  daß  man  die  Verhältnisse  von  drei  reellen  dualen 
Größen  x^ix^iz^  als  Koordinaten  eines  Strahles  verwenden  kann.  Es  sind 
im  Grunde  die  Verhältnisse  von  sechs  reellen  Größen,  welche  im  Plückerschen 
Sinne  als  Koordinaten  eines  Gewindes  (linearen  Komplexes)  au&ufassen  sind. 
Der  durch  die  dualen  Koordinaten  bestimmte  Strahl  ist  dann  die  Hauptachse 
des  Gewindes  oder  vielmehr  eines  ganzen  koaxialen  Bündels  von  solchen. 

Die  Einführung  dieser  dualen  Größen  gestattet  nun  die  Erklärung 
dualer  Winkelgrößen  und  ihrer  trigonometrischen  Funktionen,  so  daß  eine 
Übertragung  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  den  Strahlenraum  entsteht 

Diese  an  sich  schon  sehr  interessante  Tatsache  wird  noch  dahin  er- 
weitert, daß  man  nunmehr  den  einzelnen  Figuren,  Keil,  Motor  etc.,  alter- 
nierende duale  Formen  in  der  Weise  zuordnen  kann,  daß  den  verschiedenen 
Arten  der  Addition  auch  eine  einfache  Addition  der  zugeordneten  Formen 
entspricht. 

Die  Bewegungen  erscheinen  dann  als  orthogonale,  lineare,  duale  Trans- 
formationen eines  dualen,  temären  Gebietes.  Dieser  Umstand  leitet  zu  den 
Betrachtungen  des  dritten  Abschnittes  über,  als  deren  Hauptproblem  die 
Klassifikation  der  linearen  Systeme  von  Gewinden  (Dynamen,  infinitesimalen 
Bewegungen)  anzusehen  ist.  Dabei  nehmen  insbesondere  die  geometrischen 
Orte  der  Hauptachsen  dieser  Gebilde  —  Ketten  genannt  —  besondere  Auf- 
merksamkeit in  Anspruch. 

Die  Methode  des  Verfassers  geht  nun  dahin,  daß  er  entsprechend  dem 
sich  selbst  reziproken  Charakter  des  Strahles  die  Strahlenmannigfaltigkeit 
des  Baumes  sich  doppelt  überdeckt  denkt,  und  nun  die  Bestimmung  trijSi, 
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daß  die  dnalen  Koordinaten  der  Strahlen  der  einen  Schicht  kontragredient 
zu  denen  der  andern  Schicht  linearen  homogenen  Transformationen  unter- 
worfen werden. 

Nimmt  man  hierzu  noch  die  Yertauschung  der  heiden  Schichten  und 
die  Ähnlichkeitstransformation,  so  entsteht  eine  Gruppe,  welche  als  die  der 
radialen  Kollineationen  und  Korrelationen  hezeichnet  wird  und  unter  dem 
Namen  der  radialen  Projektivit&t  die  Grundlage  für  das  Weitere  bildet. 
Analog  wie  Segre  Antiprojektivitttt  eingefOhrt  hat,  so  lassen  sich  auch  hier 
noch  Antikollineationen  und  Antikorrelationen  durch  Übergang  zu  konjugiert- 
dual  komplexen  Größen  definieren.  Diese  Transformationen  umfassen  dann 
alle,  welche  aus  dem  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahles  wieder  ein 
solches  hervorgehen  lassen. 

Um  nun  die  zu  entwickelnden  Sätze  möglichst  einfach  und  ohne  un- 
nötige Beschrankungen  aussprechen  zu  können,  ist  es  notwendig,  das  Kon- 
tinuum  der  eigentlichen  Strahlen  zu  einem  abgeschlossenen  im  Sinne  Cantors 
zu  ergänzen,  und  zwar  so,  daß  die  radiale  Projektivität  ausnahmslos  bestimmt 
eindeutig  und  stetig  ist. 

Die  Aufgabe  ist  vollständig  analog  der  in  der  Geometrie  der  Ebene 
auftretenden  Frage  nach  der  Definition  der  uneigentlichen  Punkte  und  durch 
die  Gruppe  der  Operationen  bestinmit.  So  wie  in  der  Ebene  die  Annahme 
der  projektiven  Gruppe  die  uneigentliche  Gerade,  dagegen  die  Annahme  der 
Gruppe  der  Inversionen  den  uneigentlichen  (unendlich  fernen)  Punkt  zum 
Abschluß  des  Kontinuums  erfordert,  so  zeigt  sich  hier,  daß  bei  der  Gruppe 
der  radialen  Projektivitäten  die  Definition  der  uneigentlichen  Strahlen  ver- 
schieden ausfallen  muß  von  der  Definition  eben  dieser  in  der  projektiven 
(Plück  er  sehen)  Liniengeometrie.  Besonders  merkwürdig  aber  ist,  daß  dieser 
Forderung  auf  zwei  verschiedene  Arten  entsprochen  werden  kann.  Algebraisch 
findet  diese  Tatsache  ihren  Ausdruck  darin,  daß  das  Kontinuum  der  Strahlen 
auf  zwei  verschiedene  Arten  auf  vierfach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeiten 
des  Baumes  von  8,  resp.  17  Dimensionen  abgebildet  werden  kann. 

Es  ist  femer  klar,  daß  die  Außerachtlassung  der  Unterschiede  in  der 
Definition  der  uneigentlichen  Elemente  ebenso  zu  Fehlem  fOhren  wird,  wie 
wenn  man  projektive  Sätze  ohne  weiteres,  also  mit  den  Grenzfällen,  auf  die 
Inversionsgeometrie  übertragen  wollte. 

Nach  Erledigung  dieser  besonders  eingehend  behandelten  Fragen  wendet 
sich  der  Verfasser  nun  zu  dem  weiteren  Ausbau  der  Theorie  der  Systeme 
linearer  Gewinde,  der  dazugehörigen  Ketten  und  Kettenkongmenzen.  Dabei 
erfllhrt  auch  die  systematische  Stellung  der  radial  projektiven  Geometrie 
zur  euklidischen  eine  neue  Beleuchtung. 

Eine  auszugsweise  Wiedergabe  ist  aber  schon  wegen  der  Fülle  der  neu 
zu  erklärenden  Gebilde  unmöglich. 

Ein  Anhang  entwickelt  eine  neue  Methode  der  Kinematik,  welche  so 
als  natürliche  Erweiterung  der  Strahlengeometrie  im  radialprojektiven  Sinne 
erscheint 

Es  zeigt  sich  nämlich,  daß  die  Lage  eines  starren  Körpers  (Soma)  zu 
einem  festen  solchen  Körpers  (dem  Protosoma)  durch  die  Verhältnisse  von 
vier  dualen  Größen  gegeben  gedacht  werden  kann.  Damit  erscheinen  die 
Somen  als  ein  dual-quatemäres  Größengebiet,  und  die  ganze  Algebra  der 
linearen  dualen  Transformationen  läßt  sich  für  die  Lehre  von  den  Somen 
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und  Somenketten  verwerten,  da  die  grandlegenden  Formenbildungen  auch 
einfache  geometrische  Bedeutung  haben. 

So  sagt  zum  Beispiel  die  Eovariante  der  vereinigten  Lage  durch  ibr 
Verschwinden  aus,  daß  die  beiden  Somen  durch  Umschraubung  ausemander 
hervoi^ehen.  Aber  auch  eine  bestimmte,  einfache  Metrik  läßt  sich  entwickeb 
und  in  einfacher  Weise  ein  Begriff  der  Entfernung  zweier  Somen  als  In- 
variante gegenüber  orthogonalen  Transformationen  aufweisen,  der  einfach 
aus  der  halben  Drehung  und  der  halben  Schiebung  jener  Sdiiraubung  zu- 
sammengesetzt ist,  welche  das  erste  Soma  in  das  zweite  überfQhrt 

Der  Ausbau  der  so  begründeten  Somengeometrie  wird  nun  nach  den- 
selben Gesichtspunkten  begonnen  wie  die  der  radialprojektiven  Geometrie, 
deren  Weiterbildung  für  vier  Veränderliche  sie  ist 

Bei  dieser  Inhaltsangabe  mußten  wir  uns  begnügen,  dem  Leser  über 
die  wichtigsten  Objekte  und  Gesichtspunkte  zu  berichten,  welche  der  Ver- 
fasser geboten  hat.  Man  mag  hieraus  ersehen,  daß  das  Werk  reichhaltig 
und  eigenartig  ist,  nicht  bloß  in  bezug  auf  Resultate,  sondern  auch,  was 
vielleicht  mehr  ist,  in  bezug  auf  Methoden  und  Auffassungen. 

Innsbruck.  Wibtinoer. 


Veröffentliohiiiig  des  Königl.  Preußisohen  Geodätisolien  InstitatB. 
(Neue  Folge  Nr.  7.)  Aatronomisoh- geodätische  Arbeiten  erster 
Ordnung.  Bestimmang  der  L&ngendifferenz  Fotsdam — Polkowa 
im  Jahre  190L 

Die  Arbeit  enthält  die  Beobachtungsergebnisse  der  deutschen  Beobachter 
Herren  Albrecht  und  Borraß  bei  der  Längenbestimmung  Potsdam— 
Pulkowa  und  hat  im  wesentlichen  die  Form  anderer  Längenbestimmungen 
des  geodätischen  Instituts.  Die  ca.  1  Stunde  9  Minuten  betragende  Längen- 
differenz  wurde  zu  zwei  Dritteln  zu  den  Zeitbestimmungen,  der  Best  zu  den 
Signalwechseln  verwendet. 

Jede  vollständige  Zeitbestinmiung  umfaßte  fünf  bis  sechs  Zenitsteme 
und  einen  Polstern.  An  jedem  vollständigen  Abend  wurden  sowohl  in 
Potsdam  wie  in  Pulkowa  fünf  solcher  Gruppen  beobachtet,  davon  die  erste 
nur  in  Potsdam,  die  letzte  nur  in  Pulkowa,  die  drei  mittleren  an  beiden 
Orten. 

Während  des  Durchganges  je  eines  Sternes  wurde  das  betreffende 
Passageinstrument  einmal  umgelegt  und  zehn  Bepsoldkontakte  in  jeder  Lage 
benutzt.  Das  Niveau  wurde  gleichzeitig  mit  umgelegt  und  so  die  Neigung 
ohne  Umhängen  des  Niveaus  erhalten. 

Der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  aus  je  einem  Kontakte 
Kreis  Ost  und  Kreis  West  ergibt  sich  im  Mittel  aus  den  beiden  Beobaohteni 
etwa  zu: 

n»  =y(0?048)»  +  (0»0228)»sec*  d. 

Bei  Herrn  Alb  recht  scheint  keine  Helligkeitsgleichung  vorhanden  zu 
sein,  wohl  aber  bei  Herrn  Borraß.  Dies  könnte  sich  in  der  Tat  wohl 
dadurch  erklären,  daß  das  von  ersterem  durchgehend  benutzte  Instrument 
81  mm  Öffnung  hatte,  während  das  von  letzterem  benutzte  Instrument  bei 
nahezu  gleicher  Brennweite  nur  68  mm  ö&ung  hatte. 
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Die  PositioneD  der  Sterne  sind  dem  Berliner  Jahrbuche  entnonunen 
worden  mit  Anbringimg  der  Auwersschen  Korrektionen.  Trotzdem  sind 
aber  an  den  Bektaszensionen  noch  Korrektionen  angebracht  worden,  um  das 
Beobachtungsmaterial  homogener  zu  machen.  Diese  Korrektionen  scheinen, 
wenn  man  die  Gesamtheit  der  Resultate  betrachtet,  im  allgemeinen  reell 
zu  sein. 

Die  Signalwechsel  wurden  zwischen  den  Zeitbestinunungen  des  geo- 
dätischen Instituts  unter  strengem  Ausgleich  der  Stromst&rken  ausgeführt 
Obgleich  zwischen  Berlin  und  Petersburg  nur  ältere  Eisendrahtleitungen 
Torhanden  waren,  hat  sich  doch  keine  merkbare  Beeinflussung  des  Resultats 
herausgestellt,  es  bedurfte  aber  kräftiger  Batterien  yon  je  300  Meidinger 
Elementen. 

So  zeigen  denn  auch  die  Werte  ftb:  die  Stromzeit  an  den  verschiedenen 
Beobachtungsabenden  eine  bemerkenswerte  Übereinstimmung. 

Übrigens  haben  die  Beobachter  am  22.  September  die  Stromstärke 
yariiert,  ohne  einen  merklichen  Einfluß  auf  die  Signalwechsel  zu  finden 
(S.  35 — 36).  Interessant  ist,  daß  die  Stromzeit  auf  der  1696  km  langen 
Eisendrahtleitung  Potsdam — Pulkowa  mehr  als  doppelt  so  groß  war,  als  auf 
der  1878  km  langen  Bronzedrahtleitung  Potsdam — Bukarest. 

Die  Kontaktbreite  und  der  tote  Gang  der  Mikrometerschrauben  sind 
durch  wenige  Messungen  sehr  genau  erhalten  worden. 

Der  mittlere  Fehler  der  Uhrkorreküon  aus  einem  Stern  ergibt  sich 
im  Mittel  zu  +0f034,  und  zwar  in  Pulkowa  wohl  infolge  des  ungünstigeren 
Klimas  etwas  größer  als  in  Potsdam. 

Die  Summe  der  persönlichen  und  instrumentellen  Gleichung  ergibt  sich 
zu  —  0'025,  was  hauptsächlich  durch  die  Verschiedenheit  der  angewandten 
Instrumente  bedingt  zu  sein  scheint. 

Der  mittlere  Fehler  eines  vollen  Tagesresultates  ergibt  sich  aus  der 
Übereinstimmung  der  Tagesresultate  untereinander  zu  ±  0"018. 

Greifswald.  W.  Ebert. 

P«  Oflssfeldt.  GrundBÜge  der  astronomisolL-geographiBohen  Orts- 
bestiminiing  auf  Forsohnngsreiflen  nnd  die  Entwicklung  der 
hierfür  maßgebenden  mathematisoh-geometriBOhen  Begriffe.     XIX 

u.  377  S.,    8^     Braunschweig  1902  (auf  dem  Umschlag  1903). 

Dieses  Werk  will  vorwiegend  vom  pädagogischen  Standpunkte  beur- 
teilt werden;  auch  so  scheint  es  nicht  ganz  leicht,  ihm  vollkommen  gerecht 
zu  werden. 

Die  ersten  90  Seiten  befassen  sich  mit  den  geometrischen  und  ana- 
lytischen Grundlagen  des  zu  behandelnden  Stoffes  und  zwar  unter  Voraus- 
setzung der  geringstmöglichen  Vorkenntnisse.  Der  dritte  Abschnitt  leitet 
mit  den  „tatsächlichen  Grundlagen  der  astronomisch -geographischen  Orts- 
bestimmung^ über  zum  engeren  Thema.  Der  Erläuterung  der  verschiedenen 
Koordinatensysteme,  der  aus  der  scheinbaren  Bewegung  der  Himmelskugel 
hervorgehenden  einfachen  Beziehungen  wird  ein  breiter  Baum  gewidmet. 
Der  vierte  Abschnitt  „Zeit  und  Zeitmessung",  bringt  zunächst  die  Definition 
des  Prinzips  aller  Zeitmessung  in  der  Form:  „Durch  identische  Vorgänge 
werden  identische  Zeitintervalle   erfallt".     Dann  folgt  die  Besprechung  der 
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astronomischen  Zeiteinheiten,  der  Ealenderrechnung,  der  Yerwandliing  der 
verschiedenen  Zeitarten  und  eine  Betrachtung  des  Sonnenlaufs  in  seiner 
Wirkung  auf  Elimate  und  Jahreszeiten.  Im  nächsten  Abschnitt  findet  man 
eine  elementare  Darstellung  der  sphärischen  Trigonometrie  und  ihrer 
Anwendung  auf  das  astronomische  Grunddreieck.  Die  Fehlertheorie  des 
Universals  im  6ten  Abschnitt  setzt  die  Kenntnis  des  Instrumentes  und 
seiner  Handhabung  voraus,  unterweist  indes  erschöpfend  im  richtigen 
Gebrauch. 

Auf  Seite  245  —  das  Buch  zählt  im  ganzen  368  Seiten  Text  — 
beginnt  der  Vortrag  der  eigentlichen  „Messungsmethoden  für  Zeit,  Polhöhe 
und  Azimut'%  dem  aber  noch  eine  Erklärung  von  „Uhren,  Uhrkorrektion 
und  Uhrgang",  auf  4^  Seiten  vorangeschickt  ist.  Bei  der  Zeitbestimmung 
mittelst  Zenitdistanzen  wird  das  Universal  angenonunen  und  die  Manipulation 
am  Instrument  und  die  Berechnung  ausAihrlich  beschrieben.  Die  Gangbe- 
stimmung einer  Uhr  nach  dem  Olbersschen  Vorschlag  (Verschwinden  eines 
Sternes  hinter  der  vertikalen  Kante  eines  terrestrischen  Gegenstandes)  schließt 
sich  kurz  an.  Sodann  folgt  eine  wiederum  umständliche  Darlegung  der 
Zeitbestinunung  aus  korrespondierenden  Höhen.  Zur  Polhöhenbestimmung 
wird  auf  9^  Seiten  die  Methode  der  Circummeridianhöhen  gelehrt  und  die 
gleichzeitige  Ermittelung  von  Zeit  und  Polhöhe  durch  die  Beschreibung  der 
indirekten  Methode  erledigt.  Mit  der  Azimutsbestinmiung  durch  die  Sonne 
schließt  dieser  Abschnitt,  für  dessen  sämtliche  Methoden,  wie  nochnuils  hervor- 
gehoben sei,  dem  Universal  der  Vorzug  gegeben  wird. 

Bei  der  Behandlung  der  Fehlereinflüsse  der  verschiedenen  Stücke  des  Grund- 
dreiecks im  8ten  Abschnitt  hat  der  Verf.  die  Grundbegriffe  der  Differential- 
rechnung (bis  auf  den  Taylorschen  Lehrsatz)  auf  6  Seiten  dargelegt  Ohne 
Differentialrechnung  die  Frage  einfacher  zu  lösen,  hätte  eher  in  den 
Rahmen  des  Buches  gepaßt.  ,vDas  nautische  Jahrbuch  und  der  Gebrauch 
fünfstelliger  Logarithmen^^  „Beispiele  für  das  numerische  Bechnen  angestellter 
Beobachtungen^^  „Meridianellipse  und  Gestimsparallaze"  füllen  den  9ten, 
lOten,  Uten  Abschnitt.  Der  12te  bringt  die  „Methoden  der  Längenbe- 
stimmung",   von  denen    eingehend   nur    diejenige    durch    Stembedeckungen 

2  8in«-J 

behandelt  wird.  —  Der  Anhang   enthält  Tafeln  für  loff     .    ^^     und    für 

®  ®   am  1 

2  sin*  — 

ÜberbHckt  man  den  sachlichen  Inhalt  des  Werkes,  so  erkennt  man, 
daß  es  vertraut  gemacht  hat  mit  der  Zeitbestimmung  durch  Höhen 
beim  L  Vertikal  und  durch  korrespondierende  Höhen,  mit  der  Polhöhen- 
bestinamung  durch  Circummeridianhöhen  und  der  Längenbestimmung  durch 
Stembedeckungen.  Einige  andere  Methoden  sind  indes  soweit  gestreift 
worden,  daß  ein  aufinerksamer  Leser  sie  sich  selbst  leicht  wird  konstruieren 
können. 

Straßburg  i.  E.  0.  W.  WlBTZ. 
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8.  Gfinther.  Astronomisohe  Geographie.  16^,  170  Seiten.  Le^>zig  1902. 
Sammlung  Göschen  Nr.  92. 

In  dem  kleinen  Werkchen,  welches  alle  Vorzüge  Günther  scher  Dar- 
stellung aufweist,  fixiert  der  Verf.  das  Programm  der  astronomischen  Geo- 
graphie wie  folgt:  ,yErmittelt  sollen  werden  die  Gestalt  und  Größe  des 
Erdkörpers,  dessen  Bewegungsverhältnisse  im  Räume  und  die  Methoden  der 
geographischen  Ortsbestimmung;  letztere  im  ausdrücklichen  Zusanmienhang 
mit  der  Frage,  ob  das  Koordinatensystem,  auf  welches  man  sich  zu  beziehen 
pflegt,  als  ein  vollkommen  stabiles  oder  als  ein  selbst  in  seiner  Lage  ver- 
änderliches anzuerkennen  sei.'*  Die  hier  angedeuteten  Aufgaben  finden  eine 
ansprechende  und  kurze  Darstellung,  sodaß  nicht  nur  der  Laie,  sondern 
auch  der  Physiker  und  Astronom  das  reichhaltige  in  14  Kapitel  gegliederte 
Buch  noch  mit  Vergnügen  durchlesen  wird.  Den  Wert  des  Buches  erhöhen 
nicht  wenig  die  zahlreichen  historischen  Anmerkungen  und  Hinweise.  Auch 
jedem,  der  als  Lehrer  mit  dem  Gegenstände  zu  tun  hat,  wird  es  sehr  will- 
kommen sein. 

Straßburg  i  E.  C.  W  WmTz. 

C.  J.  Dillmann«  Astronomlsohe  Briefe.  Neue  Folge.  Kometen,  Sonne, 
Fixsterne.     8®.     HL  u.  234  S.     Tübingen  1901. 

In  schlichter  und  klarer  Darstellung  behandelt  der  Verfasser  einige 
Kapitel  der  deskriptiven  Astronomie.  Die  einzelnen  Abschnitte  stehen  in 
keinem  inneren  Zusammenhang;  jeder  Brief  ist  vielmehr  ein  in  sich  ge- 
schlossenes Ganzes.  Durch  zahlreiche  historische  Einstreuungen  wird  der 
Stoff  angenehm  belebt.  Hier  und  da  stießen  uns  zwar  schiefe  Ausdrücke, 
aber  keine  direkten  Unrichtigkeiten  auf.  Auch  die  nötige  Vorsicht  im 
Vortrag  noch  nicht  gesicherten  astronomischen  Wissens  wird  man  dem  Buche 
nicht  absprechen  können. 

Straßburg  i  E.  C.  W.  Wirtz. 

Schubert  (Hamburg).     Nener  ewiger  Kalender  zur  Beatiminnng  des 

Wochentages   für  jedes  beliebige  Datum  naob  und  vor  Christi 

Geburt,  mit  Berücksichtigung  der  Ausnahmejahrg  42  vor  bis  4  nach 

Christi  Geburt  und  zur  Bestimmung  der  Daten  der  christlichen  Feste. 

8®.     6  S.  auf  Carton.     Leipzig  1902. 

Das  übersichtlich  angeordnete  Werkchen  zerfällt  in   5   Tabellen,    von 

denen  I  und  11  der  Bestimmung  des  Wochentages  eines  beliebigen  yorgelegten 

Datums  alten  oder  neuen  Stils  gewidmet  sind.    I  ist  in  3  Tabellen  gespalten, 

gültig  der  Eeihe  nach  für  die   Jahre  nach   Christo,  vor  Christo  und   die 

Ausnahmejahre    42    vor   bis   4    nach  Christo.     Den   gesuchten  Wochentag 

findet  man  recht  einfach  durch  Eingehen  in  2  Tafeln  mit  je  2  Argumenten. 

Tabelle  m   und  IV   vermitteln    in   Verbindung   mit   I   die   Kenntnis   des 

Osterdatums  und  Tabelle  V  die  Festsetzung  einiger  von  Ostern  abhängiger  Feste. 

Straßburg  L  E.  C.  W.  Wirtz. 
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Agtronomle. 

1»  MÖB1U8,  A.  F.,  Aetronomie.  Ghröße,  Bewegung  und  Entfernung  der  Himmelfl- 
kOrper.  (Sammlung  GOschen  Nr.  11.)  10.  verb.  Aufl.  bearb.  ▼.  Walt.  F.  Wislicenus. 
12^  170  S.  m.  86  Abb.  u.  1  Karte  des  nOrdl.  Stemhimmek.   Leipzig,  GMtocheD. 

geb.  in  Leinw.  M.  80. 

DarsteUende  Oeometiie. 

2»  MüLLEB,  Carl  Hsikb.,  und  Pbesleb,  Otto,  Leitfaden  der  ProjeküonBlehre. 
Ein  Übungsbuch  der  konstruierenden  Stereometrie.  Ausgabe  A.  7onugB- 
weise  f&r  Realgymnasien  u.  Oberrealschulen.  Leipzig,  Teubner.  geb.  M.  4. 
—  Dasselbe.  Ausgabe  B.  Für  Qymnasien  und  sechsstuflge  Realaimtalten. 
Ebenda.  geb.  H.  S. 

Meehaiiik« 

8«  Qaubs,  Carl  Fribobich,  Allgemeine  Grundlagen  einer  Theorie  der  Gestalt  tod 
Flüssigkeiten  im  Zustand  des  Gleichgewichts.  Übers,  y.  Rudolf  H.  Weber 
hrsg.  V.  H.  Weber.  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  186.)  Leipzig,  Engelmann.  8*, 
78  S.  geb.  M.  1.20. 

4.  Mbhbtbns,  Gbo.  Chbistoph,  Vorlesungen  über  Statik  der  Baukonstruktionen 
und  Festigkeitslehre.  (In  8  Bdn.)  1.  Bd.  TCinfwiimng  in  die  Grundlagen, 
gr.  8^,  XVI  u.  428  S.  m.  877  z.  Tl.  färb.  Fig.    Leipzig,  Engelmann. 

M.  20;  geb.  in  Leinw.  M.  81. 

6.  Scbbmk,  Jul.,  Festigkeitsberechnung  größerer  Drehstrommaschinen.  gr.  8* 
IV  u.  69  S.  m.  46  Fig.  u.  1  Doppeltaf.    Leipzig,  Teubner.  IL  1.60. 

Physik. 

6.  Atkinbov,  A.  A.,  Electrical  and  magnetic  calculations;  for  the  use  of  electrical 
engineers  and  artisans,  teachers,  students,  and  all  others  interested  in  the 
theory  and  application  of  electricity  and  magnetism.  2^  edition,  revised. 
New  York,  Van  Nostrand.    12mo.     7  -f-  810  pp.  Cloth.  f  1.50. 

7.  Baubb,  Hbdiz,  Telegraphie  ohne  Draht,  Röntgenstrahlen,  Teslalicht.  Eine 
Einführung  in  die  neueren  elektrophysikalischen  Forschungen  und  deren 
praktische  Ausgestaltung.  8^  Vn  u.  880  S.  m.  98  Abb.  Berlin,  Dnncker.    M.  4. 

8.  Bbblinbb,  Abnold,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  in  elementarer  Dai^ 
Stellung,  gr.  8^  XVI  u.  867  S.  m.  3  lith.  Taf.  u.  696  zum  Tl.  färb.  Abb. 
Jena,  Fischer.  M.  14;  geb.  M.  16.60. 

9.  Bobdibb,  H.,  Pr^cis  de  physique  biologique.  2*  ^dit.  revue  et  corrig^.  hi-U 
avec  288  fig.  dont  20  en  coul.  dans  le  texte  et  1  pl.   Paris,  Dein.    Cart.  Ftb.  8. 

10.  BoussnnesQ,  J.,  Theorie  analytique  de  la  chaJeur,  mise  en  harmonie  avec  Ift 
thermod3mamique  et  avec  la  th^orie  m^canique  de  la  lumi^.  Tome  E 
Refroidissement  et  ächauffement  par  rayonnement.  Conductibilit^  des  tiges, 
lames  et  masses  cristallines.  Courants  de  convection.  Theorie  mtoudque  de 
la  lumiöre.    Gr.  8^  XXXTT  et  626  p.    Paris,  Gauthier- Villars.  Fre.  18. 

11.  Clabsbk,  J.,  Theorie  der  Elektrizittt  und  des  Magnetismus.  1.  Bd.  Elektro- 
statik und  Elektrokinetik.  (Sammlung  Schubert  XLL)  8^  X  u.  184  S.  Leipzig, 
GOschen.  geb.  in  Leinw.  M.  6. 
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12«  Fabadat,  Miohaxl,  Ezperimental-Üntenuchimgen  über  Elektrizitftt.  XYI.  und 
XVn.  Reihe.  Hrsg.  ▼.  A.  J.  y.  Oettingen.  (Oatwalds  Klassiker  Nr.  134).  8^ 
103  S.  m.  18  Fig.    Leipzig,  Engelmann.  geb.  M.  1.60. 

18.  —  Dasselbe,  XYIII.  und  XIX.  Reihe.  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  136.)  8^  68  S. 
m.  11  Fig.    Ebenda.  geb.  M.  1.20. 

14.  FoBTscHBiTTE,   Die,   der  Physik  im  J.  1902.    Dargestellt  von  der  deutschen 

physikal.  Gesellschaft.    68.  Jahrg.  1.  Abtlg.    Physik  der  Materie,    gr.  8^  XL 

n.  496  S.    Brannschweig,  Vieweg  &  Sohn.  M.  20. 

15«  GsüNBBBo,  YiKT.,  Hypothese  znr  Thermodynamik.    Versuch  einer  leichtfaßl. 

Darstellung  einiger  Prinzipe   der  Molekulartheorie  mit  Zugrundelegung  der 

Eeplerschen  Gesetze  für  die  Planetenbewegung,   gr.  8°,  VI  u.  78  S.  m.  10  Fig. 

u.  7  Tab.    Leipzig,  Barth.  M.  8. 

16«  Hblpbbstbdi,  A.,  Die  Energie  und  ihre  Formen.    Kritische  Studien,    gr.  8®, 

IV  u.  162  S.    Wien,  Deuticke.  M.  4.20. 

17.  Mahlbb,  G.,  Physikalische  Formelsammlung.    (Sammlung  GOschen  Nr.  186.) 

2.  verb.  Aufl.  12^  190  S.  m.  66  Fig.  Leipzig,  Göschen,  geb.  in  Leinw.  M.  —.80. 
18«  Matthibsen,    Ltidwio,    Die    astigmatische   Brechung  der   Sonnenstrahlen  im 

Regenbogen.     Mit  Anwendung  von   Kettenbruch -Determinanten   dargestellt. 

(Publikationen  des  astronomisch-meteoronomischen  Observatoriums  zu  Rostock.) 

4^  14  S.  m.  9  Abb.  auf  6  Taf.    Rostock,  Boldt. 

19.  MnxBB,  Ain>B.,  Vergleich  der  elektrischen  Kontakt-  und  Influenzwirkung. 
Progr.    gr.  8^  16  S.    München,  Kellerer.  M.  1. 

20.  Retohlbb,  A.,  Physikalisch -chemische  Theorieen.  Nach  der  3.  Aufl.  des 
Originals  bearb.  v.  B.  Kühn.  gr.  8^  Xn  u.  389  S.  m.  Abb.  Braunschweig, 
Vieweg  &  Sohn.  M.  9;  geb.  in  Leinw.  M.  10. 

Tafeln.    Beehenapparate«    Zeiehenwerkienge. 

21«  d'Ocaonb,  Maubicb,  Expos^  synth^tique  des  principes  fondamentaux  de  la 
Noniographie.    In-4^  63  p.    Paris,  Gauthiers-ViUars. 

22.  Pbllbhh,  G.,  Der  Pantograph.  1608.  1903.  Vom  Urstorchschnabel  zur  modernen 
Zeichenmaschine.  Mit  18  Abbildungen  versch.  Pantographen,  7  Textfiguren, 
1  Übersicht  der  Übertragungssysteme.  [Aus:  ,J)eutsche  Mechaniker-Zeitung^^ 
m.  e.  Nachtrag.]    Lex.  8^  20  S.    Berlin,  Reimer.  M.  1. 

28»  ScHBÖDBB,  C,  Die  Bechenapparate  der  Gegenwart,  gesammelt,  geordnet,  be- 
schrieben und  begutachtet.    8^,  112  S.    Magdeburg.  M.  2. 

24«  Tablb  DB  LoGABiTHicBs  k  ciuq  däcimales  des  nombres  naturels  de  1  ä  10  000 
et  des  lignes-trigonom^triques  des  arcs  du  premier  quadrant  dans  les  deux 
syst^mes  de  la  diyision  cent^simale  et  de  la  division  sexag^simale  de  la 
circonfärence,  avec  tm  Supplement  et  un  Formulaire  r^dig^s  par  M.  Chollet. 
in-12^    Paris,  Garnier  fr^re.  Gart.  Frs.  3. 

26.  Vabs,  f.  J.,  Handleiding  voor  het  gebruik  van  de  rekenliniaal  van  Dennert 
en  Pape,  Faber  en  Tavemier-Gravet.  8*,  32  blz.  Rotterdam,  Nijgh  &  van  Ditmar. 

Fl.  —.60. 

26,  WiTKowBxi,  A.  W.,  Tablice  logarytmowe  i  goniometryczne  czterocyfrowe. 
Osobne  odbicie  z  „Tablic  matematyczno-fizycznych^^  autora.  Warszawa,  wy- 
dawnictwo  redakcyi  „Wiadomofici  Matematycznych^^ 

Versehiedeneg. 

27«  HoLZKÜLLBB,  GüsTAv,  Methodisches  Lehrbuch  der  Elementarmathematik.  3.  Teil. 
Lehr-  und  Übungsstoff  zur  freien  Auswahl  für  die  Oberklassen  realistischer 
Vollanstalten  und  höherer  Fachschulen,  nebst  Vorbereitungen  auf  die  Hoch- 
Bchulmathematik.  2.  Aufl.,  im  Anschluß  an  die  neuen  preußischen  Lehrpläne 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Anwendungen  bearbeitet.  8^,  XIV  u« 
370  S.  m.  223  Fig.    Leipzig  u.  Berlin,  Teubner. 
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28.  ScHBEBEB,  E.,  Die  EraftmaBchinen.  Vorlesungen  über  die  wichtigsten  der  snr 
Zeit  gebrauchten  Kraftmaschinen,  für  Zuhörer  aller  Fakultäten  an  der  Uni- 
versität Greifswald  gehalten.  8^  XII  u.  348  S.  m.  66  Abb.  u.  1  Taf.  Leipsig, 
Teubner. 


Eingelaufene  Sohriften. 

[In  dieser  Abteilung  werden  alle  eingelaufenen  Schriften  regeln^ig  aufgefShrl 
Die   Besprechung  geeigneter  Schriften   bleibt  vorbehalten.     Rücksendung  findet 

nicht  statt.] 

Bausb,  Gustav,  Vorlesungen  über  Algebra.  Hrsg.  vom  Mathematischen  Verein 
München.  Mit  dem  Bildnis  Gustav  Bauers  als  Titelbild,  gr.  8^  VI  u.  376  S. 
m.  11  Fig.    Leipzig,  Teubner.  geb.  in  Leinw.  M.  18. 

BoussiNBSQ,  J.,  Theorie  analytique  de  la  ehaleur,  s.  N.  B.  („Neue  Bücher^'),  Nr.  10. 

DicKsoN,  Lbonabd  Euobhb,  Temary  orthogonal  groups  in  a  general  field,  and  tfae 
groups  defined  for  a  general  field  by  the  rotation  group.  Bieprints  from  tfae 
üniversity  of  Chicago  Decennial  Publications.  1*^  ser.  vol.  IX.  4®,  86  pp. 
Chicago,  The  üniversity  of  Chicago  Press.  #  —  .60. 

Fbmknbb,  Hugo,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  den  mathematischen  Unteiricht  an 
höheren  Lehranstalten.  I.  Teil:  Ebene  Geometrie.  4.  umgearb.  u.  vermehrte 
Aufl.    Berlin,  Salle.  M.  8.80. 

Gauss,  C.  Fb.,  Allgemeine  Grundlagen  einer  Theorie  der  Gestalt  von  Flüssig' 
keiten  .  .  .,  s.  N.  B.  8. 

Hblvbhstbim,  A.,  Die  Energie  und  ihre  Formen,  s.  N.  B.  16. 

HiTTOBF,  W.,  Über  die  Wanderung  der  Jonen  während  der  Elektrolyse.  (1853 — 1869.) 
Erster  Teil.  Hrsg.  v.  W.  Ostwald.  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  81.)  8.  erweiterte 
Aufl.    8^  116  S.  m.  1  Taf    Leipzig,  Engelmann.  geb.  M.  1.60. 

.HoLZMÖLLEB,  G. ,  Mothodisches  Lehrbuch  der  Elementarmathematik.  3.  T.,  s. 
N.  B.  87. 

HuraHBNs,  Chb.,  Abhandlung  über  das  Licht  (1678).  Hrsg.  von  E.  Lommel. 
(Ostwalds  Klassiker  Nr.  80.)  In  8.  Aufl.  durchgesehen  u.  berichtigt  von 
A.  J.  V.  Oettingen.    8^,  115  S.  m.  75  Fig.    Leipzig,  Engelmann.     geb.  M.  8. 

Kwibthibwski,  Stefan,  Über  die  Flächen  des  vierdimensionalen  Baumes,  deren 
sämtliche  Tangentialebenen  untereinander  gleichwinklig  sind,  und  ihre  Be- 
ziehung zu  den  ebenen  Kurven.    Diss.    gr.  8^  51  S.    Zürich,  Speidel.    M.  1. 

Maschkb,  Heinbich,  Invariants  and  Covariants  of  quadratic  differential  quantics 
of  n  variables.  Reprint  from  the  üniversity  of  Chicago  Decennial  Pabli> 
cations,  1**  ser.  vol.  IX.  4®,  14  pp.  Chicago,  The  üniversity  of  Chicago 
Press.  ^  —  .86. 

Matthiessen,  L.,  Die  astigmatische  Brechung  der  Sonnenstrahlen  im  Regenbogen, 
s.  N.  B.  18. 

MüLLEB,  C.  BL,  u.  Pbesleb,  0.,  Leitfaden  der  Projektionslehre.  Ausgabe  A  u.  B, 
s.  N.  B.  2. 

Robin,  Gustave,  (Euvres  scientifiques.  Math^matiques :  Th^rie  nouvelle  des 
fonctions,  exclusivement  fond^e  sui  Tid^e  de  nombre.  Gr.  8^.  Paris,  Gauthier- 
Villars.  Prs.  7. 

Scheue,  Jdl.,  Festigkeitsberechnung  größerer  Drehstrommaschinen,  s.  N.  B.  6. 

Schbebeb,  K.,  Die  Kraftmaschinen,  s.  N.  B.  28. 

ScHWEBiKO,  Kabl,  Sommlung  von  Ausgaben  aus  der  Arithmetik  fOr  höhere  Lehr- 
anstalten.   8.  Lehrgang.    8.,  verbesserte  Aufl.    Freiburg  i.  B.,  Herder. 

M.  1.80;  geb.  M.  1.60. 

WiTKowsEi,  A.  W.,  Tablice  logaiytmowe  i  goniometryczne  czterocyfrowe,  s.  N.  B.  86. 
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Neuester  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

Bloohxnaxm,  Vr.  Budolf  in  Kiel,  die  drahtlose  Telegraphie  in  ihrer  Ver- 
blendung für  nautische  Zwecke.  Nach  einem  auf  der  84.  Jahresversammlung 
des  Deutachen  Nautischen  Vereins  in  Berlin  gehaltenen  Vortrftge  dargestellt. 
[24  S.]    gr.  8.     1903.    geh.  n.  JC  —.60. 

Suolierer*  Dr.  A«  H.^  Privatdozent  an  der  Universität  Bonn,  Elemente  derVektor- 
Analysis.  Mit  Beispielen  aus  der  theoretischen  Physik.  [VT  u.  91  S.]  gr.  8. 
1903.    geb.  JC  2.40. 

SurlLhardt.  H.y  Entwicklungen  nach  oscillierenden  Funktionen.  A.u.d.T.: 
Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.  X.  Band.  gr.  8.  geh. 
l.Lfg.  [176  S.]  1901.  n.  JC  6.60;  2.  Lfg.  [S.  177—400.]  1902.  n.  JC  7.60;  3.Lfg. 
[S.  401— 768.]     1908.     n.  ..*;  12.40.     4.  (Schluß-)Lieferung.    1904.    [unter  der  Presse.] 

SrCUoh^  Dr.  phil.  Wilhelm^  Oberlehrer,  Grundriß  der  Elektrotechnik  für 
technische  Lehranstalten.  Mit  248  Abbildungen  im  Text.  [XI  u.  168  S.] 
gr.  8     1902.     geb.  n.  UK  3.— 

ferraxis.  Galileo,  wissenschaftliche  Grundlagen  der  Elektrotechnik. 
Nacn  den  Vorlesungen  über  Elektrotechnik  gehalten  in  dem  B.  Museo  Industrial 
in  Turin.  Deutsch  herausgegeben  von  Dr.  Leo  Finzi.  Mit  161  Figuren  im 
Text.    [XU  n.  368  S.]    gr.  8.     1901.    geb.  n.  JK  12.— 

X*öppl)  Prof.  th.  Aug.^  Vorlasungen  über  technische  Mechanik.  Li  4  Bänden. 
jfX.  8.    Preis  des  ganzen^^Werkes  in  4  Leinwand-Bänden  n.  JC  44. — 

I.  Band.    Sinftthrung  in  die  Mechauilc.    (1.  Aufl.  1898.)    2.  Anfl.    [XIY  u.  412  S.]    1900. 
geb.  n.  Ji  10. — 
IL       —       Oraphisohe  Statik.    (1.  Aufl.  1900.)    2.  Aufl.  [XH  n.  471  S.]    1908.    geb.  n. ..«  10.— 
III.       —       Festigkeitslehre.     (1.  Aufif.  18J7.)   2.  Aufl.    [XVin  u.  612  S.]    1900.   geh,  n.  cÄ12.— 
rV.       —       Dynamik.    (1.  Aufl.  1899.)    2.  Aufl.  1901.     [XV  u.  606  S.]    geb.  n.  JC  12.— 

JColilratisohy  Dr.  F.,  Präsident  der  physikalisch -technischen  Beichsanstalt  in  Char- 
lottenburg, Lehrbuch  der  praktischen  Physik.  Mit  in  den  Text  ^dro^kten 
Figuren.  9.,  umgearb.  Auflage  des  Leitfadens  der  praktischen  Physik.  [XXVH 
u.  610  S.]    gr.  8.     1901.    In  biegsamen  Leinwandband  geb.  n.  JC  8.60. 

— kleiner  Leitfaden  der  praktischen  Physik.    Mit  zahlreichen  in  dea~ 

Text  gedruckten  Figuren.    [XIX  u.  260  S.]   gr.  8.    1899.   In  Leinw.  geb.  n.JC  4..^ 

Ktk'blery  J«;  Baurat  inEßlingen,  die  Proportion  des  goldenen  Schnittes  als  das 
geometrische  Ziel  der  stetigen  Entwicklung  und  die  daraus  hervor- 
gehende Pünfgestalt  mit  ihrer  durchgreifenden  Fünfgliederung. 
Süt  16  Figuren  auf  4  Tafeln.     [36  S.]    gr.  8.     1908.     geh.  n.  JC  1.60. 

— die  Berechnung  der  Kessel-  und  Gef&ßwandungen.    In  zwei  Teilen. 

I.  Teil:  Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen.  Mit  6  Figuren. 
Mit  einem  Anhang:  Welches  Hindernis  versperrt  in  der  Enick-Theorie 
den  Weg  zur  richtigen  Erkenntnis!?    [62  S.]   gr.  8.   1902.   geh.  n.  „ä;  1 . 60. 

XCxudL  A.y  0.  ö.  Professor  an  der  k«  k.  deutschen  technischen  Hochschule  in  Brunn, 
Grundlagen  der  Theorie  und  des  Baues  der  Wärmekraftmaschinen. 
Zugleich  autorisierte,  erweiterte  deutsche  Ausgabe  des  Werkes  The  steam-euffine 
and  other  heat-engines  von  J.  A.  Ewino,  Prof  an  der  Universität  in  Cambridge. 
Mit  802  Abbildungen  im  Text.   [X  u.  794  S.]  gr.  8.  1902.  In  Leinw.  geb.  n.  «^  20 .  — 

^orry«  Dr.  John^  F.  R.  8.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am  Royal 
Uollege  of  Science  zu  London,  höhere  Analysis  für  Ingenieure.  Autorisierte 
deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Robert  Frigkb,  o.  Professor  an  der  technischen 
Hochschule  zu  Braunschweig,  und  Fritz  Süchtino,  Oberingenieur  am  städtischen 
Elektrizitätswerke  zu  Minden  i.  W.  Mit  106  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[X  u.  428  S.]    gr.  8.     1902.     geb.  n.  ^  12.— 

XLouthj  Sdward  John,  Sc.  D.,  LL.  D.,  F.  R.  8.,  etc. ;  Ehrenmitglied  von  Peterhouse, 
Cambridge;  Mitglied  des  Senats  der  Universität  London,  die  Dynamik  der 
der  Systeme  starrer  Körper.    In  zwei  Bänden  mit  zahlreichen  Beispielen. 
Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Adolf  Schepp,  Premierlieutenant  a.  D.  zu 
Wiesbaden.    Mit  einem  Vorwort  von  Professor  Dr.  Felix  Klein  zu  Göttingen. 
gr.  8.     1898.     In  Leinw.  geb.  n.  JC  24.— 
Einseln : 
I.  Sand:   Die  Elemente.    Mit  67  Figuren  im  Text.     [XH  u.  473  S.]    n.  ^  10.— 
II.  (8chlufl-)Band:  Die  höhere  Dynamik.    Mit  88  Figuren  im  Text.    [X  u.  544  8.]   n.  «^tU.- 
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EINLADUNG  ZUM 

III.  INTERNATIONALEN 

MATHEMATIKER-KONGRESZ 

¥0M  8.-I3.  AUGUST  1904  IN  HEIDELBERG. 


Der  AusschuS  fiir  die  Vorbereitung 
des  Hl.  internationalen  Mathematiker-Kongresset: 

A.  erni*TS1>liiieii.  11.  Cantor-HBidtlliero.  H*  Dfdelt^tmBbnro.  W.y*Dytli> 
MtineliQn«  A*  ßiftzmer^knit.  6.  Hnitck-eerlln.  0.  Hntiort^6JltÜiiißn.  F.Kt^lti- 
ej»IUnf tn.  A.  KiieiioN0«Hf Q.  L  KlSiiigtlit^rgt^r-HeldQlbeni.  A*  KriUfr-K 
rulift.  1.  tümth-FreitrurQ.  B.  IMchmke^StitUgari  F.  ll«ytfr-ICi(i1|itit^ry 
O.Rufig«-Htnitovir.  N.Sehutieri-HamljurQ.  F^Sehtir-IUrliniH««  H«A.SolHirftrZ' 
BftHln*    P.StloUUKIe).    I.  P.  Trftulleln«K«dini)»o.    H,  Wülier^Stniibvrg. 


W. 


Wogto  Pn>0ritiiini-Itt«itiil«iio  blttirl  «ai  atcli  m  uranioB  u 
Prof  Dn  A.  Kraz&r,  KarUruhe  i.  B.,  Wettend^raBe  57. 


Zu  Ver^ucbs-  u  J  ocken  ist  eine  kleine  Aecuni n1  !  -     ii* 

natti^rlemii  i  J  j:ileinenten.  12  Ampere  hei  ä^itiiihii^er 
EntliUlunjU:.  sowie  eine  dazu  pH.^st*iHlo  DjnftrnoinasrTiiiiii  luul 
Behalthrett  mit  allen  erfurüerlichen  : 
und  MeBin§t]niiiieiiien  mtm  aufterat  gQnstjgen  i 
%u  verliauteo.    Die  Anlage  ist  ertt  ?or  Imw&er  Zmt  o  . 
and  noch  in  '         *  Ken- 

Qefl*  Axi^  Se  ll>  2  an  die  Expec}?^v 

Zeitschrift,  Ia   .  i4r,  3.  eriiH^Tu 


Tl*»r  i  i. 


Leder  1*c«tetLs  « 


^iT     rl^r    r^ 


ZEITSCHRIFT 
FÜR  MATHEMATIK  UNi) 


HHOBÜNDKT    tU6   DlfftCH   f    0.  Sc:ilt4dMIS^H. 


ORGAN  Fuß  ANGEWANDTE  MATHEMATIK. 


KOENWAKTiO 

■ins    U\rAT     ■'':    TUUCK,   R.  llELMKKt,   t.    Klf.LV, 

RKRAUHURiJKUEN 
van 


B.  TffBHTIfKB      UNO     C.  RÜNOE 


49.  BAND.     3.  HEl-T. 
Attigcgeben  am  17.  KaremW  luas. 


LEIPZIG, 
DBnOK   DXD  TEBLAG   VOH  aaTEOBNEB. 


ZEITSCHRIFT  FÜR  MATHEMATIK  UND  PHYSIK. 

HXBAnBGBaBBlIir  VON  PB07.  Da.  B.  MTnTTMKTn  UHD   FBOV.  DB.  o.  Buvas. 
DBUCE  UND  YNBIiAa  VON  B.  Q,  TSITBNSB  IN  UBIPZia,  F08T8TBABZ1B  8. 


MT  Alle  für  die  Bedaktion  bestünmien  Sendungen  (Briefe,  Mannitlrripte,  Be- 
Benaloneexemplare  n.  s.  w.)  sind  an  den  goBohfiftaführenden  Bedakteiir: 

Prof.  Dr.  B.  Hehmke,  8tattgart|  WeiB^abni^gstraße  20 

an  richten.  Bs  nimmt  aber  auoli  Prof.  Dr.  O.  Bange,  Hannover -^irohrode,  Kaiaer 
WillielmBtr.  9,  Sendungen  für  die  Bedaktion  an. 

■iVT  Die  Herren  Verfiwaer  erhalten  unentgeltlieh  von  gröfleren  Auftötaeii  80 
mit  Umaohlag  versehene  Sonderabdruoke,  von  kleineren  Beitrfigen,  ICtteilungon, 
Besensionen  u.  a.  w,  10  Abzüge  der  betr.  Seiten;  eine  gr6fiere  AnsaÜl  dagegen,  ala  dfo 
genannte,  au  den  HerateUungskösten. 

MT  Jeder  Band  der  Zeitachrift  umfaßt  28  Druckbogen  Jn  4.Heften  und  koatet 
80  Mark;  es  werden  jihrlioh  etwa  elHefte  auagegeben.  Alle  Buchhandlung«!  und 
Foatanstalten  nehmen  Bestellungen  an. 


INHALT  DBS  YOELIBaBNDBN  HBFTBEL 

Seite 

t}ber  die  Sptmmmgskurve  gesättigter  Dämpfe.    Von  L.  Graetz  in  München    .     8S9 
Ein  Beitr<ig  zur  Theorie  der  Nobüisehen  Farbenringe.    Von  Richard  Cfans  in 

Tübingen.    Mit  2  Figuren  im  Text 298 

Gier  ein  Näherungsverfahren  zw  Bestimtmmg  der  wahrscheinlichsten  Form 
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Über  die  SpamLnngsknrve  gesättigter  Dämpfe. 

Von  L.  Graetz  in  München. 

1.  Um  den  Znsammenliang  zwischen  dem  Drack  P  des  gesättigten 
Dampfes  einer  Flüssigkeit  nnd  der  Temperator  zn  finden,  gibt  die 
mechanische  Wärmetheorie  bekanntlich  einen  Weg,  falls  die  Zustands- 
gleichung  des  Korpers  bekannt  ist.  Man  kann  dann  dnrch  Anwendung 
des  zweiten  Hauptsatzes  auf  die  theoretische  und  wirkliche  Isotherme 
drei  Gleichungen  erhalten^  welche  P^  femer  die  spezifischen  Volumina 
V  und  6  des  gesättigten  Dampfes  und  der  Flüssigkeit^  als  Funktionen 
der  Temperatur  zu  ermitteln  gestatten.  Dieser  Weg  hat  einerseits  den 
Nachteil,  daß  bei  Anwendung  einer  der  bekannten  ZustandsgleichungeU; 
die  Gleichungen  derartige  Formen  erhalten,  daß  eine  explizite  Dar- 
stellung von  P  als  f(T)  nicht  möglich  ist.^)  Andererseits,  und  das 
ist  noch  schwerwiegender,  ist  ja  eine  genaue  Zustandsgieichung  noch 
nicht  bekannt.  Die  Van  der  W aal s sehe  Gleichung  ebenso  wie  die 
Boltzmannsche  enthält  zwei  Eonstanten,  welche  aber  in  Wirklichkeit 
unbekannte  Funktionen  von  Temperatur  und  Volumen  sind,  und  bei 
den  anderen  Zustandsgleichungen,  wie  bei  denen  von  Glausius,  sind 
unbestinmite  Temperaturfonktionen  eingeführt,  die  in  jedem  Falle  be- 
sonders bestimmt  werden  müssen.  Da  nun  aber  gerade  die  Ermittelung 
des  P  als  Funktion  der  Temperatur  verlangt  wird,  so  machen  solche 
unbekannte  Temperaturfunktionen  die  ganze  Methode  unbrauchbar. 

2.  Eine  zweite  Methode,  theoretisch  die  Dampfspannungskurve  zu 
ermitteln,  beruht  auf  der  Anwendung  des  thermodynamischen  Potentials. 
Bezeichnet  man  das  thermodynamische  Potential  der  Masseneinheit  ge- 
sättigten Dampfes  mit  V^,  das  der  Masseneinheit  der  Flüssigkeit  mit  % 
wobei  sowohl  ^  als  9  Funktionen  von  Druck  und  Temperatur  sind,  so 
ist  die  strenge  Gleichung  für  die  Dampfspannungskurve 

(1) ^-9  =  0, 

1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    CUusiuB,  Wied.  Ann. 

IS,  S.  686.    1881. 

Zdtschrift  f.  Mathematik  n,  Phyaik.  49.  Band.  1908.  8.  u,  4.  Heft.  19  ^^  ^  ^  ^  T  ^ 
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da  nur  unter  dieser  Bedingung  die  Flüssigkeit  und  ihr  Dampf  im  Gleich- 
gewicht sind  Die  Bedeutung  von  ^  und  g>  ist  nach  der  Definition 
des  thermodynamischen  Potentials 

^  =  M  —  JTs  +  pvy 

worin  u  und  w  die  spezifischen  Energien^  8  und  %  die  spezifi^hen 
Entropien  des  Dampfes  und  der  Flüssigkeit  sind  und  cT'die  Joulesche 
Zahl  bedeutet.  Eine  wirkliche  Ausrechnung  der  Werte  von  ^  und  q> 
und  damit  eine  Darstellung  der  Gleichung  der  Dampfspannungsknrve 
laßt  sich  leicht  durchführen  unter  folgenden  drei  Voraussetzungen: 

1)  Die  genaue  Gültigkeit  des  Mariotte-Gay  Lussacschen  (MGL) 
Gesetzes  für  den  gesättigten  Dampf 

2)  Die  Vernachlässigung  von  6  gegen  v, 

3)  Die   Annahme    der    Eonstanz    der   spezifischen   Wärme  c  der 
Flüssigkeit. 

Unter  diesen  Annahmen  ist  nämlich,   wenn  das  MGL-Gesetz  in 
der  Form 

pv^RT 

geschrieben  wird^), 

w  =  JSr  +  JyT,      w  =  H+  JcTy 

worin  y  die  spezifische  Wärme  des  Dampfes  bei  konstantem  Volumen 
ist  und  H'  und  H  Konstanten  bedeuten,  femer 

Js  =  RE'  +  Jy\o^T+  JBlogf?  =  RW  +  {Jy  +  jB)log  T-  2Jlog|, 

Jx^RE  +  JclogT, 

worin  RE'  und  RE  zwei  neue  Eonstante  sind. 
Daraus  ergibt  sich 

^  «  Ä'  +  T{Jy  -  RE'  +  iJ)  -  T\ogT{Jy  +  R)  +  TRlog^, 

tp^H  +  T{Jc  -  RE)  -  JcTlog T, 

und  die  Gleichung  der  Dampfspannungskurre  wird,  wenn  man  den 
Druck  des  gesättigten  Dampfes  mit  P  bezeichnet^ 

(2)  log|-^'-f-(71ogT, 

1)   S.  wegen   der  Ableitung  L.  Graetz  in  Winkelmanns  Handbnch  der 
Physik  n,  2,  S.  441.    1.  Anfl. 
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die  bekannte   Rankine-Dnpresclie   Formel.     Dann   haben  die  Kon- 
stanten Äy  B,  C  folgende  Bedeutung 


^'  =  (JE?'-^  +  ^?-)-l, 


(3)  ^=^i^^ 

C  ^^±:p>^i. 

Mithin  ist  A'  =  {E'  -E)  +  C. 

Unter  derselben  Annahme  wird  die  Yerdampfongswärme  r  der 
Flüssigkeit  eine  lineare  Funktion  der  absoluten  Temperatur;  denn  es  ist 

Jr  =  T{v  -  6)^=^RT^^-^y^  =  RB--RC'T, 

Es  ist  daher  ff  —  H  gleich  der  Verdampfungswärme  Tq  der  Substanz 
beim  Nullpunkt  und  CR  =  J(c  —  y)  —  R  ist  gleich  der  Abnahme, 
welche  die  Verdampfungswärme  pro  1®  C  erfahrt. 

3.  Die  angefahrten  theoretischen  Voraussetzungen  lassen  nun  die 
Rankinesche  Formel  nur  als  eine  Näherungsformel  erscheinen,  Ton 
der  man  nicht  ohne  weiteres  sagen  kann,  wie  weit  ihre  Gültigkeit  sich 
erstreckt  Da  das  M GL -Gesetz  vorausgesetzt  ist,  die  gesättigten 
Dämpfe  aber  erfahrungsgemäß  schon  bei  nicht  zu  hohen  Drucken  er- 
hebliche Abweichungen  von  diesem  Gesetz  zeigen,  so  erscheint  der  Be- 
reich der  Gültigkeit  der  Formel  hauptsächlich  aus  diesem  Grunde  als 
ziemUch  geringfügig.  Zwar  kommen  hierbei  nicht  diejenigen  Ab- 
weichungen in  Betracht,  welche  das  Produkt  pv  auf  einer  Isotherme 
zeigt,  Abweichungen,  welche  bekanntlich  durch  das  Amagatsche  Dia- 
gramm dargestellt  sind  und  welche  sich  durch  dieses  mit  einem  Blick 
als  sehr  bedeutend  erweisen.  Vielmehr  kommen  hier,  da  zu  jeder 
Temperatur  nur   ein  Druck   und   das   zugehörige   Volumen   ins  Auge 

gefaßt  werden,  nur  die  Abweichungen  in  Frage,  welche  die  Größe  -^ 

mit  wachsenden  Temperaturen  zeigt.    Aber  auch  diese  sind  erheblich 

Pv 
genug.     Nach  den  Beobachtungen  nimmt  der  Wert  von   -^,  welcher 

bei  Gültigkeit  des  M  GL -Gesetzes  konstant  bleiben  sollte,  bei  jeder 
Flüssigkeit  zwischen  der  gewöhnlichen  und  der  kritischen  Temperatur 
auf  die  Hälfte  bis  ein  Drittel  seines  Anfangswertes  ab.   So  ist  z.  B.  bei 

Wasser  nach  den  Beobachtungen  von  Battelli  bei  100^  -=7  =  3362, 

Pv 
bei  der  kritischen  Temperatur  364^  aber  -^  =  1118.    Bei  Alkohol  ist 


19' 
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nach  den  Beobachtungen  von  Ramsay  und  Young  bei  110^  -=  =  985,8, 

Pv 
bei  der  kritischen  Temperatur  243,6^  aber  -^  =426,6.  Bei  Schwefelkohlen- 

Pv 

Stoff  ist  nach  Battelli  für  0^  -^  ==  809,   fOr  die  kritische  Temperatur 

Pv 
21(fi  aber   -^r  =  269.     Und  Abweichungen  von  derselben  Große  sind 

bei    allen  Flüssigkeiten   konstatiert.     Nach   der  Gleichung   von  Yan 

der  Waals  muß  bekanntlich  am  kritischen  Punkt  -f  '^  s  ^^^  ^^^ 

es  bei  0^  gleich  1  gesetzt  wird.  Die  angeführten  Zahlen  stimmen  an- 
genähert mit  diesem  Wert  f  überein.  Diese  erheblichen  Abweichungen 
vom  MGL- Gesetz  beschr^iken  die  Gültigkeit  der  Rankineschen 
Formel  nur  auf  niedere  Temperaturen  und  Drucke.  Immerhin 
müßte  eine  genauere  Diskussion  zeigen,  welche  Abänderungen  an  dieser 
Formel  anzubringen  sind  und  welche  Betrage  diese  erreichen,  um  den 
ganzen  Yerlauf  der  Dampfspannung  bis  zur  kritischen  Temperatur  dar- 
zustellen. Die  oben  angeführte  Ableitung  aus  dem  thermodynamischen 
Potential  erlaubt  sofort  eine  genauere  Untersuchung  der  betreffenden 
Kurve,  wenn  für  den  Dampf  nicht  das  MGL-Gesetz,  sondern  das  Yan 
der  Waalsche  Gesetz  zu  Grund  gelegt  wird,  das  ja  in  der  Hauptsache 
das  Yerhalten  aller  Gase  bis  auf  minder  wichtige  Einzelheiten  zu- 
sammenfaßt. 

4.  Es  soll  also  jetzt  die  obige  Annahme  1  fallen  gelassen  werden, 
und  statt  des  MGL-Gesetzes  das  Yan  der  Waalssche  Gesetz  zu  Grande 
gelegt  werden.  Aber  auch  die  Annahme  2  soll  fallen  gelassen  werden. 
Während  nämlich  bei  niederen  Temperaturen  6  unbedingt  g^en  v  zu 
vernachlässigen  ist,  wird  bei  wachsender  Temperatur  6  immer  großer, 
V  immer  kleiner,  so  daß  der  Fehler  immer  größer  wird.  Bei  der 
kritischen  Temperatur  ist  endlich  6  gleich  v,  also  die  Yemachlässigung 
von  6  durchaus  nicht  erlaubt.  Wenn  wir  also  für  den  Dampf  die 
Gleichung  ,        ^ . 

als  gültig  annehmen,  so  ist  zunächst  die  spezifische  Energie  u  und  die 
spezifische  Entropie  s  desselben  zu  bilden.  Man  hat  dazu  die  allgemeinen 
Formeln^)  ^ 


Js  -  BE'  +  Jy  log  T +y*||  dv. 


1)  S.  z.  B.  L.  Graetz  1.  c.  S.  441. 
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(p\  _     a  dp         B 

u^H'  +  JyT^^, 

Js  =  RE'  +  Jy log T  +  Rlog(v  ~  6). 

Man  ersieht  übrigens  daraus^  daß  von  den  beiden  Konstanten  a  nnd  by 
welche  in  der  Van  der  Waalsschen  Formel  vorkommen,  nur  die  eine 
a  in  dem  Ausdnick  fOr  die  Energie  und  nur  die  andere  b  in  dem  Aus- 
druck für  die  Entropie  vorkommi  So  wie  man  a  die  Druck-  und  6 
die  Yolumenkonstante  des  Yan  der  Waalsschen  Gesetzes  genannt  hat, 
so  könnte  man  sie  auch  als  Enei^ie-  und  Entropiekonstanten  unter- 
scheiden. 

Das  thermodynamische  Potential  des  Dampfes  wird  daher 

t^H'  +  iJy-  RE')T-JyTlogT-^  -  JRTlog(t;  -  b)  +pv. 

Das  thermodynamische  Potential  der  Flüssigkeit  ist 
q>  :=^  H  +  (Je  -  RE)  T -  JcTlogT  +  pe 
und  die  Gleichung 

wird  also 

P(v^6)--RT\og(v^b)-^^-{H'-S)  +  T[J(c-y)  +  R{E'^E)] 

-TlogT(J(.-y)). 
Nach  unserer  obigen  Bezeichnung  (3)  wird  also 
P(v-<t)-Rnog(v-b)-^ BB  +  BiÄ'+l)T-BiC+l)TlogT. 


Wir  fOhren  hier  nach  der  Yan  der  Waalsschen  Gleichung  ein: 


Pv  =  BT+Pb--  +  ^, 

,  BI 

V  —  b 


Dann  wird  nach  Division  durch  RT 

logfi +l««(l  +  p^)--^Er--^Bl  +  i*Br  =  ^  -y-ClogT. 
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Diese  Formel  ist  noch  ganz  streng.  Um  sie  znr  praktischen  Be- 
nutzbarkeit  gerecht  zu  machen,  vernachlässigen  wir  die  Glieder,  welche 
die  Produkte  und  Quadrate  der  Eorrektionsgroßen  a  und  b  enthalten. 
Indem  wir  femer  entwickeln 

Pt;«  =  ^^  +  26BT-2a§^, 

aP 


M^+^hM'+B^)' 


2a  2aP 


erhalten  wir 

log 52-  +  log(l  +  ^^)  -  -^^  -  ^^  =  il  -  ^  -  ClogT. 

Nun  nimmt  die  Größe   ^»77«  von  einem  sehr  kleinen  Wert,  den 

sie  bei  niedrigen  Drucken  besitzt,  mit  wachsendem  Druck  zu  bis  zu 
dem  Maximalwert  H  am  kritischen  Punkt.  Denn  fOhren  wir  die  redu- 
zierten Drucke  €  und  Temperaturen  m  ein,  indem  wir  setzen  P^ix, 

T=^m^,  wo  Ä,  ^  kritischen  Druck  und  Temperatur  bedeuten  (^  =  27^7 

jB^  =  2^  yj,  so  wird  ^f^^  "^  ^ü^  ^^  *°^  kritischen  Punkt  («  =  1, 
m  »  1)  gleich  J^.     In  diesem  Intervall  ist  daher 

^^S  \^  -r  jgf  j,  j      jj,  ip  «      22«  j, , 

und  unsere  Formel  wird 

,       P         aP         P(6  —  h)        Af       ^        ni       rr 
^"^^E-WT^-^BT^-^  --y-Clogr. 

Die  einfeiche  Rankinesche  Formel  erfordert  also  eine  Korrektion. 
Um  zu  ermitteln,  wie  groß  die  Korrektion  im  Maximum  ist^  berechnen 

wir  sie  für  den  kritischen  Punkt  Für  diesen  ist  -^rft  j  ^'^  oben  aus- 
geführt, gleich  JJ,  das  zweite  Glied     LZ      wird  am  kritischen  Punkt^ 

da  dort  ^  =  t;  =  36  ist,  gleich  -g^  =  —  •   Die  beiden  Korrekturen  geben 

also  im  Maximum  den  Wert  —  JJ-  (Dabei  ist  als  Volumeneinheit  das 
Volumen  der  Masseneinheit  des  Dampfes  bei  0^  und  dem  Einheitsdrack 
genommen.)  Man  sieht  sofort,  daß  der  Einfluß  der  Korrektion  um  so 
geringer  werden  wird,  je  höher  der  kritische  Druck  der  Substanz  ist 
Da  die  Abhäi^gkeit  des  6  von  der  Temperatur  nicht  bekannt  ist,  so 
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konnte  man  6  in  erster  Annäherung  konstant  setzen.     Geringer  wird 
der   Fehler  noch   und   zugleich  wird  die  Formel  vereinfachter  durch 

folgende  Betrachtung.    Da  Rd'  ^  27  &'  ^^^'  ^^  ^^ 


4-¥K'+^. 


g    ^27 
iJT        8 
also 

In  dieser  Elammer^  die  im  ganzen  selbst  nur  eine  Korrektion  Yorstellt, 

wächst   6  mit   steigender   Temperatur/  wahrend  —  6  ( 1  H ^r-)    mit 

steigender  Temperatur  abnimmt.  Wir  können  deshalb  diese  Klammer 
als  eine  Konstante  f  einfahren  (genauer  wird  die  Klammer  mit 
wachsender  Temperatur  kleiner  werden)  und  die  Gleichung  unserer 
Kurve  wird 

oder  (a:  +  logR'~A,  ■^'•9  gesetzt) 

(4)  logP-d|  =  -d-f-Clogr. 

Die  Rankinesche  Formel  lautet^  wenn  man  zu  den  Numeri  übergeht 

jr 

(5)  P=:2£Z, 

wahrend  die  vervollkommnete  Formel,  zu  der  wir  gelangt  sind,  heifit 

jr 

(6)  P6"'*  =  ^ 


Da  d  eine  sehr  kleine  Zahl  ist,  so  weicht  e  ^  erst  bei  hohen  Drucken 
merklich  von  1  ab,  während  bei  niederen  Drucken  die  Rankinesche 
Formel  bestehen  bleibt.  Will  man  P  explicite  durch  T  darstellen,  so 
ist  angenähert,  aber  nicht  genau 


logP^Ä-^-ClogT+d^ 


-I 


yC  +  1 


6.  Was  den  Vergleich  dieser  Formel  mit  den  Beobachtungen  be- 
trifft, so  ist  zunächst  zu  erwähnen,  dafi  von  den  drei  Konstanten  der 
Rankineschen  Formel  zwar  A  und  B  willkürliche  Werte  haben,  dafi 
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dagegen  C  durch  die  Nator  der  Substanz  von  vonüierein  bestinunt  ist 
Es  ist  nämlich 

und  da  R  bekanntlich  gleich  J(yp  —  y)  ist,  worin  y^  die  spezifische 
Wärme  des  Dampfes  bei  konstantem  Druck  ist,  so  wird 

Die  Bankinesche  Formel  enthalt  also  nur  jswei  willkürliche  Eon- 
stanten, und  als  solche  ist  sie  auch  für  niedere  Drucke  YoUstaxidig 
brauchbar,  wie  insbesondere  Hertz*)  für  den  Quecksilberdampf  gezeigt 
hat.  Läßt  man  die  dritte  Konstante  C  auch  unbestimmt,  wodurch  man 
nur  die  Form  der  Rankine  sehen  Gleichung  beibehält,  ihre  Bedeutung 
aber  verändert,  so  kann  man  natürlich  diese  weitere  Konstante  so  be- 
stimmen, daß  man  in  sehr  viel  größerem  Intervall  Anschluß  an  die 
Beobachtungen  gewinnt.  In  der  Tat  hat  Bertrand^  für  eine  Anzahl 
von  Flüssigkeiten  durch  diese  dreikonstantige  Formel  eine  Darstellung 
der  Beobachtungen  von  Dampfspannungen  in  sehr  weitem  Bereich  er- 
zielt und  Juliusburger^),  der  sämtliche  vorhandene  Messungsreihen 
nach  dieser  Formel  berechnete,  fand,  daß  sie  in  90%  aller  Falle  die 
Beobachtungen,  bei  denen  keine  Dissoziationen  stattfinden,  im  ganzen 
Verlauf,  sogar  bis  zur  kritischen  Temperatur  darstellt.  In  der  oben 
abgeleiteten  genauen  Formel  (4)  oder  (6)  hat  die  Konstante  G  genau  den 

C  —  y 

von   der  Theorie  vorgeschriebenen  Wert  — ■^'     Die  Formel  enthalt 

7p    7 

also  drei  willkürliche  Konstanten  Ä,  B  und  d,  und  es  war  nach  der 
Ableitung  zu  erwarten,  daß  sie  auch  den  Beobachtungen  sich  gut  an- 
schließt. Die  Konstante  d  ist  dabei  im  wesentlichen  aus  den  Be- 
obachtungen bei  hohen  Temperaturen  zu  entnehmen,  da  das  mit  ihr 
behaftete  Glied  bei  niederen  Temperaturen  keine  Rolle  spielt.  Ich 
habe  so  die  Beobachtungen  von  Cailletet  und  Golardeau^)  am 
Wasserdampf,  bei  denen  die  Drucke  in  mm-Hg  ausgedrückt  sind,  mit 
dem  Wert  G=  4,717  berechnet.  Die  Konstanten  wurden  -4  =  22,8843, 
B  =  2936,6,  S  =  0,0005547,  und  die  Formel  stellte  die  Drucke  bis  auf 
1  —  2%  dar.  Die  maximale  Abweichung  von  den  Beobachtungen  be- 
trägt 1,8%.     Durch  genauere   Berechnung   der  Konstanten  Ä,  B,  d 

1)  H.  Hertz,  Wied.  Annal.  17  p.  198.  1882. 

2)  Bertrand,  Thermodynamique  p.  98.  1887. 

3)  Julinsburger,  Drude  Annal.  3  p.  618.  1900. 

i)  Cailletet  u.  Colardeau,  Joum.  de  phjs.  (2)  10  p.  888.  1891. 
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nach  kleinsten  Quadraten  würde  sich  der  Anschluß  noch  enger  gestalten 
lassen^  doch  liegen  die  Abweichungen  auch  so  schon  innerhalb  der 
Beobachtungsfehler. 

6,  Eine  nicht  unbeträchtliche  Ungenauigkeit  in  der  obigen  Ab- 
leitung scheint  darin  zu  liegen,  daß  die  spezifische  Wärme  c  der  Flüssig- 
keit als  konstant  angesetzt  wurde^  während  diese  in  Wirklichkeit  mit 
steigender  Temperatur  nach  den  Beobachtungen  wachst  Es  ist  aber 
zu  bemerken,  daß  in  den  Ausdruck  für  die  Energie  und  die  Entropie 
der  Masseneinheit  einer  verdampfenden  Flüssigkeit  streng  genommen 
nicht  die  gewohnliche  spezifische  Wärme  c  bei  konstantem  Druck  ein- 
geht, sondern  diejenige  spezifische  Wärme  c'^  welche  die  Flüssigkeit 
besitzt,  wenn  sich  bei  der  Temperatursteigerung  zugleich  der  Druck 
so  ändert,  wie  bei  den  gesättigten  Dämpfen,  das  heißt^  wenn  die  Ver- 
änderung der  Flüssigkeit  auf  der  sogenannten  linken  Grenzkurve  vor 
sich  geht.  Diese  Ghroße  c'  hängt  nach  einer  bekannten  Formel  der 
mechanischen  Wärmetheorie  ^)  mit  c  so  zusammen,  daß 

worin  cc  der  Ausdehnun^koeffizient  der  Flüssigkeit  ist    Da  T  ^ji  mit 

steigender  Temperatur  nicht  unerheblich  wächst,  so  ist  die  Zunahme 
von  c'  mit  der  Temperatur  jedenfalls  yiel  geringer  als  die  von  c,  sie 
könnte  sogar  in  eine  Abnahme  übergehen,  und  der  Fehler,  der  durch 
Eonstantsetzimg  des  c  entsteht,  wird  in  den  meisten  Fällen  unbedeutend 
sein.     Man  wird  daher  die  Formel  mit  drei  Eonstanten 

als  die  theoretische  Gleichung  für  die  Dampfspannungskurve  bis  zur 
kritischen  Temperatur  anzusehen  haben. 

München,  Juni  1903. 
1)  S.  z.  B.  Graetz  1.  c.  Hb  p.  474. 
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Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Nobilisclien  Farbenringe. 

Von  RiCHABD  Gai^S  in  Tübingen. 

Riemann^)  hat  die  Erscheinung  der  Nobilischen  Farbenringe 
theoretisch  behandelt,  ohne  die  Polarisation  zu  berücksichtigen, 
welche  jedoch  den  Vorgang  wesentlich  modifiziert;  berücksichtigt 
wurde  dieselbe  von  H.  Weber.*)  Später  wurde  von  Röiti^) 
eine  Annahme  gemacht,  die  von  Volterra*)  theoretisch  verfolgt 
worden  ist. 

Nach  dieser  Annahme  ist  der  Vorgang  folgender:  Die  Polarisation 
kann  in  einem  gegebenen  Falle  nur  bis  zu  einem  gewissen  Werte  an- 
eine   weitere  Ab- 


lagerung der  polarisierenden 
Substanz  veriuidert  den  Wert 
der  Polarisation  nicht  mehr. 
Wird  die  Starke  des  ein- 
tretenden Stroms  konstant 
erhalten,  so  stellt  sich  be- 
reits nach  kurzer  Zeit  ein 
stationärer  Zustand  her.  Auf 
einem  Teile  der  Elektroden- 
platte ist  das  Masimmn  der 
Polarisation  erreicht,  hier 
kann  der  Strom  hindurch- 
treten,  da  neue  Ablagercmg 
keine  Veränderui^  mehr  be- 
wirkt; an  den  Stellen  jedoch,  wo  das  Maximum  der  Polarisation  noch 
nicht  erreicht  ist,  darf  kein  Strom  in  die  Elektrodenplatte  eintreten, 
da  sonst  die  Polarisation  noch  steigen  würde  und  der  Vorgang  eben 
noch  nicht  stationär  wäre. 

Diese   Bedingungen    sollen   jetzt    in    einem    speziellen  Falle  for- 
muliert werden. 


1)  B.  Riemann,  Werke  S.  66. 

2)  H.  Weber,  Grelles  Journal  Bd.  76,  1872. 

3)  Nuovo  Gimento  vol.  X. 

4)  Atti  della  B.  Accademia  di  Torino  vol.  XVm,  1882/88. 
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Auf  einer  unendlichen  Metallplatte  ^  deren  obere  Grenze  die  xy- 
Ebene  sein  möge^  befinde  sich  eine  Salzlösung  von  unendlicher 
Höhe.  Aus  einer  punktförmigen  Elektrode,  welche  im  Abstand  c 
Yon  der  Platte  sich  befindet,  trete  der  konstant  gehaltene  Strom  j 
aus.  Auf  der  Platte  bildet  sich  dann  ein  Kreis  vom  Badius  a, 
in  dessen  Innern  die  Polarisation  ihren  Maximalwert  —  E  erreicht 
hat.  Bezeichnet  9  das  Potential,  so  mu£  außerhalb  des  Kreises 
dg>/de  ==  0  sein. 

Im  unendlichen  enden  keine  Stromlinien,  sondern  alle  yon 
der  Elektrode  ausgehenden  Stromlinien  münden  auf  der  Platte  in 
einem  Kreise  vom  Badius  a,  d.  L  im  Unendlichen  verschwindet  q> 
wie  l/Bl 

Es  ergibt  sich  abo  folgende  Formulierung  des  Problems: 

(1)  ^g>^0        far  0  >  0, 

(2)  q>  =  T~TW  +  ftuict.  cont.        in  p^ , 

(3)  g> E        für  ^  =  0  und  r  <  a, 

(4)  dq>/dz  =  0  fftr  0  =  0  und  r>a, 

(5)  Ui^p  =  0  im  Unendlichen. 

Diese  Aufgabe  kann  durch  eine  etwas  andere  ersetzt  werden,  bei 
der  die  Flüssigkeit  den  ganzen  unendlichen  Baum  erfüllt.  Im  Punkte 
p,  (Tgl.  Fig.  1)  fügen  wir  eine  punktförmige  Elektrode  Ton  derselben 
Stromstarke  j  hinzu  und  bestimmen  9)  so,  daß  im  ganzen  Baume: 

(la)  z/9  =  0, 

(2a)  9  =  ^Jxjf  +  fanct.  cont.        in  p^, 

(3a)  9  =  —  je;        fBr0  =  O  und  r  <  a, 

(5  a)  Rq>  =  0  im  Unendlichen. 

(4)  wird  aus  Symmetriegründen  Ton  selbst  erfüllt.  Für  positive  0 
stimmt  diese  Lösung  mit  der  durch  die  ursprüngliche  Aufgabe  ge- 
forderten Funktion  überein. 

Das  Problem  ist  mathematisch  identisch  mit  folgendem  elektrosta- 
tischen: Das  Potential  ist  zu  bestimmen,  wenn  in  den  Punkten  p^  und 

Pg  je  die  elektrische  Menge  e  ==  j^  und  auf  einer  Kreisscheibe  vom 
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Radius  a^  zu  welcher  p^  und  p^  symmetrisch  liegen^  die  Menge  —  2e 
sich  befindet. 

In  unserem  Falle  ist  E  gegeben^  und  daraus  bestimmt  sich  der 
unbekannte  Radius  a.^) 

Wir  lösen  die  elektrostatische  Aufgabe  für  ein  verlängertes  Rotations- 
ellipsoidy  gehen  dann  zum  abgeplatteten  über  und  fassen  die  Ereisscheibe 
als  (jrenzfall  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoids  auf 

Durch  folgende  Substitutionen  führen  wir  krummlinige  Koordi- 
naten ein:  

x^  aj/p'  —  1  yi  —  ft^cosg?, 


(6)  y  =  ay^^^=l  V^^^Bm  tp, 

Die  Flächen  q  =»  const.  sind  eine  Schar  konfokaler  verlängerter 
Rotationsellipsoide  mit  der  Exzentrizität  a^  die  Flächen  ft  =  const.  sind 
die  hierzu  orthogonale  Schar  konfokaler  Rotationshyperboloide.  Die 
Oberfläche  des  gegebenen  Ellipsoids  sei  durch  den  Parameter  (> »  po 


Wir  setzen 

(7) 

9  ="  9i  +  9« 

und 

(8) 

also  wird  durch  Entwickelung  nach  Eugelfimktionen: 

(9)     9'i  =  ^2'^^-(«')^-(«'^)^-WtP»a)  +  P-(-l)l  ^9<9v 


«=0 


wo  P^(iK)   die  Kugelfanktion   erster  Art   und  w.  Ordnimg,   QJ^  die 
Kugelfanktion  2.  Art  und  w.  Ordnung  bedeutet*) 
Nun  ist  aber'): 

(10)  ^ 
P,(~l)  =  (-1)«, 

1)  Wegen  des  Vorigen,  insbesondere  wegen  der  Formulierung  des  Problems, 
siehe  H.  Weber,  Die  part.  Differenidalgl.  der  math.  Phys.  Bd.  1,  §  180,  1900. 

2)  cf.  z.  B.  C.  Neumann,  Yorles.  über  die  Theorie  des  Pot.  u.  d.  Kugelfunci 
Kap.  XIV  S.  341,  1887. 

S)  cf.  z.  B.  G.  Neumann,  ibid.    Kap.  II  S.  82. 
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also  wird: 

(11)  9i  -  ;^2'  (^*'  +  ^)  ^«»(?)  ^«*('*)  ««'(«»»^    für  (><  (,,. 
Wegen  (la)  und  (7)  muß  9,  folgende  Form  haben: 

(12)  9»,  -  i2 (2«  +  ^)AQn{Q) P«(*»)- 

Aus  der  Bedingung,  daß  9 "»  9>i  +  9>8  f^  (^  ^  (^0  konstant  sein 
soll,  ergibt  sich,  daß  der  Koeffizient  von  Pn{(i)  in  der  Reihe  für  9  ver- 
schwinden muß,  d.  h.  für  alle  ungeraden  n  ist 

und  es  ist 

(^^)  ^* Q^MT-      fi^''  =  l>2,3,  ...00 

Aus  der  Angabe,  daß  die  Elektrizitatsmenge  auf  dem  EUipsoid 
—  2e  sein  soll,  ergibt  sich 

(14)  A 1 

mit  Hilfe  der  Formel 

welche  sich  als  Spezialfall  aus  dem  Neumannsclien  Integral 


««(?) 


ergibt,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  Pq(u)  =  1  ist. 
Also  ist 

(15)    ^,  =  -  12' (4-  +  1)  ^t!lr^  <^^MPM  -  ^  Qoi9). 

Gehen  wir  zum  abgeplatteten  Rotationsellipsoid  über,  so  haben 
wir  zu  ersetzen  a  durch  -r  und  q  durch  iö,  denn  die  Substitutions- 
gleichungen lauten  für  dieses 


X  =  aYö^  +  1  y  1  —  fi*  cos  g?, 
(16)  y  =  a]/tfM^  ]/l-fi»  sin  9, 
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und  es  wird 

(15a)     ^,  -  -  ^2  (4"  +  !)  ^^^f^  «-(»•*)  ^-0*)  -7  ««(*")• 

Um  den  Wert  Ton  g>2  zn  erhalten  für  den  Fall,  daß  das  Ellipsoid 
in  eine  Kreisscheibe  übergeht^  muß  man  6^  =  0  werden  lassen. 
Nun  ist  aber: 

und 

So  ergibt  sich 

oder 

i  ^o(ttf)  =»  2  arc  ctg  tf, 


oder  da 


wo  arcctgtf<-  ist*), 

(1^)  «p» = ^2'^^''  + 1) ^«*(**^) «».(»*) ^»» - T'^«*«'» 

H arcctgtfarcctgtfi. 

Lassen  wir  in  Formel  (19)  die  Punkte  p^  und  p^  ins  Unendliche 
rücken  und  setzen  wir  —  2c  —  Jf,  so  erhalten  wir  das  Potential  einer 
mit  der  Elektrizitätsmenge  M  geladenen  Ereisscheibe. 

Da  in  diesem  Falle  g?i  =  0  wird,  so  haben  wir 

TLf 

(20)  q>  =  —  arc  ctg  6. 


Nun  ist  aber  nach  (16) 


(16)  r  =  ay^+l>/l-^«. 


1)  cf.  z.  B.  E.  Heine,  Theorie  der  Eugelfanktionen,  2.  Aufl.  1878,  Bd.  1  S.  12. 

2)  cf.  z.  B.  E.  Heine,  ibid.  S.  133.  (Wir  haben  mit  Nenmann  die  Funktion 
Q  definiert;  dieselbe  ist  doppelt  so  groß  als  die  von  Heine  mit  Q  bezeichnete 
Funktion,  also  ändern  sich  alle  aus  Heine  entnommenen  Formeln  dementsprechend.) 

3)  cf.  z.  B.  E.  Heine,  ibid.  S.  162. 
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Daraus  ergibt  sich: 


wo  beide  Wurzeln  mit  dem  positiven  Zeichen  verstanden  sind. 
Also  ist 

(22)  y  =  -arcctgK     %,.        +V(    %^>       )  +  ^<V2' 
Für  £f  =  0  wird 

(23)  y=._arcctgy-^^±-^^, 

wo  dad  obere  resp.  untere  Zeichen  gilt^  je  nachdem  r^a  ist;  es  ist  also 


(24)  9  =  —  arc  ctg  ^ =  —  arc  sm  -     für  r  >  a, 

(26)  9>-vl  filrr<a. 

Somit  ist  der  von  H.  Web  er  ^)  gefundene  Ausdruck  für  das  Potential 


OD 


wo  Jq  die  Besselsche  Funktion  0-ter  Ordnung  und  erster  Art  bedeutet, 
auf  die  Formel  (22)  zurückgeführt;  d.  h.  auf  keine  höhere  Transszendente 
als  den  arc  ctg,  sodaß  die  numerische  Berechnung  des  Potentials  sich 
sehr  einfach  bewerkstelligen  ULßt. 

um  im  allgemeinen  Fall,  wo  p^  und  p^  im  Endlichen  liegen,  nicht 
zu  komplizierte  Formeln  zu  bekommen,  wollen  wir  das  Potential  nur 
f&r  die  xy-TSibene  berechnen,  da  nur  dieses  für  unser  ursprüngliches 
Problem  von  Interesse  ist. 

Wir  haben  also  ft  =  0  zu  setzen. 

Für  Qiy{i6)  führen  wir  das  Neumannsche  Integral  in  folgender 
Form  ein*): 


1)  H.  Weber,  Partielle  Differentialgleichungen  Bd.  1.    S.  329.    1900. 

2)  cf.  z.  B.  E.  Heine,  ibid.  S.  141. 
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dann  wird: 


+i 


(26) 


—i  y=0  ^  ' 


arc  ctg  <y  H arc  ctg  6  arc  ctg  ö^. 


Nennen  wir  den  Abstand  des  Punktes  mit  den  Koordinaten  (f«v; 
f*  =  0  vom  Punkte  p^  oder  p^  i?,  so  ist 

wenn   (>    den  Abstand   des  Punktes   <f  =»  v;   ft  =  0   vom  Eoordkiaten- 
ursprung  bedeutet. 
Also  wird: 

+•• 

(27)     qp,  =  —  j =r arcctgtf  H arcctff  tf  arcctgtf«. 

— * 

Nun  ist  aber  nach  (16) 


(28)  ^-V^^ 

wenn  r  den  Abstand  des  Punktes  d;  f^ »  0  vom  Eoordinatenurspnmg 
bedeutet;  also 


(29) 


2ct    /    dv                  1                     2«          .    Vr«— o* 
g,  = —  / — =T==r arcctg-^ 

-\ arc  ctg  ^^ arc  ctg-- 


Durch  AusfQhmng  der  Quadratur  und  Addition  von  ^^  erhalten  wir: 

2c                  4c                .     e-i/r^  —  a*      2c          .    Vr^  —  a^ 
w  =   , arc  ctg  - 1/  -n — i arc  ctg  ^^ 


(30) 


H arc  ctg  ^^ arc  ctg  -  • 
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Es  läßt  sich  leicht  zeigen^  daß  Formel  (30)^  die  nur  abgeleitet  ist 
för  tf  <  dl,  auch  &a  6>  6^  gilt,  also  in  der  ganzen  a;y-Ebene  besteht. 

Um  das  Potential  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  a  zu  er- 
halten, setzen  wir  r  =»  a;  dann 


ergibt  sich: 

(31)  9o ^(|-arcctg^). 


Fig.  2. 


Für 

das 

Problem 

der 

Nobilischen 

Farbenringe 

ist 

Vo- 

~-E, 

also 

e  = 

3 
4«1' 

—  T? 

3 

£               a-r/>  /»f.fv 

^\ 

wo  arc  ctg  —  <  «^  ist,  oder 


E 


^^arctg^, 


^TtXa 


wo  arc  tg  —  <  —  ist. 


Daraus  folgt  die  transzendente  Gleichung  zur  Bestimmung  von  a 


(32) 


a         .    "^TcXEa            2nXEa  ^ «    .  . 
—  =  ctg ; —  ,  wo  -. —  <  -r-  ist. 


Setzen  wir  ; —  =  x.  so  wird 

3 

Es  handelt  sich  also  darum  (s.  Fig.  2),  den  Schnittpunkt  der  Geraden 

j 

und  des  ersten  Astes  der  Eurye 

y  =  ctga? 

auf  der  Seite  der  positiven  x  zu  bestimmen.    Daraus  folgt,  daß  a  ein- 
deutig gegeben  ist. 


Zeitschrift  f.  Mathemaük  n.  Phyiik.  49.  Band.  190S.  3.  n.  4.  Heft 
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Über  ein  Näherongsverfahren  zur  Bestimmung  der  wahr- 
scheinliclisten  Form  empiriscli  ermittelter  Ennren. 

Von  Franz  Bebgeb  in  Wien. 

Der  Ingenieur  und  insbesondere  der  Eleldrotecliniker  kommt 
häufig  in  die  Li^e^  den  gesetzmäßigen  Verlauf  der  Änderung  einer 
Größe  y  als  Funktion  einer  anderen  Größe  x,  also  die  Gleichung 

y=/-(a5) 

graphisch  darstellen  zu  müssen  durch  Ermittelung  einzelner  Punkte 
nach  irgend  einem  Meßyer£ahren  (Charakteristiken  yon  Maschinen, 
magnetische  Untersuchung  Ton  Eisensorten  etc.).  Die  so  erhaltenen 
Kurven  haben  entweder  den  Zweck,  den  Verlauf  einer  Funktion  im 
allgemeinen  zu  zeigen,  oder  sie  sollen,  falls  der  mathematische 
Ausdruck  des  Gesetzes,  die  Gleichung  y  =  f(x),  unbekannt  oder 
überhaupt  nicht  angebbar  ist,  die  Gleichung  selbst  ersetzen.  Man 
entnimmt  in  diesem  Falle  die  Größe  einer  Koordinate  für  eine 
gegebene  Größe  der  anderen  der  Kurve  durch  Abmessen  (graphische 
Interpolation). 

Dies  setzt  selbstverständlich  voraus,  daß  der  Kurvenzug  mit  solcher 
Genauigkeit  fesi^elegt  sei,  daß  der  durch  Abmessung  daraus  erhaltene 
Wert  mit  keinem  größeren  Fehler  behaftet  sei,  als  mit  Rücksicht  auf 
den  praktischen  Zweck  noch  zulässig  ist.  Diese  Forderung  wird  nicht 
immer  leicht  zu  erfüllen  sein.  Zweck  des  nachfolgend  erläuterten 
Näherungsverfahrens  ist  es  nun,  diese  Aufgabe  zu  erleichtem  und  eine 
einfache  Methode  anzugeben,  nach  der  die  wahrscheinlich  richtigste 
Form  einer  aus  mehreren  (mit  unvermeidlichen  Fehlem  behafteten) 
Beobachtungen  gebildeten  Kurve  näherungsweise  ermittelt  werden 
kann.  Das  Ziehen  der  Kurven  geschieht  meist  mit  freier  Hand 
„nach  dem  Gefühl '^  Dieses  Gefühl,  bei  dem  die  persönliche 
Gleichung  des  Beobachters  eine  große  Bolle  spielt,  soll  tunlichst 
durch  ein  mathematisches  Verfahren  ersetzt  oder  doch  unterstützt 
werden. 

Von  der  Anwendung  des  VerfiEhhrens  sind  von  vornherein  aus- 
zuschließen: 


Digitized  by 


Google 


Von  Fbaitz  Bebqbb.  307 

1.  StaÜstische  Kurven,  bei  denen  es  darauf  ankommt,  ein  genaues 
Bild  des  Verlaufes  der  in  Betracht  kommenden  Gfrößen  (z.  B.  Strom- 
abgabestatistik einer  Zentrale ,  Warenumsatz  etc.)  zu  erhalten.  In 
diesem  Falle  kann  von  einer  ^urve^'  im  eigentlichen  Sinn  des  Wortes 
nicht  die  Rede  sein.  Man  wird  die  den  Beobachtungen  (die  als  genau 
bekannte  Zahlen  yorliegen)  entsprechenden  Punkte  durch  Gerade  yer- 
binden  und  kann  die  so  erhaltene,  gebrochene  Linie  durch  Summierung 
der  Ordinaten  oder  die  von  ihr  und  der  Abscissenachse  gebildete  Fläche 
beliebig  weiter  verwerten. 

Handelt  es  sich  jedoch  darum,  ein  allgemeines  Bild  des  Steigens 
oder  Fallens  der  betreffenden  Größe  (der  Stromabgabe,  des  Waren- 
umsatzes etc.)  zu  gewinnen,  dann  wird  das  Verfahren  mit  Vorteil  An- 
wendung finden. 

2.  In  manchen  Fällen  können  die  veränderlichen  Größen  leicht 
mit  solcher  Genauigkeit  festgehalten  werden,  d.  h.  die  Ordinaten  können 
in  beliebiger  Zahl  für  jede  gegebene  Abscisse  so  sicher  bestimmt 
werden,  daß  beim  Auftragen  der  gefundenen  Funkte  ein  Zweifel  über 
den  Verlauf  der  Kurve  gar  nicht  möglich  ist  Man  braucht  in  diesem 
Falle  nur  die  aufeinander  folgenden  Punkte  durch  eine  elastische 
Linie  zu  verbinden,  um  die  gesuchte  Kurve  nnit  genügender  Genauig- 
keit zu  erhalten.  In  diesem  Falle  ist  natürlich  ein  Naherungsver&hren 
überflüssig. 

Dagegen  findet  das  Verfahren  Anwendung  in  den  FäUen,  in 
denen,  wie  in  Fig.  1,  ein  Kurvenzug  AB  bestimmt  werden  soU 
auf  Grund  der  durch  irgend  ein  Beobachtungsverfahren  (Skalen- 
ablesung, Wägung,'  Längenmessung  etc.)  gewonnenen  Punkte  P^, 
Pg,  P3,  ...  Der  Deutlichkeit  der  Darstellung  wegen  sind  in 
dieser  und  den  folgenden  Figuren  die  Fehler  übertrieben  groß  an- 
genommen. Es  Bei  ÄM^M^  , , .  B  der  theoretisch  richtige  Kurven- 
zug. Der  auf  Grund  der  Punkte  PiP^  ...  „nach  dem  Gefühl'^  kon- 
struierte Kurvenzug  wird  mit  diesem  nicht  genau  zusammenfallen.  Die 
richtigen  Ordinaten  sind  M^Q^,  ^%Qi}  •  •  •  I^ie  abgelesenen  Werte 
PiQiy  Aft;  • .  sind  mit  den  Fehlem  P^M^  =  z/j,  PjJf,  =  z/,,  ... 
behaftet. 

Wir  setzen  voraus,  die  Ablesungen  seien  firei  von  „systematischen^ 
Fehlem  (herrührend  von  unrichtiger  Aufstellung  oder  von  Indezfehlem 
der  Meßinstrumente)  und  nur  mit  „zuf  älligen''  Fehlem  (xmvermeidlichen 
Beobachtungsfehlem)  behaftet.  Erstere  lassen  sich  bei  entsprechender 
Sorgfalt  bei  Vornahme  der  Messungen  meist  vermeiden;  in  vielen 
Fallen  kann  man  auch  ihre  Größe  direkt  oder  indirekt  ermitteln  und 
ab  Korrektur  in  Rechnung  ziehen. 

Digitized  by  VjOOQIC 


308 


Über  ein  Näherungsverfahren  etc. 


Das  charakteristische  Merkmal  der  zufalligen  Fehler  ist,  daß  sie 
keinerlei  Bevorzugung  eines  Vorzeichens  (+  oder  — )  erkennen  lassen. 

Wir  dürfen  daher  annehmen,  daß  von  n  Beobachtimgen  j  mit  positiren 
und  —   mit  negativen   Fehlem    behaftet   sein  werden,   d.  h.   daß  die 

Hälfte  der  gefundenen  Funkte  auf  der  einen  Seite,  die  andere  Halfle 
auf  der  anderen  Seite  des  betrachteten  Kurvenastes  liegen  wird.  Durch 
Umkehrung  dieses  Satzes  findet  man  die  Regel,  daß  man  der  richügen 
Form  der  gesuchten  Kurve  dann  am  nächsten  kommen  wirdj  also  die 
^^wahrscheinlichste'^  Form  derselben  erhalt,  wenn  man  die  Kurve  so 
zieht,  daß  ssu  beiden  Seiten  dersähen  gleich  vide  Punkte  liegen. 

Flg.l. 


Die  absolute  Größe  der  einzelnen  Fehler  z/  ist  selbstverständlich 
eine  verschiedene  und  in  ihrem  Auftreten  in  der  Reihenfolge  der  Be- 
obachtungen an  keinerlei  Gesetz  gebunden.  Dagegen  nimmt  die  Zahl 
der  Fehler  oder  richtiger,  die  Wahrscheinlichkeit  ihres  Auftretens  in 
dem  Maße  ab,  als  ihre  absolute  Große  zunimmt,  so  zwar,  daß  die  Zahl 
der  Fehler  eines  gegebenen  Intervalls  (etwa  0  —  0-1  in  ii^end  einem 
Maßstabe)  in  unmittelbarer  Nähe  des  wahren  Wertes  y  (also  zwischen 
0  und  0  •  1)  größer  sein  wird  als  die  Zahl  der  Fehler  desselben  Inter- 
valls in  größerer  Entfernung  vom  Werte  y  (z.  B.  zwischen  0  •  7  und 
0  •  8).  Mit  anderen  Worten,  kleine  Fehler  werden  relativ  häufiger, 
größere  relativ  seltener  auftreten.  Der  Zusammenhang  zwischen  der 
absoluten  Größe  der  Fehler  und  der  Wahrscheinlichkeit  ihres  Auf- 
tretens (ihrer  relativen  Häufigkeit)  bei  einer  Beobachtungsreihe  ist  ein 
vollkommen   gesetzmäßiger.     Dieses  Gesetz   (das  Laplacesche  Gesetz 
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der  zufälligen  Fehler)^)  tritt  um  so  schärfer  zu  Tage^  je  größer 
die  Zahl  der  vorliegenden  Beobachtungen  ist.  Der  mathematische 
Ausdruck  dieses  Gesetzes  lautet: 

(1)  y-ae- 


A»«* 


wobei  a  und  h  Eonstanten  sind;  die  fQr  jede  Beobachtungsreihe  be- 
sonders bestimmt  werden  müssen,  e  =  2  •  718  . . .  Um  ein  Bild  des 
Verlaufes  der  durch  obige  Gleichung  dargestellten  Kurve  zu  erhalten^ 
tn^en  wir  als  Abscissen  Strecken  auf,  die  den  gewählten  Fehlerinter- 
vallen (etwa  0  —  01,  0  •  1  —  0  •  2, . . .)  entsprechen  (Fig.  2),  wobei 
wir  sinngemäß  die  +  Fehler  nach  rechts,  die  —  nach  links  auftragen. 
Über  jedem  einzelnen  Intervall  als  Basis  konstruieren  wir  mm  ein 
Rechteck,  dessen  Inhalt  gleich  ist  der  Zahl  der  Fehler,  die  in  das  ge- 
wählte  Intervall  fallen   (;sr^,  i^s;  . . .   Zahlen   der  +  Fehler;   0i,  08, . . . 


Zahlen  der  —  Fehler).  Liegt  eine  genügende  Zahl  von  Beobachtungen 
vor  und  hat  man  das  Fehlerintervall  entsprechend  klein  gCTvikhlt,  so 
kann  man  die  aufeinander  folgenden  Rechtecke  durch  eine  Kurve  ABC 
ersetzen,  wobei  natürlich  die  Summe  der  außerhalb  der  Kurve  fallenden 
Flächenstücke  gleich  der  der  innerhalb  liegenden  sein  muß.  Die  von 
der  Kurve  und  der  Abscissenachse  eingeschlossene  Fläche  ABCXOX' 
entspricht  somit  der  Gesamtzahl  der  Fehler.    Bei  n  Beobachtungen  also: 


(2) 
(3) 


^1  +  ^j  + \-h- 


n 
2' 


ß'i  +  z'^  + 


+  ^A  =  V 


Wie  vieLhche  Vei^leiche  ergeben,  entspricht  das  Gesetz  sehr  gut  den 
tatsächlichen  Verhältnissen.  Die  Übereinstimmung  ist  eine  um  so 
bessere,  je  großer  die  Zahl  der  gemachten  Beobachtungen  ist. 


1)  Laplace:  Theorie  snalytique  des  probabilit^s.   Paris. 
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Aus  diesem  Gesetze  können  wir  nun  für  unseren  Zweck  den 
Schluß  ziehen  y  daß  die  Zahl  der  +  Fehler  eines  Intervalls  annähernd 
gleich  ist  der  Zahl  der  —  Fehler  desselben  Intervalls  und  daß  die 
algebraische  Summe  aüer  Felder  annähernd  NuU  sein  und  sich  der  Null 
um  so  mehr  nähern  wird,  je  größer  die  Zahl  der  Beobachtungen  ist 

Bezeichnen  wir  den  mittleren  Fehler  eines  Intervalls  mit  ii,  8f,"- 
bezw.  —  d^,  —  9^7    '  -y  so  ist  denmach  mit  wachsendem  n: 

(4)  e^8t  +  ^2*8  +  . . .  +  ej^Sj,  -  {z[ix  +  ^i*i  +  •  •  •  +  ^itfi)  =  0 
oder 

(5)  Um^;»rf=:0, 

wobei: 

fh.  ~  ^i,       z%^  Si% , , . 
und 

dl  =  tfi,       dj  =  *8  .  . . 
wird. 

Auf  das  Beispiel  Fig.  1  angewendet,  ergibt  dies,  daß  wir  die  an- 
nähernd zutreffende  Annahme  machen  dürfen,  daß 

(6)  ^,  +  ^,  + . . .  +  <  ^2^  =  0. 

Wir  wollen  uns  nun  vorstellen,  jeder  Punkt  P^,  P,, . . .,  P,  sei 
mit  einem  beliebigen,  aber  für  alle  Funkte  gleichen  Gewicht  g  behaftet 
Dieses  „Gewicht^',  das  wir  vielleicht  „graphisches  Gewicht^'  benennen 
woUen,  sei  durch  einen  Ereis  von  beliebigem  Flächeninhalt  (um  jeden 
einzelnen  Punkt  als  Mittelpunkt  beschrieben)  dargestellt  (Fig.  3).  Wir 
benutzen  hierzu  die  Punkte  des  Beispiels  Fig.  1.  Um  nun  Punkte  zn 
erhalten,  die  der  wahren  Kurve  AB  naher  liegen,  vereinigen  wii  je 
zwei  benachbarte  Punkte  zu  einem  einzigen,  indem  wir  den  Schwerpunkt 
je  zweier  benachbarter,  starr  verbunden  gedachter  Punkte  bestimmen. 
Er  liegt  im  Halbierungspunkte  der  Verbindungslinie  der  beiden. 

Wir  verbinden  also  alle  Punkte  der  Reihe  nach  durch  Gerade  und 
erhalten  die  gebrochene  Linie  P^P^, .  .P^,  Hierauf  halbieren  wir  die 
Strecken    PiPj,    P^Pz}  •  •  •;  Pe-P?    ^^^    erhalten    die    Schwerpunkte 

Pl;    P%}   •  •  •;   Pe- 

Wie  aus  Fig.  3  hervorgeht,  liegen  diese  Punkte  der  wahren 
Eurvenform  bereits  ziemlich  nahe;  sie  liegen  alle  der  Kurve  AB  niSker 
als  die  Punkte  P^P^ . . .  P^.  In  vielen  Fällen  kann  diese  erste  An- 
näherung bereits  genügen,  um  durch  die  gefundenen  Punkte  P'{Pi...Pi 
eine  Kurve  zu  legen,  deren  Form  vom  „Gefühl"  nicht  mehr  sonderhch 
beeinflußt  werden  kann.  Genügt  die  erste  Annäherung  nicht,  dann 
kann  man  das  Verfahren  auf  diese  Punkte  nochmals  anwenden  (Ziehen 
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und  Halbieren  der  Strecken  PiPi,  PiPi,  . . .,  PsPS)  und  erhält  die 
Schwerpunkte  Pi'Pi' , . .  PjJ'.  Wie  man  sofort  erkennt,  sinkt  die  Zahl 
der  erhaltenen  Punkte  nach  jedesmaliger  Anwendung  des  Verfahrens 
um  1.  Bei  n  gegebenen  Punkten  wird  daher  das  Verfahren  im  Maximum 
(n  —  l)mal  angewendet  werden  können.  Führt  man  dies  bei  dem 
vorliegenden  Beispiel  durch,  so  würde  man  finden,  daß  der  durch  die 
letzte  Annaherui^  gefundene  Punkt  PJ^  keineswegs  der  wahren  Eurre 
am  nächsten  liegt,  wie  anzunehmen  gewesen  wäre.  Daß  dies  nach 
dem  bisher  Gesagten  auch  gar  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht,  geht 
schon  daraus  hervor,  daß  man  ja  nicht  wissen  kann,  wie  groß  die  An- 
näherung ist,  die  man  bereits  nach  der  ersten  Anwendung  des  Ver- 
&hrens  erzielte.    Dazu  bedürfte  es  der  Kenntnis  der  absoluten  Gfroße 

Fig.  8. 
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und  Richtung  jedes  einzelnen  Fehlers  imd  der  wahren  Form  der  Kurve, 
was  nach  unserer  Voraussetzung  ausgeschlossen  ist.  Dafür,  wie  oft  das 
Ver£Ediren  anzuwenden  ist,  kann  keine  B^gel  angegeben  werden,  das 
richtet  sich  nach  dem  jeweilig  vorhegenden  Fall.  Als  RicfUschnur  kann 
nur  dienen,  daß  man  das  günstigste  Resultat  wahrscheinlich  dann  er- 
zielt hat,  wenn  sich  durch  die  gefundenen  Punkte  eine  mehr  oder 
weniger  „elastische  Linie''  legen  läßt,  was  durch  die  gegebenen  Punkte 
nicht  geschehen  konnte.  In  den  weitaus  meisten  Fällen  wird  eine  oder 
höchstens  zwei  „Annäherungen''  genügen.  Dann  ist  auch  die  An- 
wendung des  Verfahrens  wegen  seiner  Einfachheit  für  den  Praktiker 
von  Wert  und  zu  empfehlen.  Öfteres  Anwenden  macht  die  Sache 
immer  unübersichthcher  und  praktisch  wertlos.  Insbesondere  an  flachen 
KurvensteUen  werden  die  neuen  Punkte  den  alten  so  nahe  fallen,  daß 


weiteres  „ Annähern"  zwecklos  wäre. 
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Anknüpfend  an  die  Bemerkung,  daß  wir  das  ^^Gewicht^'  eines 
Punktes  (P^,  Pg,  . . .)  durch  die  Fläche  eines  Kreises  darstellen  woUeii, 
können  wir  nun  das  Gewicht  der  in  erster  Annäherung  gefundenen 
Punkte  (Pi,  P2,  .  . .)  als  graphische  Schwerpunkte  je  zweier  gegebener 
Punkte  durch  je  eine  doppelt  so  große  Kreisfläche  darstellen;  die 
Punkte  der  zweiten  Annäherung  {Fi',  Pi\  . . .)  durch  eine  yiermal  so 
große  Kreisfläche  u.  s.  w.  Wenn  wir  im  Sinne  des  oben  Gresagten  mit 
der  „Annäherung'^  nicht  über  ein  vernünftiges;  durch  den  jeweiligen 
Fall  bestimmtes  Maß  hinausgehen;  können  wir  damit  die  Vor- 
stellung yerbinden;  die  Größe  der  E[reisfläche  stelle  das  ^^Gewicht^  des 
Punktes  als  Maß  der  Einflußnahme  auf  die  Form  der  Kurve  dar. 
Diese  Anschauungsweise  darf  selbstverständlich  streng  genommen 
nur  auf  die  ersten  Annäherungen  ausgedehnt  werden,  da  alle  ge- 
fundenen Schwerpunkte  von  sämtlichen  benutzten  Einzelpunkten 
beeinflußt  sind. 

Der  Beweis,  daß  durch  das  beschriebene  YerfEÜiren  tatsächlich 
eine  genauere  Bestimmung  der  wahren  Kurvenform  möglich  ist^ 
kann  aus  den  wiederholt  angeführten  Gründen  nicht  mathematisch 
erbracht  werden.  Wir  wollen  ihn  durch  folgende  Überl^ongen 
ersetzen: 

1.  Gesetzt,  zwei  benachbarte  Punkte  P^  und  Pj  Is^en  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  (unbekannten)  Kurve.    Der  Fehler  des  Halbierungs- 

punktes  Pi  der  Verbindungslinie  P^P^ 
(Fig.  4)  wird  annähemd  (wegen  der 
unbekannten  Krümmimg  des  Kurren- 
stückes zwischen  den  Abscissen)  gleich 
der  Differenz  der  Fehler  der  gegebenen 
Punkte  sein.  Ist  die  Krümmung  des 
Kurvenstückes  M^M^  eine  so  große, 
daß  diese  Annahme  unzulässig  wird, 
dann  reichen  die  Punkte  P^P^  zur 
Bestimmung  der  Kurvenform  über- 
haupt nicht  aus,  und  es  müssen 
weitere  Punkte  zwischen  P^   und  P, 

bestimmt  werden,  soU  die  Kurve  noch  praktischen  Wert  besitKen  und 

nicht  durch  bloßes  Schätzen  gefunden  sein. 

2.  Liegen  zwei  benachbarte  Punkte  auf  derselben  Kurvenseite,  so 
wird  der  Fehler  des  gefundenen  Näherungspunktes  P[  annähemd  gleich 
sein  dem  arithmetischen  Mittel  der  Fehler  der  Punkte  P^  und  P,. 

a.  Liegen  die  Punkte  auf  der  konvexen  Seite  der  Kurve,  dann  ist 
der  Fehler  kleiner  (Fig.  5), 


Vlg.4. 
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b.  liegen  sie  auf  der  konkayen  Seite  der  Kurve;  dann  ist  der 
Fehler  großer  als  das  arithmetische  Mittel  (Fig.  6).  Dieser  Fall  ist 
der  ungünstigste  für  das  Naherungsverfahren,  da  letzteres  den  Fehler 
zu  yergrößem  strebt.  Er  wird  jedoch  teilweise  ausgeglichen  durch  die 
nach  dem  Laplaceschen  Gesetze  zu  erwartenden  Punkte,  die  auf  der 


Fig.  6. 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


anderen  Eurvenseite  liegen.  Das  Maß  der  Erümmimg  des  Kurven- 
Stückes  M^M^  entscheidet  wieder  dafür ;  ob  die  Funkte  zur  einwand- 
freien Konstruktion  der  Kurvenform  überhaupt  ausreichen. 

Das  beschriebene  Verfahren  setzt  uns  femer  in  den  Stand,  folgendem 
Umstand  Rechnimg  zu  tragen:  Gesetzt  den  Fall,  wir  hatten  Grund  zur 
Annahme,  bei  der  Bestimmung  eines 
Punktes  P  wäre  aus  irgend  einer 
Ursache  ein  Fehler  unterlaufen,  der 
großer  ist  als  der  durchschnittliche 
Fehler  der  übrigen  Punkte.  Man  wird 
dies  auch  daraus  erkennen,  daß  der 
Punkt  P  im  Vergleich  zu  den  anderen 
Punkten  auffallend  weit  von  der  Kurve 
abliegen  wird  (Fig.  7).  Diesen  Punkt 
können  wir  zur  Konstruktion  der 
Kurve  unter  der  Bedingung  heran- 
ziehen, daß  wir  seine  Einflußnahme 
auf  die  Kurvenform,  sein  „graphisches 

Gewicht^^,  entsprechend  herabsetzen.  Hierzu  müssen  wir  eine  zahlenmäßige 
Annahme  treffen.  Wir  wollen  als  einfaches  Beispiel  annehmen,  sein 
„Gewicht^'  sei  blos  %  von  dem  der  beiden  Nachbarpunkte.  Dann  liegt  der 
graphische  Schwerpunkt  der  Strecke  PqP  in  Pi,  der  der  Strecke  PP^ 
in  P\  Wir  haben  somit  nach  der  ersten  Annäherung  mit  den  Punkten 
Po  und  P'  zu  rechnen  und  sind  der  wahren  Kurvenform  näher  ge- 
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kommeiL  Es  verstellt  sicli  von  selbst,  daß  diese  Axt  der  Fehler- 
bewertung  ihrer  Unsicherheit  wegen  nur  selten  in  Anwendung  kommen 
kann  und  nach  Tunlichkeit  vermieden  werden  wird.  Als  Eonsequenz 
des  allgemeinen  Verfahrens  der  Bestimmung  „graphischer  Schwerpunkte^ 
bietet  sie  immerhin  Interesse. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dafi  der  Einfluß  des  Fehlers  eines 
Punktes  auf  die  richtige  Eurvenform  nicht  an  allen  Stellen  einer  Eurve 
derselbe  ist,  sondern  von  der  Neigung  der  Eurve  gegen  die  Eoordinaten- 
achsen    abhängt.     Hätten    wir    beispielsweise    (Fig.  8)    an  Stelle   des 


richtigen  Punktes  M^  den  mit  dem  Fehler  /i  behafteten  Punkt  P^  ge- 
funden und  benutzt,  so  wäre  die  Eurve  an  der  betreffenden  Stelle  um 

2^'  =z/  •  cos« 

falsch  gegen  die  richtige  Eurve  AB^  also  um  einen  Betrag,  der  un- 
bedingt kleiner  ist  als  der  absolute  Fehler  des  Punktes  Pj.  a  ist  je- 
doch der  Neigungswinkel  der  Tangente  an  die  Eurve  in  N^.  Der  be- 
gangene Fehler  ist  daher  proportional  dem  cos  des  Neigungswinkels 
der  Eurve  zur  o; -Achse  an  der  betrachteten  Stelle.  Er  liegt  zwischen 
den  Grenzen  0  und  J  (dem  absoluten  Fehler  des  beobachteten  Punktes). 
Bei  M^  bezw.  Ps  liegen  die  Verhältnisse  analog,  wie  aus  der  Fig.  8  zu 
ersehen.  Bei  M^  ist  der  Fehler  ein  Maximum  («  /f).  Der  Emßuß 
der  Beobachkmgsfehler  auf  die  Kurve  ist  daher  um  so  größer,  je  geringer 
die  Neigung  der  Kurve  0ur  ÄbsdssencuJise  ist  und  um  so  Meiner,  je  größer 
diese  Neigung  ist. 

Zusammenfassung. 

Für  die  graphische  Darstellung  von  Beobachtungsreihen,  die  nur 
mit  zufälligen  Fehlem  behaftet  sind,  haben  wir  folgende  Anhaltspunkte 
zur  Ermittelung  der  wahrscheinlich  richtigen  Eurvenform: 
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1.  Auf  jeder  Seite  der  richtigen  Kurve  werden  aniuLhemd  gleich 
Tide  Beobachtungspunkte  liegen. 

2.  Die  algebraische  Summe  aller  Beobachtungsfehler  wird  annähernd 
=  0  sein. 

3.  Aus  den  Beobachtungspunkten  lassen  sich  durch  Bestimmung 
der  ^graphischen  Schwerpunkte"  nach  dem  oben  beschriebenen  Ver- 
£Evhren  Punkte  finden^  die  der  richtigen  Eunre  naher  liegen  als  die 
gegebenen  Punkte. 


Über  die  Kreiselbewegimg  an  der  Erdoberfläche. 

Von  Olüf  Eraoh  in  Nykdbing-Falster  (Dänemark). 

In  meiner  Dissertation^)  habe  ich  gezeigt^  daß  die  Eulerschen 
Koordinaten  der  Pendelachse  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
und  ihre  Differentialquotienten  ausgedrückt  werden  können,  auch  wenn 
man  die  erste  Potenz  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  mit  in 
Rechnung  nimmt,  vorausgesetzt,  daß  die  Trägheitsmomente  bezüglich 
zweier  auf  einander  und  auf  der  Pendelachse  senkrechter  Achsen  durch 
den  Aufhängepunkt  des  Pendels  von  gleicher  OröBe  sind. 

In  dieser  Abhandlung  soll  gezeigt  werden,  daß  dieses  Ergebnis 
seine  Gültigkeit  behält,  auch  wenn  das  Pendel  am  Anfang  der  Be- 
wegung eine  Drehung  um  die  Achse  erhalt,  also  auch  für  die  Bewegung 
eines  schweren  symmetrischen  Kreisels.  Daß  die  Bewegungsgleichungen 
des  Kreisels  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  ausgedrückt  werden 
können,  wenn  man  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  nicht  ins  Auge 
faßt,  ist  seit  lange  wohl  bekannt. 

Während  dieser  Untersuchung  werden  wir  die  kanonische  Form 
der  Differentialgleichungen  der  relativen  Bewegung  benutzen,  die  zuerst 
von  Bour*)  gegeben  worden  ist 

Dieses  Oleichungssystem  ist,  wie  bekannt: 

dt  dpj^^      dt   '^  dq^'  (*-i. «...») 


wo 


Ä-^,    und     »~U+K+G-T. 


1)  Stadier  over  Pendnlbevaegelsen,  Eöbenhavn  1902. 

2)  Jonmal  de  math.  pure  et  appl.,  2**""  ser.  t.  Vm.  pag.  1—61. 
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T  ist  die  lebendige  Kraft  der  relativen  Bewegung,  T^  die  der  absohten, 
demnach 

-=i|-.[(S)'+C^)'+Q)l. 


WO 


ay  ßj  y  sind  die  Komponenten  der  angenblicklichen  Drehung  nach 
den  beweglichen  Achsen.  TJ  ist  das  Potential  der  äußeren  Kräfte. 
Femer  ist 

n  n  n 

(Uf  V,  w  die  Komponenten  der  Beschleunigung  des  Anfangspunktes 
nach  den  beweglichen  Achsen),  und 


I 
Ermittelung  der  Punktionen  T^,  ö,  Cr+  -JT  und  H. 

Der  ünterstützungspunkt  des  Kreisels  wird  mit  A  bezeichnet; 
AR  ist  die  Achse  des  Kj^isels,  AP  und  AQ  sind  zwei  auf  einander 
senkrechte  Geraden  durch  Ay  die  senkrecht  auf  der  Achse  stehen.  Die 
Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  diese  Koordinatenachsen  werden  mit 
Jr9  Jp}  Jq  bezeichnet  Jp  und  Jq  sind  einander  gleich.  Außer  diesem 
Koordinatensystem  fuhren  wir  noch  ein  anderes  -4  —  MNP  ein.  J.P  ist 
die  —  positiv  nach  unten  —  gerichtete  Lotlinie  des  ünterstützungs- 
pimkteS;  die  der  M  ist  positiv  nach  Süden,  die  der  N  positiv  nach 
Westen  gerichtet. 

Die  Ebene  [APQ]  schneidet  die  Ebene  [J.MN]  in  einer  Geraden, 

deren  positive  Richtung  F  so  bestimmt  ist,  daß  (ü^  JT)  =  +  -^  (-^  ^^  ^® 
positive  Richtung  der  Projektion  von  AR  auf  die  Ebene  [-4.MN]). 
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Wir  führen  nun  die  drei  Eulerschen  Winkel  (BP)  =  Ö,  (rP)=:'(p, 
{FM)  =»  if  ein.  Bedeuten  p,  q,  r  die  Komponenten  der  augenblick- 
lichen Drehung  nach  den  Achsen  AP,  AQy  AR,  so  ist^  wie  bekannt: 

j)  =  cos  9  •  ö'  +  sin  ö  sin  9  •  ^' 

(1)  g  =  —  sin  9?  •  ö'  +  sin  ö  cos  9?  •  ^' 
^  =  9>'  +  cosö  •  ^'. 

Führt  man  in  den  Ausdruck 

diese  Werte  ein^  dann  erhält  man 

(2)  T-  I .  \Jv .  (ö'>  +  sin«0  .  ^'«)  +  JkCy'  +  cosö  .  ^OT- 

Werden  nun  die  Koordinaten  eines  willkürlichen  Punktes  im 
Systeme  ^~MNP  durch  {x,  y,  z)  bezeichnet,  dann  ist 

G  =  I  .J[{yy  -  ß^y  +  {ag  -  Yxy  +  {px-  ayy]dm, 

die  Integration  über  den  ganzen  Kreisel  erstreckt.    Hier  ist 
a=»ncosA,    ß^O,    y^nsmk. 

k  ist  die  geographische  Breite  des  Ortes,    n  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Erde.    Diese  (}r5£e  ist  =  c  •  jj^  • 
Wir  erhalten  demnach 

ö  -  ^  . /[y«  +  (oJsinA  -  xr cos A)*] dm . 

Dieses  Integral  ist  das  Trägheitsmoment  des  Kreisels  in  Bezug  auf 
eine  Gerade  durch  den  ünterstützungspunkt,  parallel  mit  der  Drehungs- 
achse der  Erde. 

Bedeuten  8^y  8^,  8^  die  Kosinus  der  Winkel,  welche  diese  Achse 
—  positiv  nach  Süden  —  mit  den  Hauptträgheitsachsen  des  Kreisels 
einschlieBt,  dann  ist 

Man  hat  aber 

8i  ==  cos  A  .  cos  (PM)  +  sin  A  cos  (PP) , 
*g  =  cos  A  •  cos  (^M)  +  sin  A  cos  (^P) , 
dj  =  cos  A  •  cos  (UM)  +  sin  X  cos  (BP) . 


Digitized  by 


Google 


318  t]rber  die  Ereiselbewegang  an  der  Erdoberfläche. 

Werden  nun  in  diese  Gleichungen  die  Werte  für  cos  (TM)  usw.  ein- 
gesetzty  und  führt  man  in  den  letzten  Ausdruck  für  G  die  so  erhaltenen 
Werte  ein,  dann  ei^bt  sich 

(3)         ö  =  y.  [e/Jp  —  (Jp  —  Jji)  (sin  A  cos  ö  —  cos  A  sin  ^  sin  ö)*] . 

Es  bleibt  nun  übrig,  um  die  Funktion  H  zu  erhalten,  ?7  +  -K  zu 
berechnen.     Man  hat,  wenn  m  die  Masse  des  Kreisels  bedeutet: 


d{U+K)       dU 
dx        ~~  dx 

'tnu, 

d(ü+K)       du 
dy             dy 

-  mVj 

d{JI+K)      du 

dB           ^   dz 

-  mw. 

U  bedeutet  hier  das  Potential  der  Erde.  Man  überzeugt  sich 
leicht  davon ^),  daß  man  von  der  Anziehung  des  Mondes,  der  Sonne 
und  aller  andern  Himmelskörper  absehen  kann.  Von  dem  Widerstände 
der  Luft  sehen  wir  gleichfalls  ab. 

Man  sieht,  daß  'j~~)  ~j~9  'T~  ^^^  Komponenten  der  Erdanziehung, 

während  —  mUy  —  mt;,  —  mw  die  Komponenten  der  Zentrifugalkraft 

sind.    Also  sind     ^  ^ — \     ^  ^ — -,  —-^ — -  die  Komponenten  des 

Gewichts  des  Teilchens  dm^  wie  man  dieses  beobachtet. 
Demnach  hat  man: 

d{ü+K)  d{U+Ki^^      d{ü+K)_ 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  gibt  U+  K==^  ^9^o  (^o  ^*  ^® 
jgr-Koordinate  des  Schwerpunktes).  Wird  die  Entfernung  des  Schwer- 
punktes von  dem  Unterstützungspunkte  mit  l  bezeichnet,  dann  er- 
gibt sich 

siQ'^l  cos  0 

und  demnach: 

(4)  U+K^^mglcosO 
Jetzt  ist 

(5)  H=mgleoBe  +  ^'  {Jv{e''  +  sm^O  - 1'")  +  Jr-  (<p'  +  oos0  -i^J}. 


1)  Dies.  S.  8—10. 
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Statt  d'y  fp'y  if'  führt  man  in  H  die  nenen  Yariabeln  S,  ^,  V 
ein^  die  dadurch  bestimmt  sind;  daß 


Man  hat  aber 


tind 


5  =  df  ""^^"^^y' 

1^  =  ^  +  nsinA  •  x  —  ncosA*  e, 
g  =  -^  +  ncosAy. 


Also 

Tj  =  T+  G  +  nBmXJ{xy'  —  yx')dm  +  n<ioslj(^0''-zy')dm. 

Nun  ist 

/  (ary'  —  yx')  dm  =  cTp  (yj>  +  y^g)  +  cTk  •  y^r, 

indem 

yi-cos(PP),     y,  =  co8(ÖP),     ys  =  cos(i2P), 

«1  =  cos  (PM) ,    a,  =  cos  (^M) ,    «j  =  cos  {BM) , 
woraus^  wenn  man  einsetzt  und  ausrechnet, 

/  (xy'  —  yx")  dm  =-  (Jp  sin*  0  +  Jr-  cos*  ö)  •  ^'  +  Jr  cos  ö  •  g)', 

/  (y^'  —  ^y ')  ^w»  =  Jp  cos  ^  •  ö'  +  (cTp  —  Ja)  sin  ^  sin  0  cos  ö  •  ^' 
—  cTiiSin^  •  sinö  •  ip\ 

Im   obenstehenden  Ausdruck  für  T,    führt  man  diese  Werte  ein 
und  erhalt: 

^1  =  1-  {«^p(Ö"  +  sm^Ö  •  *'')  +  e7i(9>'  +  cosö  .  *0*}  +  (^ 
+  nsinA  •  {(Jpsin*Ö  +  JüCos*0)  •  ^'  +  JrCosO-  g>') 
+  n  cos  A  •  { Jpcos^  •  ö'+(Jp-- Jij)sin^sindco8Ö  •  ^'— c^sin^sind-^') . 
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DifFerentiiert  man  in  Bezug  auf  d\  9?'  ^',  so  wird  erhalten: 

J  /TT 

^  =  ö  =.  «7p  •  ö'  +  neTp  COB  A  COS  ^ , 

dT 

-—A==0  =,  J^  .  (g)'  -^  C08Ö  •^')  +  ne/ii  •  (sin  A cos ö  —  cos  A sin ^ sind), 

^  =  5'''=  cos  6 '  O+J^BiD^O  •  ^'+We7'psinö  •  (sinAcosö+cosAsin^cosö). 

Wenn  man  diese  Gleichungen  in  Bezug  auf  g>'  +  cosd  •  ^',  d'  und  ♦' 
auflöst^  so  ergibt  sich 

9>'  +  cos  ö  •  ^'  =  -^r —  n  •  (sin  A cos ö  —  cos  A sin^ sin 0) , 
ö'  =»  -T —  n cos  A cos ^ , 

^  =  — - — ;-— ,— -  .  (gm  A  sm  0  +  cos  A  sm  ^  cos  9) . 

^  c/psm'd  Bind    ^  '  ^         '^ 

Führt  man  diese  Werte  in  (5)  ein^  so  erhalt  man: 

(6)        +  M  •  9  •  cos  A  cos  ^  +  n  *  ^  •  (sin  A  cos  ö  —  cos  A  sin  ^  sin  0) 
+  n r—^ (smAsinö  +  cosAsm^cosO). 


n. 

Die  kanonische  Form  der  Bewegongsgleiohungen. 

Die  Differentialgleichungen   der  Bewegung   sind   nun   den  in  der 
Einleitung  angeftihrten  Gleichungen  zufolge 


1) 

dq>            dH 
dt"       d0' 

2) 

d<^       dH 

dt^dtp' 

s) 

de            dH 
dt          de^ 

4) 

dB       dH 

dt      de* 

ß) 

d^            dH 

dt^     dy' 

e) 

dV  dH 
dt        dtl>' 

(1) 


Aus  (1)^  erhalt  man^  da  H  9)  nicht  enthalt^ 

d0 

^  =  0,    woraus     0  =  C. 
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Es  wird  im  folgenden  bequem  sein  C '^  (iJr  zu  setzen.^) 
Aus  (1)*  ergibt  sich: 

dw  ^  ~"  f*«^il  C08  Ö 

^  —  ft j — z-j-x COS  ö  —  n  (sin  A  cos  0  —  cos  il  sin  ^  sin  0) 

+  n  •  cot  ö  •  (sin X sin ö  +  cos  A sin^ cos  0) ; 

aber  —  wie  früher  gefunden  ist  — 

W  —  ft  J«  C08  6  ^ 

— J  ain'g — ^*  +^g^(smAsmÖ  +  coBAsin^cosö), 

und  demnach 

(2)  ■~+cosö-^  =  r=»ft  —  n-  (sin  Z  cos  ö  —  cos  A  sin  ^  sin  ö) , 

eine  Gleichung,  die  auch  früher  gefunden  worden  ist. 

Hat  man  vermittelst  der  vier  letzten  Gleichungen  (1)  6  und  ^ 
als  Funktionen  von  t  bestimmt,  dann  erhalt  man  g>  aus  (2)  durch 
Quadratur. 

Die  Werte  von  H  in  (1)*»  *»  *»  •  eingesetzt  gibt  nun 

(3)  d*  ™  J — ncosAcos^, 

(4)  _ mgUme^i^^j- ^^ 


cotö    r^—t^JRGOseV  coflXam^    W-^iuJ^cobB 

"^      /t»      L         Bin  6         J        **  *       Bin  e  sin  0  ' 


/rx       d'^  .     ,  1  y— f*/»C08e 

(ö)     ^  =•  —  nsm  A  +  ^^ — r-^ r-^ neos  Asm^cotö, 


(6) 


dW 

— -  =»  —  n  •  Ä  •  cos  A  sin  ^  —  n/te/ft  cos  A  cos  ^  sin  ö 


g'  —  ft J»  cos  6  ^  ^ 

+  n r-^ cos  A  cos  iff  cos  ö  .*) 

'  Bind  TT  / 


Aus  (2)  sieht  man,  daß  (i  die  Winkelgeschwindigkeit  ist^  welche 
der  Kreisel  am  Anfang  der  Bewegung  um  die  Figurenachse  erhalt. 
Es  folgt  hieraus  für  das  Pendel,  da£  die  Drehung  der  Erde  allein  im 
stände  ist,  eine  Drehung  um  die  Pendelachse  hervorzubringen. 

Betrachten  wir  die  dreiseitige  Ecke,  welche  durch  die  Lotlinie 
(positiv  nach  unten),  die  Pendelachse  und  eine  Gerade  durch  den  An- 

1)  C  ist  nftmlich  die  Projektion  des  LnpolseB  auf  die  Figarenachse  dea 
KreiBels. 

2)  ?  ist  die  Projektion  des  Impulses  auf  die  Vertikale,  und  man  sieht  hieraus, 
daß  9*,  wenn  man  n  vernachlässigt,  konstant  ist. 

Zeitoohriffc  f.  Mathematik  V.  Physik.  49.  Band.  190S.  S.  u.  4.  Heft.  21  /^  1 
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ÜEUigspunkt  parallel  mit  der  Drehungsachse  der  Erde  (positiv  nach 
Süden,  Richtung  F)  bestimmt  wird,  dann  ist 

(JJP)  =  Ö,    (FP)-|-A,    (rR)^x. 
Der  Baumwinkel  gegenüber  der  Ecke  x  ist 

(MBi)=.(Mr)  +  (ri?,)  —  |-t 

und  also 

coB^  =  cosdsinA  —  sinOcosAsin^. 

Demnach  ist,  wenn  fi  =  0, 

r  ==  —  ncosa;. 

Wird  eine  Ebene  durch  den  Auf  hängepunkt  parallel  mit  dem  Äquator 
der  Erde  gelegt,  so  wird  die  Bewegung  um  die  Pendelachse  osdUierend, 
wenn  diese  Achse  im  Laufe  einer  Schwingung  des  Pendels  durch  die 
Ebene  geht,  was  nicht  geschehen  kann,  falls  die  größte  Elongation 
kleiner  ist  als  die  geographische  Breite  des  Ortes.  Auf  dem  Äquator 
wird  die  Achse  immer  zwei  Mal  in  jeder  Schwingung  die  Ebene  passieren, 
die  Bewegung  also  hier  immer  oscillierend  werden;  anderswo  aber 
immer  rotierend,  wenn  die  Elongation  kleiuer  als  die  Breite  des 
Ortes  ist. 

m. 

Integration  der  Bewegongsgleichungen« 

Die  Oröfie  H  enthält  zweierlei  Glieder,  nämlich  solche,  die  n  als 
Faktor  enthalten,  und  solche,  in  welchen  dieser  Faktor  nicht  yorkommt 
Werden  diese  zwei  Arten  von  Gliedern  beziehungsweise  Hg  und  \\ 
bezeichnet,  dann  hat  man 

H-Hi  +  Hg. 

Man  kann  aber,  weil  n  =  c  ^^ ,  Hg  als  unendlich  klein  amiehmen 
und  demnach  als  eine  die  Bewegung  störende  Funktion  ansehen,  deren 
EinfluüB  wir  vorläufig  vernachlässigen  werden. 

Dann  haben  wir 

und  demnach 

a  —  ft /jj  cos  0 


H^^mglcose^^  [|!  +  ^  Vj  -  i 


/p8in*ö 


Die  Zeit  kommt  in  dieser  Gleichung  nicht  explicite  vor,  und  wir 
können  also  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
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durch  Differentiation  ansf&hren,  falls  man  das  vollständige  Integral  der 
Differentialgleichung 

Hl  +  Ä  =  0 

dV  dV 

finden  kann.    In  Hj  soU  9  durch  ^   ersetzt  werden,  und  ä  =  —  g^  • 

Wenn  man  dann 


setzt;  wird  man  zur  Bestimmung  von  W  die  Oleichung  erhalten 

(1) 


dW 


sin«  e  '  (^«  =  «Tpsin*  e  .  (2Ä  +  2  mgl  cos  0 -ii^Jr)- (a-(iJn  hob  Oy, 

wovon  sich  als  vollständiges  Integral  ergibt: 

(2)     Tr=  fyjpBin^e'{2h+2mglcoa0-^^jR)'-'{a--(ijRCOBey'^+at+h. 

Die  Große  unter  dem  Wurzelzeichen  werde  mit  X  bezeichnet. 
Jetzt  erhalt  man: 

F  =  -  Äf  +  CyX  •  ^  +  a*  +  &•    Q>  spielt  im  folgenden  keine  ßoUe.) 
Die  Bewegungsgleichungen  der  nicht  gestörten  Bewegung  sind  nun 

(3)  S—>  +  -''ß^-^ 

(4)  f_  /•(— l-^.»»?''»_jt 

^  ^  da  ^     J         BinÖ-yX 

L  und  M  sind  willkürliche  Eonstanten. 

Wird  in  X  —  0,  cos  ö  =  a?  gesetzt,  so  erkennt  man  ohne  Schwierig- 
keit, daß  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  sind.  Sie  seien  mit  x^j 
x^j  x^  bezeichnet. 

-I<x^<x^<+1,    x^<-l. 

Aus  (3)  wird  jetzt  durch  bekannte  Transformationen  erhalten: 

^'^    y    mgl'{X^'-X^)         I    |/(l_yl)(l— A;«yl)' 

und  daraus 

(5)  cos  ö  =  rr^  sn*  u  +  x^  cn*  w, 
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indem 


-  =  (^~^)1/^^ 


-^) 


Gehen  wir  nun  zur  Hamiltonschen  partiellen  Differentialgleicliimg 
fÖr  die  von  der  Drehung  der  Erde  gestörte  Bewegung  des  Kreisebi  über, 
so  ist  bekanntlich  diese  Oleichung 

(6)  ^_H,-H,-0, 

worin 

H,  =  n  •  ö  •  cos  il  coB  ^  +  w  •  *  •  (sin  il  cos  ö  —  cos  A  sin  ^  sin  6) 

+  n r— g —  •  (sin  A  sin  9  +  cos  A  sin  ^  cos  0). 

Wenn  man 

setzt  (Wi  entspricht  den  Gliedern  in  H^  und  ist  demnach  unendlich 
klein),  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  W^  —  indem  wir  alle 
Glieder,  die  unendlich  klein  von  höheren  Potenzen  als  die  erste  sind, 
vernachlässigen  —  die  partielle  DifiEerentialgleichung 

2     dW    dW^    ,         2  /dW  r  /j\    ^'^i       o      <*  ^  .^a  i /»na  i», 

T-  '  -37r  •  -yTT-  +  -^ — r-^-?.  '  \-3 II  Jr  COS  0)  '     ,     ■  —  Zn'-TTT'COSXCOBy 

Jp     de       de    ^  JpBm*e    \d^        f*e/ÄWPvy      ^^        s^f^     ^Q 

—  2n  fiJn  •  (sin  A  cos  ö  —  cos  A  sin  ^  sin  0) 

(-j—  —  fi  J^  008  e\  (Bin  X  Bin  6  +  cob  X  sin  ^  coa  6) 


-2n 


sind 


Das    dieser   Gleichung    entsprechende   System   simultaner  Differential- 
gleichungen ist  bekanntlich  —  nach  Reduktion  — 

Jpde       Jpsinedf-^ 
yx      ^ — ftJjjCosO 

. dW^ 

n(coB  l  COB  a^yX—  ^  Jjj  COB  ;i  Bin  -^  +  a  sin  I  sin  ö  +  «  cos  X  ain^  cos  Ö) 

Hieraus  erhält  man 

a  —  iiJj,C0Be  /*a  — ttJpCOBÖ     ^       ^ 

^  sinO.yX  ■  J     sinei/Z 
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Führt  man  diese  Werte  für  ^  ein^  dann  ergibt  sich 

W^iß,  ii)  =-  nJp  cos  l '  /cos  t  -  dO  -  n(ijRjp  cos  l  -  /*^  dO 

+  naJp  sin  A  •  /  ^^  •  dO  +  naJp  cos  X  •  /  .?E.^^L.  (^g. 
Wir  haben  demnach  für  F  die  vollständige  Losnng: 
F  =  -  Ä<  +  fCcTi?)  +  J^  'd0  +  ai;  +  b 

(7)  +  nJp  cos  A  .  /cos  ^ de  -  hiiJrJp  cos  A  •  T^^  dö 

+  nae7psinA'  i^^dd  +  naJpcoBX  •  1  °"^  ,_- °    dö. 

In  den  Gliedern,  die  den  Faktor  n  enthalten^  müssen  wir  ims  den 
oben  für  ^  gefundenen  Ausdruck  eingesetzt  denken. 

Nun  ist,  wenn  von  Gliedern,  die  unendlich  klein  höherer  Ordnung 
sind,  abgesehen  wird: 

(70  J,.ß0d0  =  t+L. 

Um  if  zu  berechnen,  führen  wir  durch  die  Gleichung 
a;  =  cos  ö  =  a:^  sn'  f?  +  iCj  cn* «; 
die  neue  Variable  v  ein.    Man  erhalt 

dir  =  —  2  •  (a^  —  ic^)  sn  f?  •  cn  t?  •  dnt?  •  dv 
x  —  x^  =  (x^  —  Xi)  dn* «?,    a;  —  05,  —  (a:,  —  os,)  cn* «;,    rc,  —  a:  =»  (rPg  —  a:^)  sn* «; 
und  demnach: 

* ""     "  y^mglJpix^-^x,)  J  [l+a:,-(«a-«,)8n«ü][l -x^+{x^—x^)9n*v] 

Wird   die  Größe   unter   dem  Integralzeichen   in  Partialbrüche  zerl^, 
dann  ergibt  sich 

(8)  »-g-y^;^j^.(^_,^)'{(a  +  f^Jk)J\ 


+  (a  -  l^J^)ft^:c,  +  (t^-x,)sn^v]' 


Die  Funktionen  unter  den  Integralzeichen  sind  doppeltperiodische  mit 
den  Perioden  2K  und  3iK\ 
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Führt  man  die  Bezeicliniingen 

ein,  so  kommt: 


if-C- 


l       x^  —  x^   J  sn}v  —  8n*a'^  x^  —  X^  J  au* v  —  an* ß]' 

Wird  dnrch  f  die  Integration  längs  der  Begrenzung  der  Perioden- 
p 
rechtecke  bezeichnet^  hat  man  bekanntlich: 

ji-. .  f  ,^'    ,    ■  ^j^  -  r  (=  Konfltante). 

2« t  ^  en" I?  —  an"  a     H{8  —  t?)  ^  ^ 

P 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der 
Residuen  der  Funktion  unter  dem  Integralzeichen. 
Die  ünendlichkeitsstellen  dieser  Funktion  sind 


e  =  v,    a,    -a 

1. 

g  =  Vi 

^^- m*v-ai*et' 

2. 

«-«; 

Reo                     *                  H'(,v-a) 
2  an  «  ■  cn  « ■  dn  o     H(v  —  a) 

3. 

»  =  — 

«; 

Rcfl               *                B'(f>  +  «) 
8anacn«-dna     H(v-\-tt) 

Demnach  ist 

r—  . 

1 

1                 /STiv-u)       STiv  +  ^y 

an"©  —  an' a       2  an  a  •  cn  a  ■  dn  tt 
Wird  V  =  iK  gesetzt,  dann  ergibt  sich 

2  8nacnadna    \ir(»JSL'  — a)         H{%K'  -{-«))  ^  ana-cnadna  *  B(a) 
und  also  schließlich: 

^ ^  .  [9  .  5^  +  ^^(^~«)  -  £>±!L)1 

an*©  —  an*«       2anacna-dna    L        0(a)    '    -ff(v  — «)         fi^(ü  +  «)J 
Vertauscht  man  a  gegen  ß^  so  erhalt  man  hieraus: 

an*©— an"/?        SanjJ.  cn/J- dn/J  *  L     '  S{ß)  """  H{v  —  p)         H(v  +  ^J 
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Die  Oleichung;  deren  Wurzeln  x^,  x^,  x^  sind,  ist  aber 

^+  2w^ZJp  '^  %mglJp  '^ 

^tnglJp  ""^• 

Man  hat  demnach: 

(i--x)(i-^)(i-^)=   ^^\ 

und  also: 


y^mglJp 
y2mglJp' 


-l/,.i.y(l+X,)(l  +  ^)(l+^«); 


1,,.      y(l-a:,)(l-:«i)(l-:^). 


(i/j  das  Vorzeichen  für  a  +  f* Ja,  v,  für  a  —  fiJÄ.) 
Hieraus  ergibt  sich: 


=         Vi  •  »  •  o    .      . FT } 


2ana-ciia*dna  ^  2-(a-|-  fi'/j^ 


1  .    («8— «i)-V2m^ZJp.(Ä,— a^i) 

=  —  v,  .  t  • 


2Bn/}cn/?dxi/}  >  2(a  — fiJj^) 

Führt   man  diese  Werte  in  die  oben  für  --z 1—  und  — = =-5 

ßn't?  —  an"a  fax*v  —  ßn"^ 

erhaltenen  Ausdrücke  ein,  dann  ergibt  sich: 

2    'r 'ö(/J)  "»"  -ff(o-ft         -ff(t»  +  ftJ 
und,  wenn  man  integriert,: 

Wir   werden   erstens   den  Fall  betrachten,   da£   Vj  =  v,  =  v.     In 
demselben  ist 
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Aus  (7)  und  (7')  folgt  als  die  erste  integrierte  Bewegungsgleichung: 

(11)  -t  +  j,-J^^.de 

wird  ftr  ^  die  in  (10)  gefundene  Größe  eingesetzt,  und  es  soll  be- 
wiesen werden,  daß  man  diese  Summe  allein  durch  Jacob i sehe  Funk- 
tionen ausdrücken  kann,  sodaß  die  Bewegung  des  Kreisels  durch  diese 
Funktionen  und  ihre  Ableitungen  beschrieben  werden  kann.  Dieses 
Ergebnis  ist  —  soviel  mir  bekannt  —  neu,  indem  die  Bewegungs- 
gleichungen  des  Kreisels  bis  jetzt,  wenn  man  den  Einfluß  der  Drehung 
der  Erde  beachtet  hat,  Quadraturen  erhalten  haben,  die  man  nicht 
durch  bekannte  Funktionen  ausdrücken  kann. 


Es  ist  nach  (10) 

/cos  t'de  =  cos  C /cos  i;.  de  -  sin  C  Ain  U-  dB, 

cos?7=i.  >^^^^^^J     'VW^W^ 

L«(«)^Ö(/^)J         -|/g(y+tt)-jg(t?  +  P)\ 

und  weiter: 

,    2(j5^  —  a^)-8nv-cnt7-dno      ,     _^  2-8nv-cnv-dnv  ,^ 

yi  —  (iB,  Bn*t7  +aJ3  GH"»)*  i  •  ]/(bii* © ~  an" a) (an" v  —  sn^ft       ' 

man  hat  aber 

und  die  entsprechende  GUeichung  für  /);  demnach  ist: 


,^  ^ 2k '  B(tt)  •  S(ß)  •  0*(t?)   an  t? '  cm?  •  dn  t? 


rfv. 


i  ■  e*(o)  ■  Vir(t7  +  a) .  H[v  —  «)  •  H{v  +  ft   Hiv  —  /?) 
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Bfan  erhalt  dann,  wenn  kurz  -37-r  +  -^^  durch  ST  bezeichnet  wird 
(A)  J'cofl^.dö=.(icoBO+v8inC?).ifc.^^gj^ 

8(g_e(g   r  e'W  enr-dno-dt;. 


Die  zwei  Integrale  in  (A)  werden  wir  mit  J^  und  J^  bezeichnen. 
Setzen  wir 

ö  W  j  *        -CT  /  \ 


BO  sieht  man,  daß  F^(v)  eine  doppelperiodische  Funktion  zweiter  Art 
ist  mit  den  Perioden  2K  und  2iK'  und  zugehorenden  Multiplikatoren 

1  und  e'  .    Bilden  wir  demnächst  die  Funktion 


so  ist  diese  auch  eine  doppelperiodische  Funktion  zweiter  Art  mit 
denselben  Perioden  und  Multiplikatoren  als  Fi{v).    Wird 

gesetzt,  so  erhalt  fi(v)  an  der  ünendlichkeitsstelle  t; »  0  das  Residuum 
1.  Die  Funktion  F^{e)  -  f^{v  —  z)  ist  nun  doppelperiodisch  erster  Art 
und  hat  an  der  ünendlichkeitsstelle  e  =  v  das  Residuum  —  F^{v). 

Wir  werden  nun  die  gewohnliche  Hermitesche  Methode  zur  Zer- 
legung einer  doppelperiodischen  Funktion  zweiter  Art  in  Elementen 
benutzen.^)  Zuerst  muß  aber  der  Hauptteil  der  Reihenentwickelungen 
för  F^{fs)  in  der  Umgebung  der  drei  Unendlichkeitsstellen  —  iK\  —  a, 
—  ß  berechnet  werden. 

Man  erhalt  auf  die  gewohnliche  Weise  för  ~  iiT' 

H'(o) .  e(a) •  e(/j)  * ^  '  z' 

Gleichfalls  fOr  —  a 

H{a)-H,{a).e,{p^)         1 
H'(o)-  ö(o)     H{a  —  f>)'z^ 

und  för  — /J 

H(ß)  •  H,(fi)  •  9,{P) 

1)  Compt.  Bend.  T.  86.  p.  693. 
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Jetzt  ergibt  sich  nach  Hermite  a.  a.  0. 


(12)  '^  ^  "  "  H'(o).e(a).e(ft  •  ^  •  ^l(^  +  '^) 

"^H'(o).e(a).if(«-j?)''l^^"^"^'"H'(o).e(|?).H(«-«    'iV«'-t-PJ- 
Wird  in  /, 

TFT x-^ü^ Ä  •  Bn  t;  •  cn  t?  •  dn  t?  =  -£-  •  Jpg  m 

gesetzt,  dann  erhält  man  gleicher  Weise: 

(13)  '^^ H».e(«).e(ft-^  •/iCt^-^JSro 


indem 
nnd 


^^"~e(a).e'OJ)  +  e(|j).e'(«)' 


Hermite  hat^)  eine  Integralformel  gegeben,  welche  wir  im  folgenden 
häufig  brauchen.    Die  Formel  ist: 

H'(o)if(a  +  6)    ^  «(«) 

In  (A)  ist  nach  (12): 
T.  «(«)•»«»)   T      i.>  H'(o)e.(o)H.(o)  r^.,  H(t>-«)H(p-ffi  , 

«•(0)   ■''i    *'e(o)[«'(«)©(ß+e(a).«'(ft]J^  ■        e*(f) 

,,         H'(o)e(«)H(ffiH.«?)e.(p)         /•-.,  e(«>)-e(c-«  +  ffi, 
"^*  ■e»(o).H(«-ft-[e'(«)©(/»)+e(«).e'(/J)]J^    '       H»(t>+ß      ""• 

Nach  (B)  erhalt  man  aber: 
/*«.,    H(«)  -  «)  •  lf(t,  -  fi  «(«)  •  »(ft        -«.,    «(«>-«-<») 


1)  Compt.  Bend.  T.  85.    S.  788. 
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Gleichfalls  gibt  (B)  für  das  zweite  Integral^  indem  man 

v  +  a-^x  +  iK' 
setzt;  integriert  und  darauf  wieder  t;  f ür  o;  einführt: 


(14)     ß 


«(t>)  .ejv  +  u-ß) 


dt 


H'(o)  ■  H(«  +  p)  ■  ^      'H(f,+  ay 


lP(f>  +  «) 
Yertanscht  man  a  mit  ß,  so  wird  hieraus  das  dritte  Int^ral  erhalten: 


/«*■' 


Schließlich  ergibt  sich  also: 


<;«^ 


«(«)  •  ««») 
H'(o)    Hdx  +  ß) 


e»- 


H(«)  —  c) 
«(»  +  «■ 


(C) 


•  c»- 


e«(o)  •  H(a  — (})  •  H(tt  +  fl)  ■  e 


-ft 


H(p  —  tf) 


Wenn   man   a   und  ß  mit  —  a  und  —  ß  vertauscht;   dann  wird 
hieraus  erhalten: 


(D) 


,     0(fx)-9(P)     j  H'(o) 


■  B-»  , 


-*' 


+  *'• 


e(P)H(«)H.(«)-e.(«) 

ßj«)  ■  H{f)  .  H,(P)  .  0,(ß) 
e*{o)  ■H{ct-fl)H{a+ß)a' 


■B-9 


g-BD  . 


e(t>+«  +  (?) 

Hjv  +  fi) 
H(p—a) 


H(f-ft 


Es  kostet  nnr  wenig  Mühe,  die  Koeffizienten  in  (G)  and  (D)  anf 
eine  beqneme  Form  zu  bringen. 
Man  hat: 


*' 


©»(o)  •  H(a  —  jJ)  •  H(o  +  /»)•  O 


=  -*' 


g.(«)   e.(«)   H(«) 

«(«)  •  «(«)  •  »(P) 


cnndna  ff(a) 1^    V(l  +  a^)  (1  +  a;»)  ■  {x^  ^^    H(c) 


yjfc    (8n'a-8n«^o    «(ft       yj  8  •  |/ai  — «.  •  e 

''^      '  20  •  y^mglJf    (1  +  0!,)     ®(ft  * 

Anf  gleiche  Weise  wird  erhalten 

&(«)  ■  H(P)  ■  H,(ß)  ■  0,(ß)  ,/r  »  •  (a  -  (tJj^ 


H(ft 


"   '  0\o)  .  H(«  -  ft  .  H(«  +)>)  .  O       ''*  ■  2B  .  y^mgU^Cl-x,)     »(«) 
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Wir  werden  nun    /  — ^:= dO  berechnen.     Man  hat: 

J      V^ 

— ^ —  dö  «  Bin C •  I 7= dd  +  cobC'  I  ■= d0 . 

yx  J     yx  ^       J      yx 

Führt  man  —  wie  früher  —  durch  die  Gleichung: 
cos  ö  =  a?j  sn^f?  +  ^s  cn}v 
die  neue  Variable  v  ein^  dann  ergibt  sich  ohne  Schwierigkeit: 


/ 


•int^cosö     ,n                    *                    1  7     9{a)  '  S(ß) 
— ^ —  .  aa  SS ■             • «  •  K  •  — ■Hi7~\ — 


Wir  haben  hier  die  Integrale  zu  berechnen: 

•^^  -  *         «'(0)        J  ^        H(p+«)H(r  +  ft^'^  *    "*'' 

7       .    B{a).»(f)    f        ,  B*(v)  sn'vdv 

'^»-*       e»(o)      J*^        ir(t>-«).H(»-ft     »  ' 

F.»*-*^^-^-''.,,^ «!4_^.^.cn«..dt;. 

*  ö*(o)        J  H(t7  —  «)  .  H(f?  —  /?)       » 

Führt  man  in  F^  statt  sn't?  den  Ansdmch  -^  •  -siri  ^^  bo  kommt 

Da  rj/     1     \  .ff/     1   gx    6U16    doppelperiodische    Punktion    zweiter 
Art   ist   mit  den  Perioden  2K  und  2iK'  (zugehörige  Multiplikatoren 

1  und  e^  ),  so  können  wir  die  Hermitesche  Methode  zur  Zer- 

legung einer  doppelperiodischen  Funktion  anwenden.     Das  Element  ist 

fi  W^M jp^^ 

M  hat  den  früher  angegebenen  Wert. 

Aus  einer  mit  der  früheren  ganz  analogen  Entwickelung  ei^bt  sich 
^^"^  V^r  Ä'(tt)  •  e(a)  •  <9(P)  ^..     H(v-a) 


_^  ir(P)  .  9{a)  .  e(ß)       «.,     H(v  -  a) 

'^^  '  0\o)  .  K(a  —  (?)  .  H(a  +  (?)  .  O  '  ^      '  HCl?  +  (?) ' 
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Yertanscht  man  a  und  ß  mit  —  a  und  —  ß,  erhalt  man: 

"^  •*«  '  e«(o)  .  K(a  —  /J)  .  if(a  +  /J)  .  S  '  ^  '  H(v  —  P)' 

Gleichfalls  ergibt  sich 

V        Vrr  g}(tt)  •  9{a)  •  9{ß)  «..     H(v-ß) 

'^^  ^»  ■  9\o)  •  H(a  -  ft  .  Ä(a  +  |J)  .  O  '  ^      '  H(r  +  ft' 
und  durch  Vertauschen  von  a  und  ß  mit  —  a  und  —  ß: 

V    _L'^    H|(a)  ■  e(tt)  •  e(/?)  c  if(r  +  fi 

»^  =-       Ä  »8  •  e«(o)  .  H(a  —  (?)  .  Ä(tf  +  (?)  .  ffl  ■  ^  ■  H(t;  —  «) 

jLic'rr  h;w ■  e(«) •  9{§)  «.,  g(t^  +  «) 

Die  Koeffizienten  können  ohne  Schwierigkeit  yereinfacht  werden. 

Man  erhalt:  „,.  . 

g*(«) 

^  ir(«)  ■  e(«) .  9{p) e^a) ew 

Le«(«)     e»(p)J 

*    (an" «  —  an' jJ)  .  ©     ©(/J)  2ffl  ©(/S) 

Auf  ganz  analoge  Weise  ergibt  sich 

*»  '  9\o)  .  ir(a  +  /?)  .  H(a  —  (?)  .  o  —  20  "  9{ay 

,,  jq(a)  .  e(tt)  ■  9{ß)     _  ai>  •  (1  +  a:.)    ^(a) 

»  '  e«(o)  .  H(a  +  (?)  .  H(a  —  /?).©  ""  2fl)  "  9{ff)^ 

,,  Hl(ß)  •  9{a)  •  9(^  _g,(l-ag,)     (9(ft 

"^  '  e«(o)  •  H(a  +  j?)  .  H(a  —  (?)  .  O  20  '  e(a)  * 

Jetzt    fehlt   nur  noch     /  ^^^  •  d6 .     Führt  man  fOr  ^  den  Ausdruck 

U+  C  ein  und  verfahrt  übrigens  auf  die  gewöhnliche  Weise,  so  er- 
halt man: 


Bin'^     ,^  k*  9(a)  -  9(ß)  1 


S 
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Um  die  zwei  Integrale  zu  beredmen,  werden  wir  die  Funktion 

Fiv)^- ^ 


H(»  +  «)  •»(«  +  «' 


welche  doppelperiodisch  und  Ton  zweiter  Art  isi^  in  Elemente  zerlegen. 
Wir  erhalten: 

/*,(«)  hat  die  früher  angegebene  Bedentang.    Demnach  haben  wir 


e\v)  , 51(0) 

H(e  +  «)  •  H(t>  +  /J)  ■  ""       H(,a-P)-  [©(«)  .»'(P)+0(ß).  »'(«)] 


Wir  haben  früher  (14)  und  (15)  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
zwei  Integrale  berechnet.  Führen  wir  in  diesen  Ausdruck  die  dort 
gefundenen  Werte  ein,  so  ergibt  sich 


ß 


*^<« —  Ä»  - 


Vertauscht  man  a  und  ß  mit  —  a  und  —  ß,  so  kommt 


/' 


r....„^ fW,       ^j. 


Wir  haben  also  nach  Einsetzung: 


(F) 


n 


^-.^ö, *'       »(«)e(ffi 


.{(iBinC+vcoBCr).a»-[0V)?g^-«*O»)-S|^ 
-  (isinC- VC08  0) .  ^«•.  .  [0»(«)f|i^j  -  «»(/J)  .  1^- 

Der  Ausdruck  wird  dadurch  vereinfacht,  daß  wir  setzen: 

e(a)  '  0(ß)    1 ^  1    _    1 i 

0*(o)        '  H{a  -  ß)  ■  H{a  +  (?)  •  ©        Ö(a)  •  9{ff)  '  (H{^)\*__  /Ä_(jJ)\«  *  » 

\9{a))        \0ipj) 

_  1  1  1 1  g,  —  g,     1 


•ö(a).0(/3)    &.(8n«a~8n«/J)     O         e{a)  -  e(ß)  2k         O 
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Schließlich  haben  wir  demnach 


(G) 


j/X  2    ya mglJj,  ■  (X,  —  «,)    «»    l^  '^ 


Leo»  H (f  +  «)  ~  «W  H(*  +  ftJ  +  ^*^  '^^  ^  ~  *  ^"^  *^ 
■  Le(/J)  ■  H(f  -  «)     ©(«)  ■  H(«  -  ftj/  ■ 


Werden  in  (A)   die  in  (C)  und  (D)  gefundenen  Ausdrücke  ein- 
gesetzt mit  den  reduzierten  Werten  der  Koeffizienten,  so  ergibt  sich: 

{(-fC0BC+vsinC).6«-'.^^?^=g^ 

H ,  •  (vcosC  +  »sinC)-  e® ^ 

Leo?)  '  H(t7  +  a)      ^(«)  *  ^{^  +  ftJ 

Leo?)     ff(ü  —  a)  "^  0(a)  *  H(t?  -  ftj 

+ ==^=^======.(i;cosC+i8inC).6Ö^ 

re(«)    H(t7  --  /?)        e(|?)    Ä(t;  >-  a)1 
'  Leo?)  '  H{x>  +  a)       Ö(«)  •  H{v  +  ftj 


^Viy^mglJ^'{x^—x^) 


(—  V  cos  0  +  «  sin  C)  •  ^~  ® ' 


Le(j5)     H(tJ  — «)        ©(a)'ff(t?-jJ)J' 

Fährt  man  in  (E)  die  für  F^,  F,,  F„  F^  gefundenen  Werte  und 

die  vereinfEhchten  Koeffizienten  ein,  so  erhalt  man: 

*Biii  np  cos  B 


_      de« (yco8C+tBinC)'e«^ 


^s  re(a)    H(v-p)       9(P)    H{v  -  «)-|       1 

.  f-  VC08C  +  isinC^  .e-^'.l^^.  ^(^  +  ^  +  *<«  .  ^(^  +  ")1 


Digitized  by 


Google 


336  t^ei^  die  KreiBelbewegang  an  der  Erdoberfläche. 

Nach  Addition  von  (G),  (H)  und  (L)  ergibt  sich: 
(M)        fcoBfde  +  a .  r«5^  .  ae  +  i,J,  f^de  -  e"«^+-  - 

■F,(v;  h,  a,  p)  +  c- '••<'- »'J^jCt;;  *,  a,  ft), 

J'i(v;  %,  a,  (i)  und  F^iv;  h,  a,  (t)   ^nd  doppdperiodisdie  I^mkUonm 
eweiter  Art  mit  den  Perioden  2K  und  2iK'.   Die  zugehörigen  Multipli- 

katoren  sind  fOi  F^:  1  nad  e''  ,  für  F^:  1  und  e~ ^  . 

Die  AuBdrQcke  fOr  diese  Funktionen  sind 

(N) 

|_(a  +  ft Jj,)  ^ .  a^f^ri)  +  («  -  ^«'«)  •  8(iö  «(»TftJ ' 

F.rr-Ä  a  „V..     *H»       «»  +  «  +  ». 


[(«  +  HJb)    ^  •  H(^  _  „)  +  («  -  f»«/«)    e(.r)    H(F^^J 

Wird  von  den  Potenzen  von  n  von  höherem  als  dem  ersten  Grade 
abgesehen,  so  ist  nach  111(3) 

J.f^-t  +  L, 

und  wir  haben  (IH,  (7),  (M)) 

V ht  +  (iJk  •  <p  +f^  ■de  +  at  +  b  +  naami,-  (t  +  L) 


(Q) 


Die  Integrale  der  BewegnngBgleichnngen  des  Kreisels  werden  be- 
kanntlich aus  (Q)  durch  Differentiation  in  bezug  auf  h,  a  und  ft  gebildet 
Nun  ist 

X^Jp'(l-a^)'  (2A  +  2fnglx  -  (i^Jr)  -  (a  -  fiJnxY 
und  demnach: 

g  =  2Ji..(l-a;»), 

^  =  2(a  —  (te/ia:)  •  JrX  -  2iiJrJp  •  (1  —  «*). 
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Also  ist 

d  ryx 


daj  Bin»  J  (i_x*)VT 


dh 


dx, 


Die  drei  Bewegongsgleichungen  im  integrierten  Znstande  sind  demnach: 
(a)  -t-J,J^  +  nJ,cosX. 

.\oriC+a.»  .   TP 

dh^ 


^[eWc+8...2P(^.Ä,a,/i)  +  e-^'^-«-.F,(t;;Ä,a,,i)]  =  4, 


^-^dx  +  nabi3i'(t  +  L) 

(i-»')yx       ^  \  ^    J 


0) 


+  n  Jfcos  A  •  ^  [ev«^+»  •  ••  j;  (i»;  Ä,  o,  ,t)+e-"<^-»  ■  ••  J-jC«;  Ä,  a,  ^)]-A, 


Sei  nnn  angenommen^  daß  am  Anfang  der  Bewegung 
^  =  ^0?    ^  =  ^8;    ^^%    lind     9>  =  9>o 

ist.     Wir  haben  früher  geftinden  (III  (5))^  wenn  man  den  Einfluß  der 
Drehung  der  Erde  vernachlässigt: 

cos  ö  =  iCj  sn^u  +  x^  cn^u, 
wo 


-(«-«■V^s^ 


Da  wir  keine  (Großen  berücksichtigen^  welche  unendlich  klein  von 
höherer  Ordnung  als  die  erste  sind,  so  können  wir,  nachdem  die  partielle 
Differentiation  in  Bezug  auf  A,  a  und  fi  ausgeführt  worden  ist,  in  den 
Gliedern,  welche  den  Faktor  n  enthalten, 

setzen.  Wir  haben  fQr  ^  die  Größe  U  +  C  eingeführt  Also  haben 
wir  am  Anfang  der  Bewegung 

Zaitachrin  f .  M»themfttik  a.  Phjiik.  49.  Band.  1908.  S.u.  4.  Heft. 
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^  =  ^  gibt  aber  t;  =  0^  und  mithin  ist 

so  daß 

Wir  haben  dann  aus  (a);  (b)  und  (c)  die  Bewegongsgleichungen 
anf  die  folgende  Form  gebracht: 


t  —  t^^  —  Jpi  -^  +  nJpCOB X 


dx 

(d)  •    --    -VVI 


X 

*  a  f*  Jn  •  X 


d 


*  -  *o  -  -J'(i-x')y^^^  -  w  sinA  .  (^  -  g  -  neTpCOs  A 

(1  1  \  /*  <f rc        /*  ^  •'ä  —  ^^  •'p 

.j|.[e»*v.+.-..J?;(„;Ä, «,,»)  + c-"V'.-.-..if,(e,;Ä,a,  ,»)]);;;• 

Man  sieht  hieraus  ^  (fa/8  die  Bewegtmgsgleichungen  keine  unausführ- 
baren Quadraturen  enthalten,  indem  wir  die  in  (d),  (e)  und  (f)  vor- 
kommenden Integrale  früher  untersucht  haben. 

Aus  (d),  (e)  und  (f )  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit  die  Bewegunga- 
gleichungen  im  Falle 

In  in  (9)  haben  wir  gefunden: 

und  wir  erhalten  also  in  diesem  Falle: 

"^       ^       U     V\9(a)         9{ß))    ^^^^^H^v  +  a)H{v--fi)l 

Wird  wie  früher  cos  ö  ==  a;  =  a;^  sn*  t?  +  a;,  cn^i?  gesetzt,  so  ergibt  sich, 
daß  man  die  Bewegungsgleichungen  in  diesem  Falle  bilden  kann  durch 
Vertauschen  von  ß  mit  —  ß  m  (d),  (e)  und  (f). 


Digitized  by 


Google 


Von  Oldv  Kuqh.  339 

Föhren  wir  die  Bezeichnnngeii  ein: 

"  -  «(«)      e(ft ' 

F(vha  u:\-     ^^'^"'^     .  ^(f-'  +  P^ A.  *        

F(vhaa-)=      *g'W      .  »("  +  ''-<»)  j. 


«  •  VlmglJp  ■  {Xf  — «,) 

[(«  +  *»«'*)  ©(^  •  ^(^ii;r)  +  («-'»•'«)  e(i)  •  w+fS ' 

dann  wird  demnach: 

(d')  ^  >^ 

r-7=dx  —  nsin A  •  («  —  ^)  -  nJpHOBk 

\P)  ^  {i-x')yx 

^jj       ro      r   Ä    ^j^       j^y      V  ^^     J(l~a:«)VX  «^ä 

In  (!)  und  (f)  müssen  wir  uns  Jp  1-7=9  —  a^w  (d);  beziehungs- 

weise  (d'),  genommen  —  eingesetzt  denken. 

Man  sieht^  daß  wenn  Jr  =^  Jp  (d.  h.  die  Tragheitsellipsoide  in  einer 
Kugel  bestehen);  die  Ausdrücke  für  ^  und  (p  von  ganz  derselben 
Art  sind. 


Wird 
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gesetzt^  so  erhält  man  unmittelbar  aus  (d) 

COS  0  =  a^s  •  SU*  {u  —  ne)  +  x%  cn*  {u  —  ne), 

und  man  muß  daher  in  den  Gliedern^  die  nicht  den  Faktor  n  enthalten, 

i;  «  u  —  nß 
setzen. 

Wir  haben  früher  gefunden: 


oX 


V 


J      BinO.yx  J  (1  — a:«)l/X  2. 

und  es  ist  denmach: 

e  enthält  Glieder^  die  proportional  mit  der  Zeit  sind.  Denkt  man 
sich  aber  die  Bewegung  nicht  langer  fortgesetzt^  als  daß  man  ne  hin- 
reichend klein  annehmen  kann,  dann  können  wir  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln,  und  wenn  man  nur  die  erste  Potenz  von  n  berücksichtigt^ 
ergibt  sich: 

Die  Größe  in  der  E^lammer  ist  doppeltperiodisch  erster  Art  mit 
den  Perioden  2K  und  2iK'   und   den  Unendlichkeitsstellen  a,  —fh 

ß,  -ß- 

Die  Hauptteile  der  Reihenentwickelungen  der  Funktion  in  der 
Umgebung  dieser  Unendlichkeitsstellen  sind  für  a  und  ß:  —,  für  — « 
und  — /J: 

Bilden  wir  die  Funktion 

2  sn  a  cn  a  dn  ff 


t 


SO  sieht  man,  daß  diese  die  Unendlichkeitsstellen  a  und  —  a  hat  mit 
denselben   Hauptteilen   in   deren  Umgebungen,   nämlich   —  und  —  j* 
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Wir  können  dann  setzen 

H'(u  —  a)  _  H'{u  +  a)       H'^u  —  ß)  __  W(u  +  ß)  _  2  sn  «  cn  g  dn  « 
H(u  —  oc)        'ä(u  +  a)  "^  i£(M  — ft         -ff(t*  +  ft  ""    8n«u  — an«« 

,     2 an/}  cn I?  dn^    i^  ^ 

führt  man  in  dieser  Qleichung  n  =>  0  ein^  so  ergibt  sich 

^       ^    cn«dna    ,    ^    <mß-6nß       ^    H\cl)       ^    H'jß) 

X 

.        i\.  /—  •  ^^   d®^  Wert  in  (e)  ein 
und  bemerkt,  daß 

H'^  _  9' ja)  _  cn  tt  •  dn  tt         H'jß)  __  ß'jß)  _  cn/?dii/? 
H{a)         e(a)  ""       ana       '        J3r(/3)         9(ß)  ""       sn/J 

ist;  80  erhält  man  die  zweite  Bewegnngsgleichnng: 
-nsinA.(^-g-nJ>cosA-[^^[6^*>o+ö-^.l?;(t;;Ä,a,ft)+«-''''^«^^ 


Es  ist  leicht;  auf  gleiche  Weise  den  Ausdruck  für  (tp  —  9)0)  zu 
bilden.  Ich  will  mich  aber  nicht  dabei  aufhalten  und  gleichfalls  nicht 
bei  der  Behandlung  der  Gleichungen  (d'),  (e'),  (f),  welche  nun  selbst- 
verständlich ist.  Die  Ableitungen  in  Bezug  auf  h,  a  und  yi  werden 
ohne  Möhe  bestimmt. 

Man  sieht;  daß  in  aUen  FäUen  die  Bewegungsgleichungen  keine 
unausführbaren  Quadraturen  enthalten. 
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Über  die  stetige  Erzeugung  gewisser  ScMeifenkurTen, 
die  einen  beliebigen  Winkel  in  gleiche  Teile  teilen. 

Von  A.  Eempe  in  Rotterdam. 

Wir  verdanken  Pascal  die  Erfindung^  aus  dem  Kreise  (gewisser- 
maßen als  Generatrix)  den  Lima9on  entstehen  zu  lassen.  Es  ist  aber 
noch  nicht  versucht  worden  —  wenigstens  nach  meinem  besten  Wissen  — 
dieses  Yer&hren  fortzusetzen  und  aus  dem  Linia9on  neue  Kurven  zu 
erzeugen^  ähnlich  wie  jener  aus  dem  Kreise  entsteht 

Vor  einiger  Zeit  habe  ich  diesen  Versuch  gemacht  und  Kurven 
gefunden,  die,  ihrer  Form  und  Eigenschaften  wegen,  dem  Studium  wohl 

einiges  Interesse  ver- 
^'  '  leihen. 

Ich  verdanke  es 
der  Güte  des  Herrn 
J,  Neuberg  in  Lüt- 
tich, daß  die  Mem. 
de  la  Sodete  royde 
des  Sciences  de  Liege, 
»  ser,  t  XX,  1898 
eine    Abhandlung 
über    diese    Kurven 
enthalten    und    daß 
vor     kurzem     Herr 
Gino     Loria     in 
seinem  Buche:  Über 
spejrieüe   cUgebraische 
und   iransaendenk 
Kurven      (Deutsche 
Übersetzung  von  Fr.  Schütte,  Leipzig  1902,  B.  G.  Teubners  Verlag) 
sie  in  dem  Abschnitte  SectrixJcurven  erwähnt  hat. 

Es  soll  mm  im  folgenden  dargetan  werden,  wie  man  sie  stetig 
erzeugen  kann:  doch  mögen  einige  kurze  Notizen  über  sie,  zum 
besseren  Verständnis  der  Konstruktion,  vorangehen. 

Wir  verallgemeinem  nämlich  das  Pascalsche  Gesetz  und  verlangern 
die  aus  dem  festen  Punkte  0  gezogenen  Linien  (Fig.  1)  so,  daß  wir  von 
ihren  Schnittpunkten  mit  den  aus  einander  entstehenden  Kurven  Strecken 
abtragen,  die  ihrem  Abstände  vom  Mittelpunkte  M  des  Kreises  Ä  gleich  sind. 


"^•*,^ 

/ 

."*'' 

^ 

'•w                     / 

x.^     / 

/ 

/ 

//    ^^ 

i 
i 

~^ 

{  \ 

--j/f" 

V    i 

'^            (       f  -M 

^T' 

/•^              fr» 

\  Vl^ 

r   / 
/ 

--'0^ 
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Flg.  8. 


Ist  also  Kurve  B  (Fig.  1)  der  Pascalsche  Lima9on  und  ist  jede 
Strecke  Ä^^B^  dem  Radius  R  des  Kreises  Ä  gleich  —  die  Strecken 
sind  nach  beiden  Seiten  des  Punk- 
tes Aj^  auf  OAi  abgesetzt  worden^ 
A^B^  =  Äj^b^  —  so  ist  Kurve  C  ahn- 
lich gebaut;  nur  ändert  sich  B^  C^  = 
B^c^  =  B^M  bei  jedem  B.  Sie  hat 
drei  Schleifen.  Ebenso  entsteht  Kurve 
D  aus  C:  es  ist  G^D^^  =  C^d^  =  G^M. 
Sie  hat  siehen  Schleifen.     Usw. 

Die  nte  Kurve  K^  entsteht  aus 
Kurve  ^^_i,  indem  man  K^_^K^  = 
K^^^Tc^^  K^_^M  macht.  Sie  hat 
2"  -  1  Schleifen. 

Die  Kurven  A,  Bj  G  .  ,  .  K^ 
haben  die  Eigenschaft^  daß  sie  jeden 

beliebigen   bei  M  gegebenen   Winkel  il    beziehentlich   in   zwei^   drei, 
fünf  . . .  2**  +  1  gleiche  Teile  teilen,  wie  man  leicht  aus  Fig.  2  ersieht, 

Pig.S. 


jy' 


"  --r£3 


^:^' 


fiM 

m) 

\   \ 

/                    /    y^-^^r^x 

vi'    1  / 

\ 

\  ^^^.-Jr^- 

)    \ 

^i'"'^"'^     \ 

^ 

/            ; 
/ 

\ 

wo  wir  den  Beweis  für  5  =  2*  4-  1  angeben.  Diese  Kurven  können 
also  (S^  •\- 1)' Teuer  genannt  werden  und  sind  völlig  als  Sectrixkurven 
zu  bezeichnen. 
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Wenn  wir  im  Kreise  die  Punkte  M  und  0  so  vertauschen,  daß 
0  in  den  Mittelpunkt  des  Ej-eises  und  M  auf  die  Peripherie  kommt^ 
aber  wieder  aus  0  beliebig  viele  Geraden  ziehen  und  von  ihrem  Sdmitt- 
punkte  mit  dem  Kreise  und  mit  den  daraus  erzeugten  Kurven  Strecken 
abtragen,  die  jedesmal  dem  Abstände  vom  Punkte  M  gleich  sind,  so 
erhalten  wir  (Fig.  3) 

die  Kurve  6r,  wo  F^G^  =  F^g^  =  F^M  ;  sie  hat  jerwci  Schleifen, 
femer  „  „  jff,  „  G^H^  =  GJi^  =  G^M  ;  „  „  sechs  „  , 
usw.      „      „     L^  „    i^_ii„  =  i^_iZ,  =  i,_i3f;  „    „  2»-2  „ 

Diese  Kurven  haben  die  Eigenschaft,  jeden  beliebigen  Winkel  f&  bei 
M  beziehentlich  in  ein,  drei,  sieben  ...  2"  —  1  gleiche  Teile  zu  teflen, 
wie  man  leicht  aus  der  Fig.  4  ersieht,  wo  der  Beweis  för  7  =  2'  —  1 
gegeben  ist     Man  kann  sie  fQglich  (2^  —  1)- Teuer  nennen. 

Nehmen  wir  die  beiden  Systeme  zusammen,  so  haben  wir  folgendes 
Schleifengesetz : 

(2«  +  1)-Teüer:   1     3    7     15    31  ...  2n  -  1  Schleifen, 
(2«  ~  1)-     „    :     2    6     14    30      . . .  2n  -  2 

Weit  wichtiger  ist  jedoch  der  Dienst,  den  das  Zusammenzeiclmen 
(Fig.  5)  der  Kurven  uns  bezüglich  der  Teilung  leistet.    Wird  nämlich 

Winkel  fi  bei  M  derart  gezeichnet^ 
daß  sein  einer  Schenkel  Trans- 
versale H^G^F^MÄ^B^Ci  des 
ganzen  Systems  wird,  so  erhalt 
man  den  Winkel  gleichzeitig  in 
1:(2«+1)  und  in  1 : (2" - 1)  Tefle 
geteilt,  denn  es  ist 

USW. 


Flg.  4. 


Da  nun  (nach  Fermats  Theorem)  jede  Primzahl  p  in  (2^"^  ~  1)  auf- 
geht und  2P-1  ~  1  =  \2~^^  l)  (2"^+  1)  =  (2«  -  1)  (2-  +  1),  so 
erhalt  man  unmittelbar,  daß  der  Winkel  fi  hiermit  ganz  allgemein  in 


aMe  möglichen  Anzahlen  gleicher  Teile  geteilt  ist,  denn 
1  1 

P  2"±1 


2"±1 


=  m  oder 


So  z.  B.  geht  19  in  (2^®  —  1)  auf,  also  entweder 
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■■"■"—-.., 

/     ^ 

^ 

\       \ 

B,U=:S£r£. 

^\ 

^Ky 

V 

"j 

in  2»+ 1  oder  in  2« -1.  Nun  ist  19x27  =  2»+ 1  also  i  =  27 x-^-^. 

Ohengefnanniß  Transversäle  teilt  fi  also  in  alle  möglichen  gleichen  Teile. 

Es  ist  kaum  no- 
tig zu  bemerken^  daß  ^ 
man  zur  Teilung  nur 
ein  Stück  der  Kurven 
braucht  und  daß  nur 
Winkel  <  j  ä  oder 
zwischen  \7t  und  % 
zu  teilen  sind. 

Es  ist  nun  dar- 
zutun;  wie  man  diese 
(2"±  1)- Teiler  ganz 
leicht  stetig  beschrei- 
ben kann.  Wir  be- 
nutzen dazu  folgenden 
Gdenkfnechanisrnus, 

Es  seien  OGHM  und  MKIH  zwei  Quadrate  (Fig.  6),  deren 
Seiten  gleich  dem  Radius  B  des  Kreises  A  seien;  die  Punkte  M 
und    0   sind   fest;    alle   anderen   sind   Gelenkpunkte ^    also    beweglich. 

Im     Anfang     der    Bewegung  Fig.  6. 

hat  der  Mechanismus  die  Stellung 
zweier  aufeinander  stehender  Qua- 
drate. Der  Schnittpunkt  B  der 
verlängerten  Diagonale  IM  und 
der  verlängerten  Linie  GO  fallt 
auf  den  Lima^on  in  By  wie  leicht 
zu  sehen  ist.  Es  müssen  also  die 
Seiten  GO^  KM  und  die  Diago- 
nale MI  im  Mechanismus  gehörig 
verlängert  sein.  Nun  aber  läßt 
man  den  Schnittpunkt  A  der  ver- 
längerten KM  und  GO  —  nicht 
zu  verwechseln  mit  dem  festen 
Punkte    0    —    den    Kreisumfang 

A  beschreiben,  was  natürlich  immer  möglich  ist.  Es  dreht  sich  dabei 
OG  um  0,  A  entfernt  sich  von  0  auf  der  Linie  OAj  indem  es  gleich- 
zeitig den  Kreisumfang  beschreibt.  Die  Quadrate  nehmen  die  Stellung 
MOG^H^  -  I^K^M  an. 
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Es  hat  nun  der  PutüU  B^  den  Bogen  BB^  des  Limagons  B  he- 
schrieben. 

Man  überzeugt  sich  ganz  leicht  dayon^  da  I^M  den  Winkel  K^MH^ 
und  dessen  Gegenwinkel  halbiert,  MF  \\  OÄ^  deshalb  <^y  =  ^S  =  ^ß 
ist,  also  MAi  =  -^^-Bi- 

Läßt  man  nun  den  Schnittpunkt  B^,  nachdem  der  Lima9on  be- 
schrieben ist  und  wo  B^  jetzt  der  yerlängerten  K^M  und  G^O  an- 
gehört (also  MK^  die  Stellung  MK^  und  der  Qelenkmechanismns 
die  Stellung  G^OMH^  —  I^K^M  annimmt),  laßt  man,  wie  gesagt, 
B^  den  Lima9on  B  beschreiben,  so  beschreibt  jetet  der  Schnütpunkt  C^ 
der  verlängerten  I^M  und  G^O  den  Fünf  teuer  C. 

Es  ist  lÄmlich  wieder  wie  zuvor  MB^  =  Bi  C^, 

Es  kann  also  mit  diesem  Gelenkmechanismus  jede  folgende  Knrve 
aus  der  ihr  unmittelbar  vorangehenden  stetig  beschrieben  werden, 
ebenso  wie  sie  auch  theoretisch  auseinander  entstehen. 

Hiermit  sind  die  (2**  +  lyTeiler  vollständig  konstruiert. 

Es  möge  hierbei  erwähnt  werden,  daß  es  möglich  ist,  mit  fehler- 
freier Kreisdrehung  der  MA^  aUe  Kurven  JB,  C,  D  usw.  zu  erzeugen, 
wenn  man  nur  den  Mechanismus  genügend  ausbildet. 

Man  gebe  dazu  jeder  Kurve  ihre  Baute,  demgemäß,  daß  jede 
folgende  Raute  ihre  Seite  auf  der  Diagonale  der  vorhergehenden  habe, 
wie  z.  B.  die  Rauten  MK^I^H^  und  MK^I^H^,  die  zu  den  Kurven  C 
und  B  gehören.  Die  gewissermaßen  feste  Raute  MH^G^O  gehört 
dem  Grundkreise  A  an. 

Um  also  mehrere  Kurven  D  u.  s.  w.  zu  beschreiben,  braucht  man 
außer  der  festen  Kreisraute  MH^G^O  ebensoviele  bewegliche  Rauten 
wie  Kurven  gewünscht  sind.  Beschreibt  dann  der  Schnittpunkt  A^  seinen 
Kreis  A,  so  beschreiben  zugleich  die  Punkte  B^,  C^,  D^  usw.  ihre 
Kurven  JB,  C,  D  usw. 

Dies  ist  aber  vielleicht  theoretisch  denkbar,  jedoch  für  die  Praxis 
ist  es  unausführbar,  wie  ich  meine. 

Es  folgt  nun  die  stetige  Erzeugung  der  (2"  —  1)- Teiler. 

Man  lege  den  Gelenkmechanismus  Fig.  6  um,  sodaß  die  Stellong 
Fig.  7  eingenommen  wird  und  lasse  nun  den  Schnittpunkt  der  ver- 
längerten K^M  und  G^Of  also  F^,  den  Bieis  OM  beschreiben:  Der 
Schnittpunkt  L^  der  verUmgerten  I^M  und  G^O  wird  die  Kurve  L 
beschreiben. 

Weiter:  Beschreibt  der  Schnittpunkt  L^  die  Kurve  i,  so  wird 
der  Schnittpunkt  N^  der  verlängerten  I^M  und  G^O  die  Kurve  N  be- 
schreiben usw. 
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Dies  alles  laßt  sich  ganz  leicht  aus  der  Figur  ablesen^  wo  die 
Halbierungslinien  der  Bautenwinkel  und  die  gleichschenkligen  Dreiecke^ 
ahnlich  wie  in  Fig.  6^  den  Beweis  gestatten. 

Man  kann  also  mit  demselben  Mechanismus  sowohl  die  (2"  +  1)- 
als  die  (2*  —  lyTeüer  stetig  beschreiben,  wodurch  man  eine  Figur  be- 
kommty  genau  so  wie  sie  Fig.  5  zeigt.  Wird  hierin  ^[i  an  M  gelegt, 
ähnlich  wie  es  dort  gezeichnet  ist,  so  braucht  man  nur  wie  dort  die 
Linien  .  .  .  OH^,  OG^ 
und  0^1,  OB^,  OC^,,. 
usw.  zu  ziehen,  um  den 
Winkd  (i  auf  einmal 
in  dUe  möglichen  gleichen 
Teile   geteilt    m    haben. 


Pig.  7. 


Es  möge  nun  zum 
Schlüsse  nur  noch  fol- 
gende Bemerkung  ge- 
macht werden. 

Für  die  Anwendungen  ist  es  wünschenswert,  die  Kurven  . . .  JT, 
G,  Ay  By  G  . . .  usw.  (Fig.  5)  möglichst  genau  zu  erhalten.  Kein 
Oelenkmechanismus  ist  im  stände,  hierin  Vollkommenes  zu  leisten.  Es 
wäre  also  erwünscht,  die  yerschiedenen  Stangen  möglichst  schmal  und 
von  Stoffen  anzufertigen,  deren  Berührung  leichte  elektrische  oder 
chemische  Wirkungen  hervorriefe,  die  auf  präpariertem  Papier  reagierten 
und  beim  Übereinandergleiten  Spuren  hinterließen,  welche  die  (2"±1)- 
Teiler  fixierten. 

Inwiefern  dieses  Desideratum  bei  dem  heutigen  Stande  der  tech- 
nischen Wissenschaffc  zu  ermöglichen  ist,  kann  ich  nicht  beurteilen;  es 
für  „ganz  unmöglich"  zu  erklären,  fallt  schwer  in  einer  Zeit,  wo  fast 
alles  möglich  erscheint 

Man  könnte  die  (2"  ±  1)- Teiler  auf  diese  Weise  im  Druck  ver- 
vielfältigen und  dadurch  äußerst  leicht  jede  Teilung  ausführen. 

Doch  wie  dem  auch  sei,  das  Vorliegende  möge  ein  Versuch  sein, 
ein  altes  Problem  auf  nicht  zu  mühsame  und  möglichst  vollständige 
Weise  zu  lösen. 
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Flg.  1. 


Die  durch  Eigengewiclit  yemrsaclite  Deformation  eines 
längs  einer  Mantellinie  nnterstntzten  Ereis-Gylinders. 

Von  H.  Heimann  in  Zwickau  i.  S. 

In    der    Praxis    pflegt    man    Gylinder    in    derjenigen    Lage  cm- 
zuböhrm,    in    der   sie   später   gdyraucht   werden,    um    von    der   durch 

Eigengewicht  eintretenden  Deformation  un- 
abhängig zu  werden.  Es  läßt  sich  fragen, 
von  welchem  Cylinderdurchmesser  an  ist 
diese  Regel  der  Praxis  berechtigt?  Das 
folgende  ist  eine  Versuch  zur  Beantwortung 
dieser  Frage. 

Man  wähle  das  Koordinatensystem 
SO;  daß  die  rry- Ebene  Stützebene  des 
Cylinders  wird  und  die  y- Achse  mit 
der  gestützten  Mantellinie  zusammenfalli 
(Fig.  1.)  Die  Qrundgleichungen  der  Elasti- 
zitätstheorie lauten   in  der  Fassung  Ton  Clebsch^),  wenn  der  Quer- 

kontraktionskoeffizient  mit       statt  u  bezeichnet  wird: 

m  ^ 


^JC 


(1) 


Dabei  ist  A : 


fA»  + 
[Aw  + 


_de 
2  dx 


+  2 


m  —  2dy 


f-  +  2 


m  —  'idz 


l^.  +  2 


ttl+1 

m 

w  +  1 

m 

w  +  1 


X 
E 
T 
E 
Z_ 
E 


0 


=  0 


=  0 


du   ^   dv    .   dw 


die  inneren  Kräfte.  Im  vorliegenden  Falle  ist  X=F==0,  2^=y, 
wenn  y  das  Gewicht  der  Volumeinheit  bedeutet.  Die  Verschiebung  v 
längs  der  y-Achse  ist  gegen  die  Querverschiebungen  u  und  w  vemach- 
^.ssigbar;  und  da  bei  der  eintretenden  Deformation  eine  Mantellinie 
grad  bleiben  wird,  können  u  und  w  als  Funktionen  von  x  und  e  allein 
betrachtet  werden.     Die  Gleichungen  1  gehen  dadurch  über  in: 

dx^'^  dz^^  m  —  'idxXdx^  dz]       " 


(2) 


ao;*  "^  ä?  "*"  »r^  Wz 


m       d    {du   ,   dw 


IS+SI+2 


m  +  1 


m 


7 
E 


0. 


1)  Clebsch,  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper.    Leipzig  1894.   S.  264  n.  f. 
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Durch  Einfoliruiig  der  Stützkräfle  in  die  (Jrenzbedinguiigeii  wird  das 
Problem  erst  zu  einem  bestimmten.  Die  Stützkrafte  selbst  hängen 
Ton  der  Deformation  der  Unterlage  ab,  eine  allgemein  zulässige  An- 
nahme über  sie  ist  kaum  aufstellbar.  Daher  scheint  es  richtiger,  von 
bestimmten  Voraussetzungen  über  die  eintretende  Deformation  aus- 
zugehen und  durch  experimentell  be- 
stimmte Eonstanten  den  Abweichungen 
der  wirklichen  Stützung  Ton  der  voraus- 
gesetzten Rechnung  zu  tragen. 

Im  folgenden  wird  angenommen, 
daß  alle  Yorher  auf  einem  zum  Mantel- 
kreis konzentrischen  Kreise  yom  Ra- 
dius r  gelegenen  Elemente  nach  ein- 
getretener Deformation  auf  einer  Ellipse 
hegen  mit  den  Halbachsen  r  -h  ^  und 
r-£.     (Fig.  2.) 

Für  dünnrandige  Gylinder  lautet  gemäß  dem  gewählten  Koordinaten- 
system   die   Gleichung    eines    beliebigen    konzentrischen   Kreises    hin- 
reichend genau: 
(3)  0«-2B0+a;«  =  O, 


^X 


wenn  B,  der  Radius  des  Mantelkreises  ist. 

Die    Gleichung    der    entsprechenden    Ellipse    nach    eingetretener 
Deformation  wird: 


(4) 


(g4,tg)«-,2(g-f  M?)(.R- 


■^  {B  +  sy-^> 


wenn  u  und  w  die  Verschiebungen  eines  Punktes  mit  den  Koordinaten 
Xj  g  bedeutet. 

Unter  Benutzung   von  (3)  und  Vernachlässigung  kleiner  Größen 
n.  Ordnung  geht  (4)  über  in: 


W{2  —  K)  +  B 


z*  —  Bz 
B 


+  U-  X- 


also 


=  0, 


B  —  z    ,         Bz—z^   , 

u^w  —r-  +  s  .  — ^—  +  X 


B  *' 


Man  setze:  w  =  —  s  - -^  +  (p(Xfis\  dann  wird 


(5) 


u  = 


w  = 


X 


*    1 


•9 
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(6) 


Führt  man  die  Werte  (5)  in  die  Qleichnngen  (2)  ein,  so  erhalt  man 
ftir  <p  folgende  beiden  Bedingungsgleichongen: 

^     W— 1     -R-gfg'qp         2d<p    ,    2qp^    ,     If^p        ^^o^tp        2d<p\    ,        W      g'y  _  ^ 

"^'^-2*     X     \dx^       xdx^  x^f'^  x\^^      ^hz*        dzrm-idxdz"^ 
aV    ,   9   m  — Ig'y  w     fjg  — g  d^tp  _B_—zd(p      l  dtp  ^    q?  1  ,  o  *»  +  ^  r. 


da;' 


«1  —  2^«« 


^x      xdx^x^]'^'^'    m    "E~^- 


Eine  Lösung  für  9,  die  den  Gleichungen  (6)  genügt,  ist: 

w,  also  auch  9>,  muß  aber  eine  grade  Funktion  yon  x  sein,  d.  h.  a^»0. 
Für  a^  folgt  aus  den  Gleichungen  (6): 

^     (m+l)(m~2)     y 
^0       ^'       fii(4-tii)       'E* 


Mit  diesen  Werten  folgt: 


(7) 


w  =  rr.{^  +  2.(B-0) 


(m  +  l)(m^2)     y] 


w  (4  —  ffi) 


£J 


^      10     (w  +  1)(ot  — 2)     y        0 


w  (4  —  w)         E 
Die  Eonstanten  ^  und  s  werden  gemäS  Figur  3  aus  den  Bedingungen 


bestimmt 

R 

|2 


(8) 


Jt^^dX' 


B  +  B, 


X'{B-  B^'Y,    für  0  =  JB,    und 


iR 


R  —  Rf 


l  +  Ä^  0 

denn   die  Stützkrafte   im  Schnitt  I  I  müssen  das  Gewicht  der  oberen 
Cylinderhälfte   au&ehmen,   während  das  Moment  der  Spannungen  im 

Schnitt  n  n  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0 
dem  durch  die  Schwere  hervorgerufenen 
Moment  das  Gleichgewicht  zu  halten  hat 
Drückt  man  ^3  und  ^^  durch  die 
Verschiebungen  u  und  w  aus,  so  erhalt  man 
für  d  und  a  bei  Vernachlässigung  kleiner 
Größen  n.  Ordnung: 

w+llg«yf(w  +  2)(w~l)        n\ 
m*      E   [        4  — m  2J 


Fig.  8. 

z 

ir 

/ 

"A 

L 

^^ 

I' 

-/ 

0 

IT 

^' 

(9) 


d 


Für  Metalle  liegt  m  zwischen  3  und  4;  aus  den  Formeln  folgt  eine 
sAarhb  Abliäogi^eit  der  Deformation  von  dem  Werte  m.    Daher  müssen 
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dj  €  und  Uq  för  ein  bestimmtes  Material^  ganz  abgesehen  von  dem 
Unterschiede  der  yorausgesetzten  zur  wirklichen  Stützung^  jeweils  durch 
Versuch  bestimmt  werden. 

Sind  die  gemessenen  Werte  für  einen  Cylinderhalbmesser  R  der 
Reihe  nach  gleich  a^,  d\  s\  so  sind  sie  für  einen  Cylinderhalbmesser 

M  gleich  a^'^fö  •;gni,  «  '^' 

Es  wird  dann: 


(10) 


Die  Versnchskonstanten  ö',  b\  a'^  reichen  zur  Bestimmung  der  Defor- 
mation eines  Gylinders  von  beliebigem  Radius  für  die  Zwecke  der 
Praxis  ToUkommen  aus. 

Als  Beispiel  diene  die  Deformation  eines  in  der  Zeitschrift  des 
Vereins  deutscher  Ingenieure;  Band  45;  1901;  S.  218  u.  f.  beschriebenen 
Geblasecylinders  vom  lichten  Durchmesser  2100  mm. 

Setzt  man  für  Gußeisen  m  ^  3;9 

£=1000000^ 
cm' 

y- 0,0072     5,, 

und  den  äußern  Gylinderradius  i2 »  110  cm,  so  erhält  man  für  a^y  8 
und  B  die  folgenden  Werte: 

ao  =  3,4    .  10-^  cm-i 

d  =  0,38  .  10-«  .  110«  cm  =  0;046  mm 

B   ^  0,12  .  10-«  .  110*  cm  «  0,014  mm. 

Die  Verkürzung  des  Vertikaldurchmessers  beträgt  2s  ^^^qq  mm; 
die  Verlängerung  des  Horizontaldurchmessers  beträgt  2d  <^  7ioo  ^°^> 
Deformationen;  die  unberücksichtigt  gelassen;  etwa  wenn  der  Cylinder 
nicht  liegend;  sondern  stehend  ausgebohrt  wärC;  die  Abdichtung  durch 
die  Kolbenringe  in  Frage  stellen  würden. 

Allerdings  liegt  den  ausgerechneten  Werten  der  angenommene  Wert 
m  zu  GrundC;  der  vom  Material;  also  Yon  der  Zusammensetzung  des 
Gußeisens  abhängt  und  über  den  einwandfreie  Messungen  nicht  vorliegen. 
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Über  die  Znsammensetznng  von  Vektoren. 

Von  Fbiedbich  Schub  in  Earlsrahe. 

In  dem  Artikel  ,^Die  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik^  (Ency- 
klopädie  der  mathematisclien  Wissenschaften  lY)  liat  A.  Yoß  nach 
einer  Übersicht  der  verschiedenen  Beweise  des  Satzes  yom  Parallelo- 
gramm  der  Kräfte  anf  eine  Note  von  G.  Darbonx  „Sur  la  composition 
des  forces  en  statique^'  (Bulletin  des  sciences  math.  9  (1875)  p.  281 
bis  288)  hingewiesen  mit  der  Bemerkung,  daß  hierdurch  ,,ein  gewisser 
Abschluß  in  der  ganzen  Frage  erreicht^'  sei.  In  der  Tat  stellt  Darbonx 
alle  diejenigen  Postulate  oder  Hypothesen  auf,  welche  seiner  Meinung 
nach  allen  früheren  Beweisen  des  Satzes  gemeinsam  sind,  und  zeigt^ 
daß  sie  wirklich  zu  einem  strengen  Beweise  des  Satzes  ausreicheiL 
Diese  Postulate  sind: 

1.  Die  Resultante  zweier  Vektoren  OA  und  OB  ist  ein  eindeutig 
bestimmter  Vektor  0G=-  {OAy  0B\  der  mit  OA  resp.  OB  zusammen- 
fallt, falls  OB  resp.  OA  yerschwindet. 

2.  Für  die  Zusammensetzung  von  Vektoren  gilt  das  associatiye 
Gesetz,  d.  h.  es  ist: 

((04,  OB),  00)  =  {OA,  {OB,  00). 

3.  Es  gilt  ebenso  auch  das  kommutative  Gesetz,  d.  h.  es  ist 
(OA,  OB)  =  (OB,  OA). 

4.  Die  Zusammensetzung  von  Vektoren  gleicher  oder  entgegen- 
gesetzter Bichtimg  geschieht  nach  der  Regel  der  algebraischen  Addition 

6.  Die  Zusammensetzung  der  Vektoren  ist  allen  Drehungen  um 
den  Anfangspunkt  0  gegenüber  invariant,  d.  h.  die  Resultante  der  aus 
OA  und  OB  durch  dieselbe  Drehung  hervorgehenden  Vektoren  geht 
durch  dieselbe  Drehung  aus  der  Resultante  der  Vektoren  OA  und 
OB  hervor. 

6.  Die  Funktionen,  welche  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  des 
Endpunktes  der  Resultante  durch  diejenigen  der  Endpunkte  der  Kom- 
ponenten darstellen,  sind  endlich  und  stetig. 

Wenn  nun  auch  Darbonx  bewiesen  hat,  daß  diese  6  Postulate 
ausreichen,  um  die  dadurch  beschriebene  Zusanmiensetzung  von  Vektoren 
als  die  geometrische  Summation  zu  charakterisieren,  so  hat  er  doch  die 
Frage,  ob  alle  diese  6  Postulate  hierfür  wirklich  notwendig  seien,  weder 


Digitized  by 


Google 


Von  Fbibdbich  Schub.  353 

gestellt  noch  beantwortet.  Nun  sind  diese  6  Postulate,  wie  ö.  Hamel 
demnäclist  zu  beweisen  gedenkt^  in  der  Tat  sämtlich  notwendige  wenn 
man  yon  den  Funktionen  des  6.  Postulats  nicht  zugleich  auch  Yoraus- 
setzt,  daß  sie  erste  und  zweite  Differentialquotienten  besitzen.  Macht 
man  aber  diese  den  üblichen  Annahmen  über  die  Natur  der  Eraffce 
durchaus  entsprechende  Voraussetzung,  so  ist  das  5.  Postulat  eine  Folge 
der  übrigen  und  ebenso  auch  das  dritte^  so  zwar,  daß  außer  der  Zu- 
sammensetzung der  als  Vektoren  betrachteten  Drehungen  selbst  nur  die 
geometrische  Summation  den  Postulaten  1,  2,  4  und  5  genügen  kann. 
Diese  Behauptungen,  die  zum  Teil  eine  unmittelbare  Folge  aus  Lies 
Theorie  der  kontinuierlichen  Transformationsgruppen  sind,  sollen  im 
folgenden  ohne  irgend  welche  Voraussetzungen  aus  dieser  Theorie 
bewiesen  werden,  einerseits  in  Bücksicht  auf  diejenigen  Leser,  die  Lies 
Werke  zu  studieren  keine  Zeit  fanden,  andrerseits  deshalb,  weil  in 
ihnen  überall  yon  analytischen  Funktionen  ausgegangen  wird. 

L 

Sind  x^y  x^,  x^  und  y^,  y^y  y^  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  der 
Endpunkte  zweier  Vektoren  OX  und  OF  in  Beziehung  auf  den  An- 
fangspunkt 0  und  X\,  x'iy  xi  diejenigen  des  Endpunktes  der  Resultante, 
so  wird  die  Zusammensetzung  der  Vektoren  den  folgenden  analytischen 
Ausdruck  erhalten: 

(1)  ^a  -  fa{0(^iy  a;»;  ^85  Vu  Vi,  Vz)  =  U{X\  y).  (a  =  1,  2.  5) 
Dann  ist  das  zweite  Postulat  in  de»  folgenden  Formeln  enthalten: 

(2)  faif^X:,  y)\  ^)  =  fa{X',  /"(y,  Z))  («==,,  ,,  «) 
das  dritte  ia  den  Formeln: 

(3)  A(^;  y)  =  /i(y;  x)  (a  =.  i,  2,  s) 

und  das  vierte  in  den  Formeln: 

(4)  fa{x^y  X^y  X^\   tX^y  tX^y  tX^  =  XaiX  +  t).  («=,1.  2,  8) 

Nach  dem  ersten  Postulate  sind  die  Funktionen  /*a(^;  y)  eindeutig  und 
genügen  den  Gleichungen: 

(5)  fa{x^y  X^y  X^'y  0,   0,   0)  =  Xa 

und: 

(6)  U{Oy  0,  0;  j/i,  %,  y»)  =  y«.  (a  =  i,  2, 8) 

Wir  setzen  nun  yon  diesen  Funktionen  außerdem  yoraus,  daß  sie  end- 
liche und  stetige  erste  und  zweite  DifferentidlquoUenten  besitzen.     Aus 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  49.  Band.  1908.  8.  u.  4.  Heft.  23  ^^  j 
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diesen  Yoraussetzungen  wollen  wir  zuerst^  ohne  das  5.  Postulat 
zu  benutzen  y  beweisen  ^  daß  diese  Funktionen  die  Form  x^  +  ya 
haben. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  die  Funktionen  Ton  je  drei  Ver- 
änderlichen: 

(7)  a,lix,,  X,,  X,)  -  a,l(x)  -  [^] 

und: 

(8)       'tö'..'^.  ».)-•>:« -[^],=,_.=. 

ein  und  ziehen  zunächst  diejenigen  Folgerungen,  die  das  assodaiite 
Oesebs  (2)  bedingt.    Aus  (5)  und  (6)  folgt  noch: 

(9)  i?S(0)-«»*(0)  =  *.,», 

wenn  das  Symbol  da,  b  ^^  oder  Eins  bedeutet,  je  nachdem  a  ^  b  oder 
a  »  b  ist. 

Nunmehr  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (2)  durch  DiflFerentiation 
nach  jgfj  und  Substitution  von  jer^  ==  jer^  =  jefj  =  0: 

(10)  a>linx',  y))  =2'^^«>?(y)-  "•  »='•'•« 


c  =  i 


Da  die  Determinante  |a}J(a:)|  wegen  (9)  nicht  identisch  verschwindet^ 
so  können  wir  diese  Gleichungen  auf  losen  in  der  Form: 

wo: 


(12)  2'<(y)^(y> -*«.». 
SO  daß  auch: 

(13)  ^(0)-<Ja,*. 

Durch  nochmalige  Differentiation  der  Gleichungen  (11)  folgt  in  Rück- 
sicht auf  diese  selbst: 
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Vertauscht  man  hierin  B  mit  b^  und  zieht  das  Resultat  Ton  (14) 
ab^  so  ergeben  sich  als  Integrabilitätsbedingungen  der  Differential- 
gleichungen (11)  die  folgenden  Gleichxmgen: 


(15) 


=2^<(^')(-x,---ä^j- 


Differenzieren  wir  endlich  die  Gleichxmgen  (10)  nscli.a;^,  und  setzen 
darnach  a^  =  a:,  =  a^  =  0,  so  folgt: 

Benutzen  wir  nunmehr  das  durch  die  Gleichungen  (3)  ausgedrückte 
kommutative  Gesetz,  so  folgt  durch  Differentiation  dieser  Gleichungen 
nach  y^  und  nachheriges  Setzen  von  Vi^y^^Vz^  0;  daß: 

(17)  a>\{x)  =  1,5(4 

Hieraus  folgt  in  Rücksicht  auf  (16),  daß  die  linken  Seiten  der 
Gleichxmgen  (15)  verschwinden,  daß  also,  weil  die  Determinante  |cOfl(a;')| 
nicht  identisch  verschwindet,  die  Gleichungen  bestehen: 

(18)  dE\^(^)  _dE\(^) 

Nunmehr  ziehen  wir  auch  das  4.  Postulat  heran,  das  die  algebraische 
Addition  von  Vektoren  derselben  Richtung  fordert  und  in  den  Gleichungen  (4) 
seinen  Ausdruck  findet.  Differentiieren  wir  diese  Gleichungen  nach  t 
und  setzen  darnach  <  =  0,  so  folgt: 

s 

(19)  ^^\iP>l  =  ^a.  («  =  1.  «,  8) 

Auf  Grund  der  Gleichungen  (12)  folgt  hieraus,  daß  auch: 

(20)  ^W,{x)x,  =  x, 

C  =  l 

ist.    Denn  aus  (12)  und  (19)  ergeben  sich  zunacht  die  Gleichxmgen: 

(21)  '^m\{x)y{E\{x)x,  -x,)  =  0, 
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ans  denen  die  Gleichungen  (20)  folgen,  weil  die  Detenninante  |a)J(a:) 
nicht  identisch  verschwindet.  Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (20) 
nach  Xfi  folgt  nunmehr  in  Rücksicht  auf  (18): 

(22)  Elix)+^^x.^8,,- 

Setzen  wir  daher: 

(23)  tElix,t,x,t,x,t)  =  q>l(t), 

so  genügen  diese  9  Funktionen  einer  Veränderlichen  t  den  Differential- 
gleichungen: 

(24)  ^  =  *«.* 

mit  den  Anfangsbedingungen,  daß  g>\{0)  =  0  ist.     Hieraus  folgt,  daß 
(pl(t)  =  tda,  h,  also: 

(25)  El(x)^da.^, 
folglich  auch: 

(26)  iol(x)  =  äa,^. 

Es  genügen  daher  nach  (11)  imsre  Punktionen  fa{x]  y)  den  Differential- 
gleichungen: 


-W, ""'''^ 


d.  h.  es  ist  auf  Grund  der  Anfangsbedingungen  (5): 

(28)  fa{X',y)==Xa  +  ya, 

oder  unsre  Zusammensetmng  ist  die  geometrische  Summation  von  Vdäaren. 


Nachdem  wir  in  §  1  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Funk- 
tionen fa{x]  y)  endliche  und  stetige  erste  und  zweite  Differential- 
quotienten besitzen,  bewiesen  haben,  daß  das  5.  Postulat  oder  das  der 
Invarianz  unserer  Zusammensetzung  gegenüber  allen  Drehungen  nm 
den  Anfangspunkt  0  überflüssig  sei,  entsteht  dieselbe  Frage  bezüglich 
der  übrigen  Postulate.  Da  ergibt  sich  denn  zuerst,  daß  das  4.  Postulat 
auch  bei  Zulassung  aller  übrigen  nicht  entbehrt  werden  kann.  Wir 
brauchen,  um  dies  einzusehen,  nur  diejenige  Zusammensetzung  ^ 
betrachten,  die  aus  der  geometrischen  Summation  dadurch  entsteh!^  daß 
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man  jedem  Vektor  (x^,  x^,  x^)  den  Vektor  {—^x^y  ^^x^,  ^^^^s);  ^^ 

wo  r^  =  Xi  +  x^  +  Xs  ist,  zuordnet,  die  zwei  Vektoren  so  zugeordneten 
Vektoren  geometrisch  summiert  und  aus  dieser  Vektorsumme  (ji,  ja,  ji) 
rückwärts  den  Vektor 

\~c~i^y  "7~?8?  ~r^^^/ 


bildet,  wo  r  =  9)(r)  =  Ve!  +  ji  +  Sa  ist  und  r  =  ^(r);  außerdem  muß 
(  )  —  ^  ^  ®®^-  ^^^^  -^  ^®^  Zusammensetzung  ist  dami  allerdings 
die  einzige,  die  allen  übrigen  Postulaten  genügt.  Wir  verzichten  auf 
den  Beweis  dieser  Behauptungen,  den  eigen tUch  schon  Darboux  a.  a.  0. 
gegeben  hat,  und  bemerken  nur  noch,  daß  man  z.  B.: 

(29)  9'W  =  rT-r'  ^W  =  r^t 

setzen  kann. 

Was  femer  das  3.  Postulat  oder  die  Geltung  des  komnmtativen 
Gesetzes  betrifft,  so  kann  es  zwar  auch  nicht  durch  das  fünfte  ersetzt 
werden,  aber  es  ist  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  gegen  den  eben 
behandelten  Fall  vorhanden,  als  es  rmr  eine  Art  der  Zttöammensetmng 
gibty  für  die  die  übrigen  PosMate  gelten^  aber  nicht  das  kommutative 
Gesetz,  nämlich  die  Zusammensetzung  der  Drehungen  selbst. 

Aus  der  Invarianz  der  Zusammensetzung  gegenüber  den  Drehungen 
folgt  nämlich  zuerst,  daß  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Veictoren  OX  und 
OX  die  Resultante  Null  haben  müssen;  denn  jede  andre  Resultante 
würde  bei  den  Drehungen  um  OX,  die  ja  auch  OX  stehen  lassen, 
nicht  unveränderlich  bleiben.  Haben  umgekehrt  zwei  Vektoren  OX  und 
OY  die  Besultante  Null,  so  sind  sie  entgegengesetzt  gleich  Denn  ist  0  Y 
der  0  Y  entgegengesetzt  gleiche  Vektor,  so  ist  der  Vektor 

{(OX,  OY),  OY)^(OX,  (OY,  OY)) 

einerseits  OY  und  andrerseits  OX,  also  OX^  OY,  oder  0F=  OX. 
Sei   nunmehr  (OX,  OY)^OZ,   aber   {OY,  OX)^OU]   ergibt 
dann  die  Umwendung  um  die  auf  OX  und  OY  senkrechte  Achse: 

(OX,  OY)  =  OZ'  und  {OY,  OX)  =  Oü', 
so  folgt  aus: 

{OZ,  Ot7')«=((OX,  OY),  (OY,  OX))  =  (OX,  OY)^0, 

daß   0Z7'=  OZ  und  ebenso   OZ' =  Oüi     OZ  und  OU  hegen  daher 
in   einer   auf  der  Ebene  OXY  senkrechten  Ebene  und  sind  Spiegel- 
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bilder  von  einander  in  Beziehung  auf  die  Ebene  OXT.  Wir  erkennen 
hieraus  jedenfalls,  daß  wir  die  Qeltung  des  kommutativen  Oeseizes  er- 
setzen können  durch  das  Postulat:  Die  BesuUante  zweier  Vektoren  Uegt 
*  in  deren  Ebene,  Nehmen  wir  dies  nicht  an,  so  können  wir  nur  so  Tiel 
schließen,  daß  die  beiden  Bestdtanten  zweier  Vektoren,  die  durch  die  Ver- 
tauschung  der  Beihenfolge  der  Zusammensetzung  entstehen,  Spiegdbäder 
von  einander  in  Beziehung  <mf  die  Ebene  der  beiden  Vektoren  sind. 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  Funktionen  fa(x]  y)  die  folgenden 
Gleichungen: 

(30)  lf^{x^y  x^,  0;  y^,  y„  0)  =      f^(y^,  y„  0;  x^,  a;„  0), 
l/i(^i;  ^>  0;  Vu  y%y  0) fziUiy  Vi,  0;  X^,  X^,  0) 

und  ihnen  analoge  fOr  die  beiden  andern  Koordinatenachsen.  Daraus 
folgt  weiter: 

(31)  (D\(x^y  x^,  0)  =  fi\{x^y  x^,  0);  aif(a:i,  x^,  0)  «  ri\{x^,  a?„  0). 
Führen  wir  daher  die  Bezeichnung  ein: 

so  ergibt  sich  hieraus  und  aus  den  Gleichungen  (16): 

(33)  (^  g  =  0  und  analog  of  ,  «  0, 

während  <^  ,  =  ^~T'  ^^*'  *^®^  ™  allgemeinen  von  Null  yerschieden 
sein  wird.  Da  offenbar  cj  ^  stets  yerschwindet,  wenn  B  =  c  ist,  und 
nur  sein  Zeichen  wechselt,  wenn  man  6  mit  C  yertauscht,  so  werden 
Ton  diesen  18  Konstanten  überhaupt  nur  cj  j,  c^  ^  und  ^  ^  von  Null 
verschieden  sein  können.  Aus  der  Invarianz  unserer  Zusammensetzung 
gegenüber  allen  Drehungen  folgt  aber  leicht,  daß  diese  drei  Konstanten 
jedenfalls  denselben  Wert  haben  müssen.  Machen  wir  nämlich  die 
Drehung: 

(34)  Xi  =  x^y  xi  =  Xz,  xi^  Xi 

(um  die  Achse  mit  den  Richtungskosinus  — ,  — ,  —  und  der  Ampli- 
tude 240^),  so  findet  nach  der  Erklärung  des  5.  Postulats  diese  Invarianz 
der  Zusammensetzung  gegenüber  dieser  Drehung  ihren  Ausdruck  in 
den  Gleichungen: 

(35)  f^(x^,  x^y  rc»;  yi,  y,,  ^3)  =  /i(^2;  ^ly  ^n  V^y  Vzy  Vi)  «s^- 
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Aus  ilmen  folgt: 

(36)  ©f (iTi,  X^,  X^  =  m\{x^,  X^^  X^    UBW. 

und  hieraas: 

Es  ist  also  in  der  Tat 

(38)  Ci.j  —  '^.s  °°'<^,i  ="<'• 

Setzen  wir  nunmehr  in  den  Gleichungen  (15)  x\,  ^  3^  >=  xl^  =  Q,  wo  folgt: 


(39) 


Ist  daher  c  =  0^  so  ist  unsre  Zusammensetzung  auf  Grund  des  4.  Postu- 
lats wieder  die  geometrische  Summation.  Nun  ergibt  aber  dies  Postulat 
unter  allen  Umständen  die  vollständige  Bestimmtheit  der  Funktionen  JE^^  (x), 
falls  die  Eonstanten  c^  ^^  gegeben  sind.  Aus  den  Gleichungen  (20) 
und  den  aus  ihnen  durch  Differentiation  entstehenden  Gleichungen: 

(40)  ^(,)+Jj!|^)^=.,^, 
folgt  nämlich  in  Bücksicht  auf  (39): 

(41)  El(x)  +^-^  X,,  -  d,  B  -2'<  b£?(^)% 


^Ä  '^' 


c,b=i 


Es  ergeben  sich  also  fär  die  in  (23)  definierten  Funktionen  9;^(^)  die 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen: 

(42)  -Tt *«'  ^  -2<^9>l(ß)x,,  (a  =  i,  t.  ») 

c,b,==i 

die  durch  Elementarfunktionen  vollständig  integriert  werden  können. 
Man  sieht  zugleich,  daß  die  Veränderung  der  Eonstanten  c,  so  lange 
sie  von  Null  verschieden  bleibt,  nur  die  Bedeutung  einer  Veränderung 
des  Maßstabes  besitzt,  durch  den  die  Vektoren  gemessen  werden. 

Da  nun  durch  die  g)^{t)  die  El(x),  hieraus  die  (o^{x)  und  daraus  und 
aus  den  Anfangsbedingungen  auch  die  fa(x]  y)  bestimmt  sind,  so  gibt 
es  nur  eine  Art  der  Zusammensetzung  von  Vektoren,  for  die  alle  unsre 
Postulate  gelten  bis  auf  das  dritte. 
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Es  ist  nnn  leicht  zu  sehen,  daß  die  Zusammensetmng  der  Drangen 
selbst,  wenn  wir  jede  Drehung  durch  einen  Vektor  darstellen,  der  auf  die 
Drehungsachse  fällt  und  der  Amplitude  der  in  irgend  einem  Maßstabe 
gemessenen  Drehung  gleich  ist,  aUe  u/nsre  Postulate  erfüUt  bis  aw/"  das 
dritte.  Der  wahre  Orund  dafär,  daß  man  die  Zusammensetzung  von 
Drehungen  als  eine  solche  Zusammensetzung  von  Vektoren  auffiissen 
kann,  liegt  natürlich  darin,  daß  die  Aufeinanderfolge  zweier  Drehungen 
wieder  eine  Drehung  ist.  Wir  erkennen  dies  am  einfachsten  daraus, 
daß  man  jede  Drehung  durch  die  Aufeinanderfolge  zweier  Spiegelungen 
an  zwei  Ebenen  durch  die  Drehungsachse  erzeugen  kann,  von  denen 
die  zweite  aus  der  ersten  durch  die  Drehung  um  die  halbe  AmpUtude 
entsteht.  Sind  also  zwei  Drehungen  gegeben,  so  kann  man  die  Ebene 
ihrer  Achsen  für  die  erste  Drehung  als  die  zweite  der  spiegelnden 
Ebenen  betrachten  und  für  die  zweite  Drehung  als  die  erste  annehmen, 
so  daß  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Drehungen  auch  aus  der  Auf- 
einanderfolge der  beiden  Spiegelungen  an  der  ersten  und  der  vierten 
der  vier  Ebenen  entsteht,  die  zu  den  vier  Spiegelungen  gehören,  in 
die  die  beiden  Drehungen  zerlegt  sind.  Man  erkennt  hieraus  zugleich, 
daß  die  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  beiden  Drehungen  die  resul- 
tierende Drehung  in  ihr  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die  Ebene  der  beiden 
Drehungsachsen  yerwandelt. 

Die  Gültigkeit  des  1.  Postulats  ist  ja  nun  selbstverständlich,  die 
des  zweiten  folgt  daraus,  daß  wir  die  Drehungen  auch  ab  Trans- 
formationen des  Raumes  auffassen  können,  das  Resultat  von  drei 
Drehungen  also  einmal  durch  die  im  associativen  Prinzip  geforderten 
Zusammenfassungen,  dann  aber  auch  durch  die  bloße  Aneinanderfögong 
der  drei  Transformationen  gebildet  werden  kann,  daher  von  der  Art 
dieser  Zusammenfassung  unabhängig  ist  Das  kommutative  Gesetz  gilt, 
wie  wir  sahen,  gerade  nicht,  die  algebraische  Addition  von  Drehungen 
um  dieselbe  Achse  ist  ja  selbstverständlich  und  ebenso  die  Invarianz 
gegenüber  allen  Drehungen.  Es  muß  folglich  diese  Zusammen- 
setzung der  Drehvektoren  diejenige  sein,  die  wir  für  den  Fall, 
daß  die  Eonstante  c  von  Null  verschieden  sei,  aus  den  obigen 
Formeln  erhalten,  und  es  hängt  diese  Eonstante  von  dem  Maß- 
stabe ab,  in  dem  wir  die  Amplituden  der  Drehungen  als  Vektoren 
aufknien. 

Nehmen  wir  an,  daß  der  vollen  Umdrehung  der  Vektor  ar  ent- 
spreche, so  geht  der  analytische  Ausdruck  dieser  Zusammensetzung 
auj9  den  bekannten  Formeln: 
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hervor  vermöge  der  Substitution: 

(44)  J.=^.^^ 

woraus  folgt  r  =  tgr,  also  umgekehrt: 

(S.  z.  B.  Schur,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie;  Leipzig,  1898, 
p.  149  u.  154).  Da  diese  Formeln,  wie  man  sieht,  sehr  verwickelt 
werden,  so  glauben  wir  auf  den  analytischen  Beweis  unserer  Behaup- 
tungen nicht  eingehen  zu  sollen  und  bemerken  nur  noch,  daß  bei 
diesem  Maßstabe  die  Eonstante  c  =  2  ist. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  daß  das  kommutative  Gesetz  auch 
bei  Zulassung  aller  übrigen  Postulate  nicht  zu  entbehren  ist,  kann  dies 
um  so  weniger  der  FaU  sein,  wenn  wir  wie  in  I  auf  die  Invarianz 
gegenüber  den  Drehungen  keine  Rücksicht  nehmen.  Ein  Beispiel  einer 
solchen  Zusammensetzung  von  Vektoren,  bei  der  den  Postulaten  3  und  5 
nicht,  wohl  aber  den  übrigen  genügt  wird,  liefern  die  Formeln: 

^1  =  a^i  +  yi,  x^==x^  +  yg. 


^±^^  (^ (1  -  6-'0  +  -  (1  -  e-y^)e—) 


Daß  schließlich  das  associative  Gesetz  unter  allen  UmsiÄnden  die  Grund- 
lage der  Voraussetzungen  bilden  muß,  ist  selbstverständlich,  mag  aber 
durch  das  Beispiel: 

vollends  in  Evidenz  gesetzt  sein.  Wir  haben  in  ihm  eine  Zusanmien- 
setzung  von  Vektoren,  bei  der  alle  Postulate  erfüllt  sind  bis  auf  das 
associative  Prinzip. 

Karlsruhe,  im  Juni  1903. 
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Über  die  Znsammensetzniig  von  Vektoren. 

Von  Georg  Hamel  in  KArlsmlie. 

Einleitung. 

Herr  Darboux^)  hat  gezeigt^  daß  zur  Gharakterisienmg  der 
üblichen  Zusammensetzung  von  Vektoren  die  folgenden  6  Axiome 
ausreichen: 

1.  Die  Summe;  d.  h.  die  Resultante  zweier  endlichen  Vektoren  ist 
ein  eindeutig  bestimmter,  endlicher  Vektor. 

2.  Die  Resultante  mehrerer  Vektoren  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
einzelne,  auf  einander  folgende  Summanden  durch  ihre  Teilsumme  er- 
setzt.    (Das  assoeiative  Gesetz  der  Addition.) 

3.  Die  Resultante  zweier  Vektoren  ist  unabhängig  von  der  Reihen- 
folge der  Vektoren.     (Das  kommutätiye  Gesetz  der  Addition.) 

4.  Vektoren,  die  in  derselben  Geraden  liegen,  werden  algebraisch 
addiert. 

5.  Das  Resultat  der  Addition  ist  in  seiner  relativen  Lage  zu  den 
gegebenen  Vektoren  nur  von  der  relativen  Lage  dieser  Vektoren  zu 
einander  abhängig,  nicht  aber  von  ihrer  absoluten  Lage  im  Räume; 
eine  Drehung  um  den  Bezugspunkt')  ändert  also  die  relative  Lage  der 
Resultanten  zu  ihren  Komponenten  nicht. 

6.  Die  Operation  der  Zusammensetzung  ist  stetig,  d.  h.  man  kann, 
nachdem  man  um  den  Endpunkt  der  Resultanten  zweier  Vektoren 
ein  beliebig  kleines  Gebiet  G^  abgegrenzt  hat,  auch  um  die  Endpunkte 
der  Komponenten  derartig  kleine  Gebiete  G^  und  G^  abgrenzen,  daB 
der  Endpunkt  der  Resultanten  im  Innern  von  G^  bleibt,  wenn  sich  die 
Endpunkte  der  Komponenten  im  Innern  der  Gebiete  G^  resp.  G^  bewegen. 

Darboux  hat  dann  noch  gezeigt,  daß  man  dieses  letzte  Axiom 
durch  das  folgende  ersetzen  kann: 

6  a.  Die  Resultierende  liegt  in  dem  Winkel  kleiner  als  180^,  den 
die  Komponenten   einschließen. 


1)  Darboux:  „Sur  la  composition  des  Forces  en  statiqne^S  Bulletin  des 
sciences  math^matiques  9.  (1876).  Auch  als  Note  in  der  M^canique  von  Des- 
peyrouB  I,  p.  371.  Paris  1884.  Zur  Geschichte  des  Problems  lese  man  Nr.  19 
des  Encyklopädieartikels  lY,  1  von  A.  Yoß:  ,,Die  Prinzipien  der  rationellen 
Mechanik''. 

2)  D.  h.  den  Punkt,  von  dem  aus  wir  uns  alle  Vektoren  abgetragen  denken. 
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Daß  die  Resultierende  in  der  Ebene  dnrch  die  beiden  Komponenten 
liegt ^  folgt  nach  Darboux  schon  aus  den  Axiomen  5  und  3. 

Darboux  hat  indessen  noch  nicht  bewiesen,  daß  die  genannten 
6  Axiome  auch  notwendig,  d.  h.  unabhängig  von  einander  sind.  Und 
mir  Frage  nach  der  Unabhängigkeit  jener  6  Axiome  soll  nun  diese  Note 
einen  Beilrag  liefern. 

Daß  die  Axiome  1,  2,  3  notwendig  sind,  hat  bereits  Herr  Schur 
in  einer  in  dieser  Zeitschrift  yeröffentlichten  Note  über  denselben  Gegen- 
stand^) henrorgehoben;  daß  man  das  vierte  Axiom  nicht  entbehren  kann, 
folgt  leicht  aus  den  Betrachtungen  Darboux'.  Inwieweit  die  Axiome 
6  resp.  6a  notwendig  sind,  will  ich  dahiu  gestellt  sein  lassen^;  es  er- 
übrigt also  nur  noch  eine  Diskussion  des  fünften  Axioms,  das  die  Un- 
abhängigkeit des  Resultates  von  den  Drehungen  um  den  gemeinsamen 
Bezugspunkt  der  Vektoren  ausspricht. 

Herr  Schur  hat  nun  in  der  erwähnten  Note  mittels  gruppen- 
theoretischer Betrachtungen  gezeigt,  daß  man  das  ftinffce  Axiom  ent- 
behren kann,  wenn  man  statt  seiner  annimmt,  daß  gewisse  auftretende 
Funktionen  erste  und  zweite  Differentialquotienten  besitzen. 

Hier  soll  nun  folgendes  da/rgetan  werden: 

1.  Das  fünfte  Axiom  Darboux'  ist  nicht  entbehrlich^  wenn  man 
auf  die  Differentiierharkeit  verzichtet. 

2.  Es  ist  aber  schon  daim  nicht  mehr  notwendig,  wenn  man  nur 
die  Existenz  eindeutiger,  stetiger  und  bestimmter  erster  Differential- 
quotienten der  in  Frage  kommenden  Funktionen  voraussetzt. 

Diese  Tatsache  gründet  sich  auf  folgenden  analytischen  Satz,  den 
wir  auch  beweisen  werden: 

Die  einzigen  homogenen  Funktionen  erster  Dimension,  die  nebst  ihren 
ersten  Ableitungen  in  der  Umgebung  der  NuUsteUen  der  Variablen  end- 
lich, stetig  und  eindeutig  sind,  sind  die  ganzen  linearen  Funktionen, 

3.  Endlich  soll  dann  noch  auf  eine  neue  Weise  gezeigt  werden, 
daß  sämtliche  Axiome  Darboux'  hinreichend  sind  (Ich  nenne  diesen 
Satz  im  folgenden  kurz  den  Darboux  sehen  Satz.).  Die  dabei  ver- 
wendeten Methoden  sind  zwar  nicht  ganz  so  elementar  wie  die  Dar- 
bouxschen,  benutzen  aber  keine  speziellen  elementargeometrischen  Sätze 
and  dürften  dadurch  an  Durchsichtigkeit  gewinnen. 

Ein  Kenner  der  Grundlagen  der  Geometrie  wird  übrigens  merken, 
daß  es  sich  bei  dem  ganzen  Problem  eigentlich  nur  um  die  Geometrie 

1)  Siehe  diesen  Band^  S.  362. 

2)  Um  die  Unabhängigkeit  zu  beweisen,  käme  es  darauf  an,  eine  unstetige  Funk- 
tion tp  {x)  zu  konstruieren,  die  der  Funktionalgleichung  9  (« + y) = g>  («) + 9  (y)  göJ°^ügt. 
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des  StrahlenbündelS;  d.  h.  um  die  ebene  elliptische  Geometrie  handelt 
Nennen  wir  das  in  §  2  betrachtete  Gebilde  xX  +  yji  eine  „Gerade"  in 
den  homogenen  Koordinaten  x,  y,  so  zeigt  §  1,  daß  diese  „Geraden" 
bei  geeigneten  Koordinaten  linearen  Gleichungen  genügen.  Und  da 
das  Stetigkeitsaxiom  erfüllt  ist;  so  stellt  die  von  diesen  „Geraden"  ge- 
bildete Geometrie  nichts  anderes  dar  als  eine  Punktabbildnng  der  ge- 
wöhnlichen elliptischen  Geometrie.  In  dieser  neuen  Geometrie  gelten 
natürlich  auch  die  Kongruenzaxiome;  es  gibt  also  eine  Gruppe  von  oo' 
Bewegungen.  Und  nun  sagt  Axiom  5  einfach  aus,  daß  diese  Gruppe 
mit  der  Gruppe  der  Bewegungen  der  gewöhnlichen  elliptischen  Geo- 
metrie identisch  ist.  Daraus  wird  dann  geschlossen;  daß  die  Abbildung 
allein  die  kongruente  sein  kanU;  daß  also  die  neu  definierte  Geometrie 
vollständig  mit  der  elliptischen  Geometrie  der  Ebene  übereinstimmt. 
Und  das  ist  dann  im  wesentlichen  der  Inhalt  des  Darbouxschen  Satzes. 


§  1. 
Die  Addition  und  Subtraktion  von  Vektoren. 

Bezeichnen  wir;  weil  es  so  bequem  ist;  beliebige  Vektoren  mit 
a,  6  etc.  (nach  Resal;  Somoff  und  Heun);  den  Vektor,  der  A  mal  so 
groß  ist  wie  ä,  aber  gleichgerichtet;  mit  A  •  ä  und  die  Resultierende 
der  Vektoren  ä  und  h  mit  ä  +  b,  so  gelten  für  diese  Operation  der 
Zusammensetzung  nach  den  Axiomen  1 — 4  und  6  die  folgenden  Sätze: 

«)  Für  die  Vektoren  Aa  und  iiä  bestehen  die  gewöhnlichen  Rech- 
nungsregeln der  Addition,  es  ist  also 

Xä  +  iiä  =  (1  +  ii)ä        (Axiom  4) 

Insbesondere  ist  auch 

a  +  (-  a)  =  0; 

wenn  wir  mit  —  ä  den  zu  ä  entgegengesetzt  gleichen  Vektor  bezeichnen. 
ß)  Es  gilt  das  associative  Gesetz 

ä  +  (fc  +  ö)  =  (a  -f  6)  +  c  =  a  +  6  -f  c.         (Axiom  2) 

y)  Es  gilt  das  kommutalive  Gesetz 

a  -f  6  =  6  +  ä.         (Axiom  3) 

8)  Es  gilt  das  distributive  Gesetz 

A(ä  -f  6)  =  A  .  ä  -f  A  •  5. 

Denn  zunächst  ist  nach  «),  ß)  und  y) 

2(ä  +  S)  =  (ä  -f  5)  -f  (ä  +  6)  =  2a  +  26. 
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Ebenso  ergibt  sich  der  Satz  für  jedes  ganzzahlige  L     Sei  nnn  A  =  — , 
wo  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nach  dem  schon  Bewiesenen 


also 


-a  +  -6  =  ~(»  +  &). 


Daraus  folgt  dann  der  behauptete  Satz  weiter  für  jedes  rationale  k  und 
schließlich  nach  dem  Stetigkeitsaxiom  auch  für  irrationales  A. 
s)  Es  gibt  außer  —  ä  keinen  Vektor  6,  sodaß 

wäre.     Denn  sonst  folgte 

ä  +  6  +  (-  5)  =  -  6, 

also  nach  a)  und  ß) 

ä  =  —  & 
w.  z.  b.  w. 

^)  Die  Substraktion  ist  eindeutig,  d.  h.  es  gibt  zu  zwei  bekannten 
Vektoren  ä  und  5  nur  einen  bestimmten  Vektor,  nämlich  x  =^h  +  (—a) 
—  wofür  wir  dann  auch  6  —  ä  schreiben  — ,  sodaß 

ä  +  X  ==b 
wird. 

(Folgerung  aus  £.) 

Tji)  Für  Vektoren  der  Form  kä  +  (ib  gelten  die  gewöhnlichen  Begdn 
der  Addition  tmd  Subtraktion  unter  eincmder,  sowie  der  MuLtiplikaüon 
mit  gewohnlichen  ZaMen. 

Dieser  Satz  faßt  nur  die  vorhergehenden  Sätze  noch  einmal  zu- 
sammen. Die  Subtraktion  macht  deshalb  keine  Schwierigkeiten,  weil 
ja  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differenz  ä  —  6  nichts  anderes  ist  als 
die  Summe  a  +  (—  5). 

§2. 

Beweis  der  Unabhängigkeit  des  fünften  Axioms. 

Wir  schicken  diesem  Beweise  noch  zwei  Bemerkungen  voran: 

a)  Ein    Vektor    kann    nicht    auf    zweierlei   Weise    in    der   Form 

xH  +  yji  dargestellt  werden,   wo  Ä  und  ft  gegebene  Vektoren  sind,  die 

nicht  in  einer  Geraden  liegen.     Denn  aus 

icÄ  +  yji  =  x'J  +  y'yi 
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folgt  (x  —  x')k  +  (y  —  yOf*  ^  ^'  Und  das  ist  nach  §  1  und  nach  der 
Annahme  über  k  und  fi  nur  möglich^  wenn  x^  x'  und  y  =  y'  ist 

ß)  Wählen  wir  zwei  nicht  in  derselben  Geraden  liegende  Vektoren 
k  und  ft  und  betrachten  die  Gesamtheit  der  Vektoren  xX  +  y"^  bei 
yariabeln  x  und  y,  so  erfüllen  die  Endpunkte  dieser  Vektoren  nickt  den 
ganzen  Raum.  Denn  sonst  gäbe  es  eine  ein-eindeutige  (Axiom  1  und 
Satz  o^  §  2)  und  stetige  (Axiome  4  und  6)  Abbildung  der  ebenen 
Mannigfaltigkeit  x^  y  auf  einen  dreidimensionalen  Baum,  die  unmög- 
lich ist.i) 

Daher  können  tvir  einen  Vektor  v  finden,  sodaß  v  nickt  in  der 
Mannigfaltigkeit  xk  +  y]i  vorkommt  Aus  denselben  Gründen  kann 
noch  verlangt  werden ;  daß  v  nicht  in  der  durch  X  und  ft  bestimmten 
Ebene  liegt. 

Wir  fassen  jetzt  die  Gesamtheit  der  durch 

xX  +  y]l  +  ev 

darstellbaren  Vektoren  ins  Auge,  wobei  X,  fZ,  v  drei  feste,  nicht  in 
einer  Ebene  gelegene  Einheitsvektoren  bedeuten.  Außerdem  sei  v  nicht 
in  der  Mannigfaltigkeit  xX  +  yji  enthalten.  (Siehe  /3);  X  und  Ji  aber 
sollen  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  x,  y,  z  mögen  unabhängig  von 
einander  sämtliche  reellen  Zahlen  durchlaufen. 

Dann  beweist  man  ebenso,  wie  in  a)  für  die  Vektoren  xl.  +  yj* 
geschehen  ist,  daß  kein  Vektor  durch  zwei  verschiedene  Zahlentripel 
Xy  y,  z  dargestellt  werden  kann. 

Betrachten  wir  nun  Xj  y,  z  als  Koordinaten  in  einem  Bildraume, 
bezogen  auf  ein  zu  dem  Dreikant  X,  ft,  v  kongruentes  Achsensjstem 
O'xyZy  so  wird  durch  die  obige  Darstellung  dieser  Bildraum  eindeutig 
und  stetig  auf  einen  gewissen  Teil*)  des  Original-,  d.  i.  des  Vektorraumes 
abgebildet. 

Diese  Abbildung  hat  überdies  noch  die  Eigenschaft,  daß  Fonkte, 
die  auf  einer  Geraden  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  0'  liegen, 
wieder  in  Punkte  auf  einer  Geraden  durch  den  Anfangspunkt  0  des 


1)  Siehe  G.  Cantor:  „Über  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  stetigen  Mannig- 
faltigkeiten''. Göttinger  Nachrichten  1879  Seite  127.  Man  findet  dort  auch  die 
weiteren  Literaturangaben. 

2)  Es  sei  bemerkt,  daß  man  ohne  Hinzunahme  des  fünften  Axioms  oder 
eines  Axioms  der  Differentiierbarkeit  beweisen  kann,  daß  diese  Abbildung  auf 
den  ganzen  Originalraum  stattfindet  und  umkehrbar  eindeutig  ist.  Der  elemen- 
taren Darstellung  wegen  habe  ich  den  Beweis  für  diese  Behauptung,  die  ich  nicht 
brauche,  hier  unterdrückt. 
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Vektorraumes  übergehen  (Distributives  Gesetz  1,  d).  Außerdem  ist  die 
Punktabbildung  der  einzelnen  Geraden  ähnlich  (Axiom  4  und  das 
distributive  Gesetz  1,  d);  speziell  werden  drei  Geraden  (xk,  yji  und  ev) 
kongruent  transformiert. 

Da  nun  der  Zusammensetzung  von  Vektoren  im  Originalraum  die 
gewohnliche  Zusammensetzung  von  Vektoren  im  Bildraum  entspricht 
(Satz  rj,  §  1),  so  hohen  toir  jetzt  die  allgemeinste  Methode  y  Vektoren 
nach  den  Axiomen  1,  2,  3,  4  und  6  msammenjsusetgen  und  zwar  die 
folgende^): 

Man  bilde  das  Geradenbündel  durch  0  eineindeutig  und  stetig  auf 
das  Geradenbündel  durch  0'  ab  und  zwar  so^  daß  drei  beliebig  gewählte^ 
aber  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  ihre  gegenseitige  Lage  bei- 
behalten. Dann  erzeuge  man  eine  ein-eindeutige,  stetige  Punkttrans- 
formation dadurch;  daß  man  die  Punkte  einer  Originalgeraden  in  die 
Punkte  ihrer  Bildgeraden  ähnlich  transformiert,  wobei  man  den  Punkt  0 
jedesmal  in  den  Punkt  0'  überfahrt  und  die  Punkte  der  drei  aus- 
gezeichneten Geraden  kongruent  überträgt.  Der  Ähnlichkeitsfaktor 
muß  im  übrigen  von  Strahl  zu  Strahl  stetig  variieren. 

Um  nun  Vektoren  zusammenzusetzen,  suche  man  ihre  Bilder,  setze 
diese  nach  der  gewöhnlichen  Methode  zu  einer  Resultierenden  zusammen 
und  bestimme  zu  dieser  wieder  das  Original.  Nennen  wir  dieses  Original 
die  Resultierende  der  gegebenen  Vektoren,  so  haben  wir  eine  Art  der 
Zusammensetzung,  die  offenbar  alle  Axiome  1,  2,  3,  4  und  6  erfüllt, 
und  nach  den  vorliegenden  Betrachtungen  auch  die  allgemeinste. 

Jeder  neuen  Abbildung  entspricht  im  allgemeinen  eine  neue  Zu- 
sammensetzung, nur  bei  kongruenter  Abbildung  ergibt  sich  die  ge- 
wöhnliche. Daß  es  aber  sehr  viele  der  oben  beschriebenen  Abbildungen 
gibt,  leuchtet  ein^  ein  spezielles  Beispiel  soll  am  Schlüsse  des  folgenden 
Paragraphen  gegeben  werden.  Damit  ist  die  Unabhängigkeit  des  Axiomes  5 
erwiesen. 

§3. 

Der  Satz  von  den  homogenen  Funktionen  erster  Dimension. 
Die  Voraussetzimg  der  Dlfferentiierbarkeit  usw.  ersetzt  das  Axiom  5 

vollständig. 

Um  nun  die  RoUe  zu  erkennen,  welche  die  Differentiierbarkeit  bei 
der  ganzen  Frage  spielt,  drücken  wir  unser  Resultat  analytisch  aus. 

1)  Ich  habe  den  Satz  so  ausgespiochen,  als  ob  die  Möglichkeit  der  Darstellung 
eines  jeden  Vektors  durch  xl -{- y ii -{-  zv  bewiesen  wäje  (siehe  die  Anmerkung  2) 
der  Torigen  Seite).    Für  den  Fortgang  der  Untersuchung  macht  das  nichts  aus. 
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Seien  die  Koordinaten  im  Originalranm  (bezogen  auf  A,  f»^  ü))  |, 
rif  i,  so  ist  unsere  Abbildung  gegeben  durch 

6  =  i(x,  y,  0)]      n  =  Tiix,  y,  z)',      i  =  i{x,  y,  e), 

und  diese  Funktionen  genügen  der  Funktionalgleichung: 

f(tx,  ty,  te)^t'  f(x,  y,  e),  (/=l,  »i,  t) 

d.  h.  I;  rj,  g  sind  stetige^  eindeutige^  homogene  Funktionen  erster  Dimension. 
Außerdem  ist  noch 

g(a:,0,0)  =  a;;      KO,y,0)»0;      6(0,0,i?)  =  0  usw. 

Homogene  Funktionen  erster  Dimension  gibt  es  natürlich  in  großer 
Anzahl.  Wir  behaupten  aber^  wie  schon  in  der  Einleitung  hervor- 
gehoben wurde,  daß  die.  einmge  homogene  FunkMon  erster  Dimension^ 
die  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  a?=«0,  y  =  0,  £f  =  0  nä>st  ihren 
ersten  DifferenticUquotienten  endlich,  stetig  und  eindeutig  verhält,  die  ganee 
lineare  Funktion  ist. 

Beweis:  Zunächst  folgt  aus  obiger  Funktionalgleichung;  daB 

/•(0,0,0)  =  0 

ist.    Daher  kaon  man  nach  dem  Mittelwertsatze  der  Differentiabrechnung 
schreiben: 

f{tx,  ty,  tz)  =  tx  .  f^{^x,  »y,  »z)  +  tyf^(»x,  »y,  »z)  +  tzf^(^x,  #y,  ^z), 

wo  /i,  ^,  /i  die  partiellen  Ableitungen  von  f  nach  den  drei  Variabein 
bedeuten,  #  aber  eine  Zahl  zwischen  0  und  t 

Da  aber  nach  der  Funktionalgleichung  die  linke  Seite  gleich 
t '  f(x,  y,  z)  sein  soll  und  aUe  vorkommenden  Ghrößen  stetig  sind,  so  ist 

f(p^,  y;  ^)  =  ^  •  fi{^^>  ^Vy  ^^)  +  yfii^^,  ^y,  ^^)  +  ^f^i^^,  ^y,  ^^)- 

Geht  man  jetzt  zur  Grenze  ^  =  0  also  auch  -0*  =  0  über,  so  werden 
fu  fty  fz  bestimmte  Eonstante  c^,  c^,  c„  also 

f{^y  y,  ^)  =  c^a;  +  Cjy  +  c^z, 

und  damit  ist  der  Hilfssatz  bewiesen. 

Wenn  wir  daher  die  Existenz  bestimmter,  endlicher  und  stetiger 
Differentialquotienten  als  neues  Axiom  hinzunehmen^  so  können  wir  setzen 

i^a^x  +  a^y  +  a^z, 

rj=^biX  +  h^y  +  h^z, 

5  =  qa:  +  «i»  +  (k^- 
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Da  aber  für  y  =  0,  iß?  =  0  auch  i?  =  0,  g  =  0  und  |  =  a?  werden  sollte 
u.  8.  w.,  so  folgt  noch 

ai  =  &j  =  c5  =  l,      aj  =  a8=-&i«63  =  Ci  =  ci  =  0. 

Es  bleibt  als  einzig  mögliche  Abbildung  die  kongruente  Abbildung, 
und  damit  ist  die  von  Herrn  Schur  aufgestellte  Behauptung  nochmals 
erwiesen.  Das  fünfte  Axiom  der  Unabhängigkeit  von  den  Drehungen 
läßt  sich  durch  das  Axiom  der  DifferentiierTmrkeit  vollständig  ersetgen, 
und  zwar  genügt  bereits  die  Existenz  und  das  reguläre  Verhalten  der 
ersten  Differentialquotienten. 

Der  anschaidiche  Inhalt  des  Beweises  ist  folgender:  Jede  Abbildung 
ist  bei  der  Existenz  regulärer  Differentialquotienten  im  ünendlichldeinen 
affin  und  hier  sogar  kongruent  nach  den  Nebenbedingungen.  Da  aber 
die  Geraden  durch  0  wieder  in  Gerade  durch  0'  und  die  Punkte  einer 
jeden  Geraden  durch  0  ähnlich  transformiert  werden,  so  ist  die  Ab- 
bildung auch  im  Endlichen  kongruent. 

Leisten  wir  aber  auf  die  Existenz,  Stetigkeit,  Endlichkeil  oder 
Eindeutigkeit  der  Differentialquotienten  Verzicht,  so  gibt  es  noch  un- 
endlich yiele  andere  Funktionen,  wie  wir  sie  brauchen,  z.  B.  können 
wir  setzen  ^s 

y» 
also 

a?=r/«[r/»  +  ^'/»  +  r^«]  nsw. 

Daraus  aber  ergibt  sich  eine  andere  als  die  gewöhnliche  Zusammen- 
setzung, z.  B.  hat  der  Endpunkt  der  Resultierenden  von  S,  0,  0  und 
0,  iy,  0  die  Koordinaten 

DcMuit  ist  die   Unabhängigiceit  des  fünften  Axioms  nocJimdls  durch  ein 
Beispiel  dargetan. 

§4. 

Der  Beweis  des  Darbouxschen  Satzes  unter  Benutzung  des 
fünften  Axioms. 

Der  Vollständigkeit  halber  mag  jetzt  der  Beweis  des  Darboux- 
schen Satzes  unter  Hinzunahme  des  fünften  Axioms  durchgeführt  werden. 
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Wie  schon  Darboux  gezeigt  hat,  liegt  naoh  diesem  Axiom  die 
Resultierende  zweier  Vektoren  stets  in  der  Ebene  dnrch  diese,  misere 
Flachen  xX  +  xji  sind  also  Ebenen,  wie  man  auch  X  und.ji  wählen 
mag.  Mithin  hat  die  in  §  2  besprochene  Abbildung  des  Strahlen- 
bündels  durch  0  die  Eigenschaft,  Ebenen  in  Ebenen  überzufahren,  die 
Abbildung  ist  also  projektiv.  Weil  femer  von  vornherein  drei  Geraden 
und  wie  man  durch  fortgesetzte  Anwendung  des  f&nften  Axioms  er- 
kennt, alle  durch  Winkelhalbieren  aus  ihnen  ableitbaren  Geraden  ihre 
gegenseitige  Lage  nicht  ändern,  so  ist  die  Abbildung  des  Strahlen- 
bündels kongruent.  Fernerhin  muß  der  ÄhnlichkeitsfsBtktor,  der  bei 
der  Punktabbildung  für  jeden  Strahl  auftritt,  überall  gleich  1  sein, 
wie  man  ebenfalls  leicht  aus  der  Unabhängigkeit  des  Resultates  von 
allen  Drehungen  folgert. 

Mithin  ist  die  kongruente  Abbildung  die  allein  mögliche,  die 
gewöhnliche  Addition  der  Vektoren  ist  die  einzige,  wdche  dUe  sechs  Adome 
befriedigt. 

Anhang. 

Es  mag  noch  kurz  angedeutet  werden,  wie  sich  unser  Beweis  des 
Darbouxschen  Satzes  umgestaltet,  wenn  man  gleich  das  fünfte  Axiom 
hinzuzieht,  aber  statt  des  Stetigkeitsaxioms  nur  fordert,  daß  die  Resul- 
tierende zweier  Vektoren  im  Innern  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels 
liegt  (Axiom  6  a). 

Zunächst  bleiben  die  in  §  1  genannten  Sätze  gültig  bis  auf  das 
distributive  Gesetz  d).  Dieses  kann  einstweilen  nur  für  den  Fall  ge- 
schlossen werden,  daß  A  in  X(ä-\-b)  eine  rationale  Zahl  ist.  Beschranken 
wir  uns  also  zunächst  auf  rationale  o?,  y,  z,  so  erhalten  wir  eine  ein- 
eindeutige Abbildung  der  rationalen  Punkte  des  x-,  y-,  jer-Raumes  auf 
gewisse  Punkte  des  Originalraumes.  Da  aber  für  rationale  t,  a,  b,  c 
die  Endpunkte  von  t(aJ  +  6fi  +  cv)  bei  variablem  t  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  gehen  bei  unserer  Abbildung  des  Originalraumes  |,  ij,  t  ^^^ 
den  Bildraum  x,  y,  z  nach  Axiom  5  Ebenen  wieder  in  Ebenen  über, 
die  ganze  Abbildung  ist  daher  nach  der  Schlußweise  des  §  5  kongmeni 
Vektoren  a;A  +  yji  +  zv  mit  rationalem  x,  y,  z  werden  in  der  gewohn- 
lichen Weise  zusammengesetzt. 

Da  aber  alle  Schlüsse  dieselben  geblieben  wären,  wenn  man  statt 
der   Einheitsvektoren   A,   fl,  v   drei   andere,  unter   sich   gleichlange') 


1)  Gleicblang  müssen  sie  sein,  damit  Punkte  der  Halbierungslinien  rational 
darstellbar  sind  und  daher  die  Schlußweise  von  §  4  angewendet  werden  kann. 
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Vektoren  gewählt  hätte,  so  gilt  der  eben  genannte  Satz  auch  noch  fClr 
alle  Vektoren  xX  +  yji  +  ev,  für  die  nur  die  Verhaltnisse  xiyiis 
rational  sind. 

Betrachten  wir  nun  den  Vektor  xk  +  yji  bei  beliebigem  aber  festem 
X  und  variablem  y,  so  ist  die  Richtung  dieses  Vektors  eine  monotone 
Funktion  von  y  (nach  Axiom  6a),  d.  h.  der  Vektor  xX  +  yji  nähert 
sich  bei  wachsendem  positiven  y  immer  mehr  der  Richtung  von  ft. 
Da  aber  fOr  aUe  y,  die  zu  o;  in  rationalem  Verhältnis  stehen,  die 
Richtung  von  xk^  y'ji  zu  den  Richtungen  A  und  ]i  dieselbe  Lage  hat^ 
wie  im  Bildraume  der  durch  die  Koordinaten  x,  y  gegebene  Vektor  zu 
A,  ft  im  Bildraum,  so  gilt  dasselbe  auch  noch,  wenn  x :  y  eine  beliebige 
irrationale  Zahl  ist. 

Infolgedessen  ist  sicherlich  fClr  jedes  t 

t '  X  '  X  +  t '  y  '  li  ^  q>(t)(xk  +  yJi). 

Es  hat  aber  (p(t)  folgende  Eigenschaften: 

1)  Für    rationale   t    ist    q>(t)  »  t     (Beweis    genau    so    wie    bei 

§  1,  *•) 

2)  q>(()  hat  das  Vorzeichen  von  t    (Axiom  6  a.) 

3)  Es  besteht  nach  Axiom  4)  und  den  Sätzen  cc,  ß,  y  des  §  1 
die  Funktionalgleichung 

Daher  ist  nach  Darboux  stets  ^>{^  =  t 

Die  Vektoren  der  durch  A  und  jiZ  bestimmten  Ebene  werden  also 
sämtlich  in  der  gewohnlichen  Weise  zusammengesetzt.  Da  aber  A 
und  ji  beliebig  gewählte  Einheitsvektoren  sein  konnten,  so  gilt 
das  Resultat  fOr  alle  Vektoren;  der  Darbouxsdie  Satz  ist  somit 
beteiesen. 
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Ein  Apparat  zur  Bestimmniig  des  Flächeninhalts, 
des  statischen  Moments,  Trägheitsmoments  nnd  beliebiger 
anderer  Momente  kmmmlinig  begrenzter  ebener  Figuren. 

Von  J.  ScHNÖCKEL  in  Düsseldorf. 

Allgemein  bekannt  ist  das  Verfahren,  ebene  n-Ecke  durch  eine 
einfache,  geometrische  Konstruktion  in  n  — 1-Ecke  und  nach  «  — 3- 
maliger  Anwendung  der  Methode  in  Dreiecke  zu  verwandeln,  welche 
dem  n-Eck  an  Fläche  gleich  sind.  Der  Praktiker  bedient  sich  zu 
diesem  Zweck  zweier,  gegen  einander  yerschiebbarer  Dreiecke  aus  Holz, 
Gelluloid  oder  Metall  und  einer  Eopiemadel,  um  Punkte  auf  dem  Papier 
mit  Sicherheit  zu  bezeichnen.  Man  kann  sich  nun  die  Frage  vor- 
legen, ob  es  nicht  ein  ebenso  einfaches  Verfahren  gibt,  krummlinig 
hegrenete  Figuren  nach  Fläche  auszugleichen,  oder,  was  gleich  bedeutend 
ist,  in  geradlinig  begrenzte  zu  verwandeln,  deren  Flächeninhalt  leicht 
als  das  Produkt  von  zwei  Faktoren  ermittelt  werden  kann. 

Diese  Aufgabe  wird  im  folgenden  gelöst,  und  es  wird  gezeigt  werden, 
daß  man  nicht  allein  nach  Flächeninhalt,  sondern  auch  ebenso  leicht 
in  bezug  auf  das  statische  Moment,  das  Trägheitsmoment  und  jedes 
beliebige  andere  Moment  auszugleichen  vermag. 


I 


Beschreibung  des  Apparats. 

Die  Figur  1  stellt  ein  zweiseitig  geteiltes  Lineal  von  25  cm  Länge, 
5  cm  Breite  und  1  mm  Dicke  aus  völlig  durchsichtigem  CeUuloid  in  Form 
^^^  eines     prismatischen    MaB- 

*  Stabes  vor.  Der  kurze  Strich  in 

der  Mitte  von  AB  bezeichnet 
eine,  der  Kante  parallele,  stäh- 
lerne Schneide  (siehe  auch  den 
Längsschnitt  Fig.  1  unten), 
die  in  das  Lineal  eingelassen 
ist.  Sie  ist  nach  unten  kreis- 
förmig scharf  angeschliffen 
und  tritt  auf  der  Kehrseite  des 
Stabes  etwa  0,35  mm  hervor. 
Die  Kante  A  ist  von  der  Mitte  aus  nach  den  Seiten  hin  im  Maß- 
stab 1 :  150   geteilt.     Die  Teilung   ist   auf  der  Unterseite  des  durch- 


N 
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siclitigen  Lineals  mit  kräftigen,  schwarzen  Strichen  ansgefährt  und 
auf  Meterstriche  beschrankt,  damit  die  Übersichtlichkeit  nicht  durch 
f&r  den  vorliegenden  Zweck  un- 
nötige Eleinstriche  beeinträchtigt 
wird.  Die  Kante  B  zeigt  Tei- 
lungen in  1  :  150  und  1 :  75. 
Das  Lineal  Fig.  2  gleicht  bis  auf 
eine  Verschiedenheit  in  den  Tei- 
lungen dem  in  Fig.  1  dargestellten 
vollkommen.  Die  Kante  C  enir 
spricht  Ä  in  Fig.  1  und  ist  im  Maßstab  1 :  150  und  1 :  50  von  der 
Mitte  aus  geteilt.  Infolge  der  bedeutenden  Länge  eines  Meterintervalles 
empfehlen  sich  hier  kleine  Zwischenstriche  bei  0,5. 


Die  Ausgleichung. 

Die  Lineale  Fig;  1  und  2  sind  fOr  die  Ausgleichung  offener  Kurven- 
züge wie  Fig.  3  oder  geschlossener,  krummlinig  begrenzter  Figpiren 
bestimmt. 

Um  den  Linienzug  OKE  (Fig.  3)  von  0  aus  gegen  die  Leitlinie 
Jlf  ^  auszugleichen,  legt  man  die  Kante  A  des  Apparats  mit  der  Null- 
marke  so  im  Anfangspunkt  der  Kurve   0  an,   daß  die  Kante  in  die 


Fig.». 


Tangentenrichtung  fällt.  Drückt  man  nun  die  Schneide  des  Gelluloid- 
lineals  mit  der  rechten  Hand  ein  wenig  auf  das  Papier,  so  ist  nur  eine 
Drehung  des  Stabes  um  den  Berührungspunkt  der  Schneide  mit  dem 
Papier  und  eine  gleitende  Bewegung  in  der  Kantenrichtung  möglich. 
Das  Lineal  wird  nun  mit  Hilfe  der  Linken  in  der  Schneidenrichtung 
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stetig  nach  rechts  yerschoben  und  zugleich  allmählich  so  gedreht^  dsS 
sich  die  gemeinsame  Nullmarke  der  Teilungen  immer  zwischen  dem 
Schnittpunkt  der  Kante  mit  der  Leitlinie  MN  und  der  Eur^e  hefindet 
Die  Entfernung  der  Nullmarke  von  den  Schnittpunkten  H  und  K  wird 
durch  die  Teilungen  der  Kante  so  geregelt,  daß  fOr  diese  Punkte  an 
den  Skalen  die  gleichen  Zahlen  abgelesen  werden.  Mit  der  stetigen 
Änderung  der  Lage  des  Lineak  ändern  sich  auch  die  Ablesungen 
stetig,  jedoch  ist  die  Bewegung  so  zu  regeln,  daß  f&r  eine  bestimmte 
Lage  beide  Ablesungen  gleich  werden.  Li  der  Figur  schneidet  die 
Leitlinie  die  linke  Teilung  kurz  vor  der  12.  Wäre  bei  K  die  12 
schon  erreicht,  so  müßte  eine  korrigierende  Veränderung  in  der  Lage 
des  Lineals  stattfinden.  Eine  genauere  Ablesung  zwischen  den  Strichen 
wird  nicht  gemacht,  aber  es  ist  notig,  schätzungsweise  die  Entfernung 
des  Schnittpunktes  vom  nächsten  Strich  zu  merken.  Man  yerfolgt  so 
den  ganzen  Verlauf  der  auszugleichenden  Kurve,  ohne  die  Punkte  H 
und  K  aus  den  Augen  zu  lassen.  Benutzt  man  die  Kante  Ä,  so  liegt 
die  Nullmarke  auf  der  Mitte  zwischen  H  und  K,  während  sie  bei  B 
und  C  mehr  nach  K  hin  fallt. 

Es  gehört  einige  Übung  dazu,  einen  Linienzug  schnell  und  fehlerlos 
auszugleichen.  Die  Schwierigkeit,  H  und  K  ständig  im  Auge  zu  be- 
halten, wächst  zunächst  mit  der  Entfernung  der  beiden  Punkte,  jedoch 
lehrt  die  Erfahrung,  daß  es  immerhin  leicht  ist,  Kurven  in  einer 
Längenausdehnung  von  20  bis  50  cm  scharf  auszugleichen.  Auch 
kommt  dem  Verfiediren  eine  äußerst  günstige  Fehlerausgleichung  zu 
statten. 

Die  Kante  Ä  ist  zur  Ausgleichung  nach  Fläche  bestimmt  Wahrend 
der  Bewegung  befindet  sich  die  Nullmarke  immer  auf  der  Mitte  zwischen 
H  und  K,  da  rechts  und  links  von  Ä  gleiche  Teilungen  1 :  150  ent- 
worfen sind. 

Um  nach  dem  statischen  Moment  auszugleichen,  benutzt  man  die 
Kante  B  des  Apparats.  Die  Teilungen  um  B  sind  verschieden  1 :  150 
und  1 :  75  (siehe  Fig.  1  und  2);  es  wird  daher  BK^\BK 

Bei  Anwendung  der  Seite  C,  Ausgleichung  nach  dem  Trägheits- 
moment einer  Kurve,  sind  die  Teilungen  1 :  150  und  1 :  50  gewählt^ 
sodaß  CK^\CHiBt 

Verwertung  der  ausgleichenden  Geraden« 

Der  Knrvenzug  OE  (Fig.  4)  wird  durch  die  Gerade  EÄ  nach 
Fläche,  durch  EB  nach  dem  statischen  und  durch  EC  nach  dem 
Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  Leitlinie  Jlf  ^  ausgeglichen. 
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Fig.  4. 


Es    ergibt    sich    als    Flacheninhalt    des    zwischen    der    Geraden 
OE  und   der   Ennre  liegenden   Teils 

als  statisches  Moment 
2;-iJBO(-BO)»-405A 
als  Trilgheitsmoment 


2;,«iCO(i;O)»-5550,0. 

Man  erhalt  die  Schwer- 
pnnktsordinate^  indem  man 
PO  -  \E0  macht  und 
za    ÄP    dnrch    B    eine    Parallele    zieht;    die    ^0    in    iS   schneidet. 
Dann   ist   SO  der  Abstand   der   Schwerlinie   von   MN. 

]Sbenso  leicht  wird  die  reduzierte  PendeUänge  f&r  0  als  Drehungs- 
punkt konstruiert. 

Man  mache  P'O^  \E0  und  ziehe  zu  BP'  durch  C  eine  Parallele, 
die  JE7  0  in  Zr  schneidet.     ZO  ist  die  gesuchte  Länge. 

Bei  der  Ausgleichung  sehr  unregelmäßiger  oder  in  ihrer  Haupt- 
richtung der  Leitlinie  paralleler  Kurven  kann  es  vorkommen,  daß  die 
ausgleichende  Kante  des 
Lineals  die  Linie  sehr 
schrl^  schneidet.  Diese 
ungünstige  Li^e  wird  da- 
durch vermieden,  daß  man 
die  Ausgleichung  an  irgend 
einer  Stelle  der  Kurve  ab- 
bricht und  an  einem  an- 
deren Punkte  weiter  fort- 
setzt. Der  Linienzug  wird 
so  durch  ewei  oder  mehrere 
Gerade  ausgeglichen,  was 
durch  die  Fig.  5  veran- 
schaulicht wird. 

Die  Geraden  ^jB  und  ^x:^  "" 

A^E  gleichen   die  Figur 

nach  Flache,  B^E  und  B^E  nach  dem  statischen  Moment  in  bezug  auf 
MN  aus.  Der  Anfangspunkt  der  Ausgleichung  ist  für  die  rechte  und 
linke  Seite  der  Kurve  Z,    Für  Berechnungen  gelten  die  Formeln: 

Fläche  S^  =  \A^A^{EO),     stat.  Moment  E^  =  \B^B^iEOy, 
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Da;  wo  es  auf  die  zahlenmäßige  Ermittelung  Ton  Zi  ankommt^ 
empfiehlt  es  sich,  J?0  zu  20  anzunehmen ,  fOr  Z^  zu  }/30  und  fui 
Z,  zu  y4ß.  Die  Lage  des  Endpunktes  E  kann  auch  außerhalb  der 
Kurve  gewählt  werden.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Figur  in  mehr 
als  zwei  Teile  zur  Ausgleichung  zerlegt  wird.  Man  hat  dann  zu  be- 
rücksichtigen,  daß  die  Punkte  E  gleiche  Entfernung  von  der  gemein- 
samen Leitlinie  haben. 

Der  Weg;  den  die  Schneide  bei  der  Ausgleichung  beider  Eurren- 
zweige  nach  dem  statischen  Moment  genommen  hat,  ist  durch  die 
punktierten  Kurven  1  und  2  zur  Anschauung  gebracht. 

Für  Flächenausgleichungen  unregelmäßiger  Figuren  ist  es  zulässig 
und  oft  vorteilhaft^  krumme  Leitlinien  zu  ziehen^  anstatt  Zerlegungen 
der  Kurven  vorzunehmen. 

Das  Prinzip  des  Verfahrens  ist  durch  die  Betrachtung  der  drei 
am  häufigsten  in  der  Praxis  vorkommenden  Summenformen  2^,  2^ 
und  JS^  zur  Genüge  erläutert  ^  so  daß  es  mit  Benutzung  der  weiterhin 
entwickelten  Formel  leicht  wird^  nach  jeder  gewünschten  Summenform 
auszugleichen. 


Fig.  6. 


Theorie. 

Die  Gerade  HK  sei  Kante  des  Lineals  mit  der  Nullmarke  Ä  und 
der  Schneide  S,     Soll  die  Kurve  MKK'  gegen  die  Leitlinie  MffH 

nach  Fläche  ausgeglichen 
3Q^^  werden,  so  muß  MHKM 
konstant  bleiben,  wäh- 
rend HK  in  die  unend- 
lich wenig  abweichende 
Lage  H'K' 
Dann  sind  die 
Dreiecke  ÄKK'  und 
ÄHST  flächengleich.  Also 
(Fig.  6) 

^ÄK'ÄK'df 

^^AH'AH'dfp, 

Ist  KK'  und  HH'  imendlich  klein,  so  kann  man  setzen 

AK  -  AK'  =  w,      AH^  AK  =  v. 

Nach  beiderseitiger  Hebimg  des  spitzen  Winkels  dfp  wird 
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Für  die  Flächenausgleicliuiig  sind  demnach  die  Teilungen  der 
Kante  einander  gleich. 

Mit  Hilfe  des  Rotationskörpers  von  MK  um  MN  ergibt  sich 
nach  der  Ouldinschen  Regel  ein  ähnlicher  Beweis  für  die  Ausgleichung 
nach  dem  statischen  Moment.  Der  Einfachheit  wegen  empfiehlt  es 
sich  aber^  sogleich  zur  analytischen  Ableitung  der  alle  einzelnen  Fälle 
umfassenden  Formel  für  u  und  v  überzugehen. 

Für  die  Fläche  MHPKM  besteht  die  Integralgleichung 


Z^  ^fydx. 


■fi 

Dieser  entspricht  für  das  rechtwinklige  Dreieck 


HPK^fßda. 

Die  Ausgleichung  bedingt^  daß  die  Differenz  der  beiden  Flächen- 
stücke konstant  bleibt: 

Jydx  —fßda  =  K 
Eine  allgemeine  Form  erhält  die  Bedingung^  wenn  man  schreibt 
(1)  fiTdx  -fß^da  =  K 

y==0  /9=«0 


Als  Gleichung  der  Geraden  HK  ergibt  sich  ans  Fig.  6 
und  als  Ableitung  folgt: 


da=^-dß. 


Dieser  Wert  von  da  wird  in  (1)  eingesetzt  und  der  Richtungs- 
koeffizient —  vor  das  Integralzeichen  gezogen: 

(la)  Jfrdx-^Jß^dß^K 

Schreibt  man  y  statt  ß  und  differentiiert,  so  wird 
(2)  irdx^(^)irdy  +  d(^)Jtrdy. 
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Aus  Fig.  6  ersieht  man,  daß 

-  =  cotgo)    und    d(-)  = =-?-  • 

Durch  Benutzung  dieser  Gleichungen  nimmt  (2)  leicht  folgende 
Form  an: 

(3)  d^_dy.co»«^--^j^J4^.-. 

Nach  dem  Sinussatz  ist  in  dem  spitzen  Dreieck  ÄKD 

Da  nim  ^  KDÄ  -  ÄWP  -  9,  so  wird 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  DD'K!  folgt 
DD' «dfy- cotg  9. 

Bildet  man  die  Differenz  zwischen  KD'  -»  dx  und  DD'j  so  er- 
gibt sich 

rf^r-dycotg,)«-^. 

Durch  Substitution  in  (3)  erluAt  man 

(4)  u.siny^jj^. 
Im  Dreieck  HPK  ist 

y  =  (m  +  t;)sin9  »tisin^)  +  t;sin9>. 

Nun  folgt  weiter  aus  (4) 

(5)  ,.sin9„y.(l__5_)-±^. 

Durch  (4)  und  (5)  gelangt  man  zu  der  gesuchten  Beziehung 
zwischen  Uj  v  und  n: 

(6)  t?  =  n  •  11. 

Wird  die  Ausgleichung  im  Anfangspunkte  M  der  Kurve  begonnen, 
so  ist  in  der  Formel  (la)  die  Eonstante  K^  0.  Man  erhalt  f&r  das 
allgemeine  Integral 

(7)  •  j^^'^-üTl'^- 

0 
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Die  oben  behandelten  Sonderfalle  sind: 

n  «  +  1,  Fläche  2^  —  fydx  «  {ry ; 

w  =  +  2,  Statisches  Moment  27,  ^Jy^dx  ==  \ry*] 

«  —  +  3,     Trägheitsmoment  27,  «=  ßf^dx  =  ^ry*. 

Ist  (Fig.  3  und  6)  die  Kante  des  Lineals  in  der  Richtung  ÄH  im 
Maßstab  1 :  m  geteilt^  so  muß  nach  Gleichung  (6)  ÄK  in  1 :  m  •  n 
geteilt  werden. 

Für  positive^  ganze  oder  gebrochene  n  liegt  die  Schneide  8 
zwischen  H  und  K,  fttr  negative  ganze  n  jenseits  K  und  für  gebrochene 
jenseits  H.  Nur  für  n  -»  —  1  versagt  die  Formel  (6),  da  die  Schneide 
im  Unendlichen  läge. 

Wie  erwähnt,  wird  bei  der  Ausgleichung  nach  der  Summenform 


27     -T- - 


Ost 

die  Schneide  und  Nullmarke  in  die  Verlängerung  von  HK  (bei  Fig.  3 
und  7)  nach  T  fallen.  Da  man  von  T  aus  nach  einer  Richtung  nicht 
zwei  Skalen  1 :  m  und  1 :  m  •  n  an  der  Kante  auftragen  kann,  hilft 
man  sich  dadurch,  beide  Teilxmgen  auf  folgende  Weise  in  einer  einzigen 
Skalentabelle  zu  vereinigen.  Die  Bedingung,  welche  erfüllt  werden 
muß,  lautet: 

Wird  in  der  Entfernung  z  von  der  Nullmarke  die  Zahl  t  an  der 
Ejinte  abgelesen,  so  soll  bei  e' ^n-B  die  Zahl  ^'  =  <+l,  bei  b" ^fi?-z 
die  Zahl  <"=-<+  2  und  allgemein  bei  j?^  =  n"  •  jer  die  Ziffer  t^^t  +  a 
erhalten  werden. 

Die  noch  unbekannte  Gleichung  der  Skalentabelle  möge  durch  die 
Beziehung 

ausgedrückt  werden,  wo  /*  als  Funktionszeichen  dient  Durch  Einsetzen 
ergibt  sich  aus  der  gestellten  Bedingung  die  Funktionalgleichung: 

Die  partielle  Ableitung  des  zweiten  nnd  lierten  Gliedes  der  Oleichong 
nach  t  and  a  fOhrt  auf  die  Gleichungen: 

?^^±^  -  n« .  lognatn  •  f{t)  =  n«  •  lognatn  •  0. 
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Die  Ableitungen  der  symmetrischen  Form  f{t  +  a)  müssen  einander 
gleich  sein.    Es  ist  daher  , 

lognatn  •  dt  ==  — 

Durch  Integration  erhalt  man 

log  nat  z  =^t '  log  nat  n 
und  durch  Umkehrung  die  Gleichung  der  Exponentialskala 

(8)  '-«'• 

^  Figur  7  yeranschaulicht 

die  Skala  zur  Ausgleichung 
nach  der  Integralform 


iu|:-^  >  t  ■[ 


•  —  C—  —  — 


Hier  ist  n  -- 


Flg.8. 


:?-*,  so 
daß  die  Gleichung  der  ent- 
sprechenden Teilung  lautet 

Die     Ziffern     fBr     die 
langen  Teilstriche  0,  1  ...  ^ 
sind    in   der  Zeichnung  weggelassen.     Bei  jedem   dieser  Striche  be- 
ginnt die  Bezifferung  wieder  mit  Null. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden^  daß  die  Nullmarke  A  (vgL  Fig.  3) 
sich  überall  in  der  Entfernung  der  mittleren  Höhe  des  Flachenstücks 

NO  KV  von  NV  befindet,  sodaß  also 
ein  bei  A  befestigter  Farbstift  den  Ver- 
la/uf  der  Integration  von  0  bis  £  auf 
dem  Papier  graphisch  zum  Ausdruck  bringt 
Das  Lot  von  A  auf  JVF  ist  immer  gleich 
\{N0  +  VK)y  wenn  nach  Flache  aus- 
geglichen wurde. 

Das  allgemeine  Ausgleichungsprinzip 
läßt  sich^  wie  Fig.  8  zeigt,  auch  zur  Kon- 
struktion eines  ümfahmngsplanimeters  yer- 
wenden. 

Die  überbrückte  Walze  H  ist  durch 
einen  Storchschnabel  mit  dem  Fahrstift  K 
und  einem  die  Schneide  ersetzenden  Radchen 
A  verbunden.  Der  Weg  HE  der  Wake 
entspricht  der  Leitlinie,  während  der  Storchschnabel  bewirkt,  daß 
AH :  AK » n :  1   bleibt.     Macht  man  für  n^l   die  lotrechte  Ent- 
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femimg  des  An&ngspunktes  von  der  LeiÜinie  HK » t;  =  2^   bo  enir 

apricht    die    Umdrehungszahl    der    Walze    resp.    ihr    Weg   HE  der 

Flache  der  umfahrenen  Figur.  Ahnliches  gilt  fttr  das  statische  und 
das  Trägheitsmoment. 

Genauigkeit  der  Ausgleichung. 

Die  Instrumentalfehler;  welche  das  Resultat  der  Ausgleichung  be- 
einflussen^  sind  zunächst  gröbere  üngenauigkeiten  in  den  Maßstäben  u 
und  V.  Ihre  gemeinsame  Nullmarke  muß  mit  der  Projektion  des  Mittel- 
punktes der  Schneide  auf  die  Kante  zusammenfallen^  und  schließlich 
müssen  die  letzteren  einander  parallel  sein.  Trifft  diese  Bedingung 
nicht  zu,  so  weicht  die  ausgleichende  Kante  konstant  nach  einer 
Seite  hin  ab.  Der  Fehler  ist  dem  von  der  Schneide  zurückgelegten 
W^e  proportional;  fallt  aber  für  geschlossene  Kuryenzüge  (vei^l. 
Fig.  5)  fort;  da  Hin-  und  Rückweg  (Linie  1  und  2)  etwa  gleich 
werden. 

Außer  den  genamiten  FehlerU;  deren  Beseitigung  auf  mechanischem 
Wege  erreicht  wird;  ist  die  Genauigkeit  nur  von  den  Schatzungsfehlern 
bei  H  und  K  abhangig.  Sie  sind  gleich  häufig  positiv  und  negativ; 
sodaß  man  far  die  mittlere;  seitliche  Abweichung  nach  dem  Fehlergesetz 
schreiben  kann 

wenn  s  die  Länge  der  Kurve  und  x  eine  Konstante  bezeichnet.  Die 
Versuche  ei^ben  fQr  Linienzüge  von  ca.  15  cm  Länge  einen  mittleren 
Ausgleichungsfehler  von  weniger  als  0;5  mm. 

Anmerkung.  Wegen  anderer  Apparate  für  denselben  Zweck  vergl. 
A.  Amsler;  Über  mechanische  Integrationen;  Dycks  Katalog  mathe- 
matisch-physikalischer Modelle;  1892;  Abschnitt  3;  S.  110.  —  Außer 
dem  Integraphen  von  Abdank-Abakanowicz  gehört  femer  zu  dieser 
(Gattung  von  Integrationsapparaten  der  sogenannte  ;;Prytzsche  Stangen- 
planimeter^. 
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Zur  Reduktion  eines  Er&ftesystems  auf  zwei  Einzelkr&fte. 

Ein  Er&ftesystem,  das  auf  ein  starres  Punktsystem  wirkt,  Iftßt  sich, 
wie  bekannt,  auf  unendlich  viele  Arten  durch  zwei  Einzelkräfte  ersetzen, 
von  welchen  die  eine  ihren  Angriffspunkt  in  einem  beliebig  gegebenen 
Punkte  hat.  Man  kann  fragen,  l)  welches  dabei  der  geometrische  Ort  für 
den  Endpunkt  jener  EinzelkraiPt  ist,  wenn  ihr  Angriffspunkt  fest  bleibt, 
2)  wie  sich  mit  der  Lage  dieses  Angriffspunktes  der  genannte  geometrische 
Ort  ändert. 

Diese  Fragen  sollen  hier  mit  Hilfe  Graßmann scher  Methoden  be- 
antwortet werden. 

Das  gegebene  Kräftesystem  sei  mit  S  bezeichnet  Der  Angriffspunkt 
der  ersten  Einzelkraft  heiße  a,  ihr  Endpunkt  p.  Diese  Kraft  selbst  —  als 
„Linienteü^  oder  „Stab"  aufgefaßt  —  ist  also  durch  das  ftoßere  Produkt  [ap] 
dargestellt,  wenn  wir  uns  die  Punkte  a  und  p  mit  der  Masse  1  verseben 
denken.     Daher  wird,  wenn  man  die  zweite  Einzelkraft  X  nennt, 

[ap]  +  X^S 
oder 

(1)  X-S-[aj>]. 

Damit  X  wirklich  eine  einzelne  Kraft  sei,  muß  das  Eigenmoment  von 
X  (das  äußere  Produkt  von  X  mit  sich  selbst)  verschwinden,  also,  weil 
[apap]  «=»  0  ist, 

(2)  [XX]  =  [SS]  -  2  [8ap]  -  0 

sein.    Diese  Gleichung  ist  in  bezug  auf  p  vom  ersten  Grade,  stellt  folglich 
eine  Ebene  dar,  womit  die  erste  Frage  beantwortet  ist. 

Wir  können  übrigens  die  gefundene  Gleichung  in  bezug  auf  a  und  p 
homogen  machen,  indem  wir  mit  Graßmann  die  unendlich  ferne  Ebene  » 
einführen.  Das  äußere  Produkt  von  m  mit  irgend  einem  Punkte  ist  nämlich 
der  Masse  dieses  Punktes  gleich,  also  wird  bei  obiger  Festsetzung  über  die 
Massen  von  a  und  p: 

(3)  [«a]«l,  [«!)]- 1, 

und  Gleichung  (2)  läßt  sich  schreiben 

[4]  [8S]  [ma]  [mp]  -  2  [Sap]  «  0. 
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Bezeichnen  wir  die  durch  letztere  Oleiehnng  dargestellte  Ebene  (den 
Ort  Yon  p  bei  festem  a)  mit  a,  so  ist 

0  =  [ap\  =  [88\  [wa]  \mp\  -  2  \8ap\, 
folglich 
(5)  a  =  [S/S]  [«a]  «  -  2  [Äa]. 

Man  sieht  aus  dieser  Gleichnng  (wie  auch  schon  ans  (4)  oder  (2)), 
daß  die  Ebene  a  parallel  zur  Ebene  [/Sa],  d.  h.  zur  Nnllebene  des  Punktes  a 
in  bezng  auf  das  durch  das  Er&ftesystem  8  bestimmte  Nullsystem  ist,  weshalb 
die  Intensität  der  Einzelkraft  \ap\  ein  Minimum  wird,  wenn  diese  Kraft 
senkrecht  auf  der  Nullebene  von  a  steht. 

Da  nach  Gleichung  (5)  die  Ebene  a  eine  lineare  Funktion  des 
Punktes  a  ist,  so  haben  wir  als  Antwort  auf  die  zweite  Frage:  Wenn  a 
(der  Angrifbpunkt  der  ersten  Einzelkraft)  eine  Gerade  beschreibt,  so  dreht 
sich  die  Ebene  a  (der  geometrische  Ort  des  Endpunktes  der  ersten  Einzel- 
kraft) ebenfEÜls  um  eine  Gerade,  oder  durch  Zuordnung  von  a  und  a  ent- 
steht eine  lineare  reziproke  Verwandtschaft  (Korrelation),  untersuchen  wir, 
ob  diese  Verwandtschaft  involutorisch  ist  (ein  Polarsystem  bedingt)  oder 
nicht.  Sei  h  ein  beliebiger  Punkt,  ^  die  zugeordnete  Ebene,  dann  ergibt 
sieh  durch  ftußere  Multiplikation  von  (5)  mit  &: 

[a6]  -  \ßS\  [wa]  [«6]  -  2  [Äaft] 
und  hieraus  durch  Vertauschung  von  a  mit  &: 

\^d\  «  \ßS\  [oft]  [wa]  -  2  [S&a], 
oder  weil 

\ßla\ \ßa}>\ 

[/Ja]  =  \ßB'\  [©aj  [(oft]  -f  2  \ßah\ 
Demnach  folgt  aus 

[a6]«0 
fMhi  allgemein  , 

[|Jo]  -  0, 

also  hat  man  es  mit  keinem  Polarsystem  zu  tun.^) 

Welches  Verhalten  die  Wirkungslinie  der  zweiten  Einzelkraft  X  zeigt, 
wenn  a  fest  bleibt  xmd  j)  sich  in  a  bewegt,  ist  zwar  aus  bekannten  Sätzen 

1)  Die  beiden  Eemfl&chen  dieser  Korrelation  arten  aus.  Denn  der  Ort  der 
Punkte  a.  welche  in  ihren  zugeordneten  Ebenen  a  liegen,  hat  die  Gleichung 
[aa]  =  0,  d.  h.  nach  (6) 

\ßS\  [ts^a^  =.  0 

oder  weil  \ßB'\  von  Nnll  verschieden  ist, 

[ooa]«  =  0, 

welche  Gleichung  die  doppelt  zu  denkende  unendlich  ferne  Ebene  darstellt.  Ist 
aber  \taa\  »=>  0,  so  wird 

«-=  —  2  [Sa], 

d.  h.  a  nUlt  mit  der  Nullebene  von  a  zusammen,  die  Nullebenen  aller  unendlich 
fernen  Punkte  bilden  jedoch  einen  Ebenenbündel  mit  dem  Nullpunkt  der  unendlich 
fernen  Ebene  als  Mittelpunkt,  in  welchen  Bündel  demnach  die  zweite  Eemfläche 
ausartet. 
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über  Nullsysteme  leicht  zu  erschließen,  möge  aber  der  Vollständigkeit  wegen 
hier  noch  aus  den  obigen  Gleichungen  abgeleitet  werden.  X  mufi  (wie  be- 
kannt) immer  in  einer  bestimmten  Ebene,  der  Nullebene  [Sd\  von  a  liegen, 
denn  durch  äußere  Multiplikation  von  (l)  mit  a  erhfilt  man  [Xd]  =  [8ä\y 
welche  Gleichung  aussagt,  daß  die  Verbindungsebene  von  X  und  a  mit  der 
festen  Ebene  [Sa]  zusammenfallt.  Da  zufolge  (l)  die  Grerade  X  Ton  dem 
Punkte  p  linear  abhängt,  so  entstellt  durch  Zuordnxmg  von  X  und  p  eine 
lineare  reziproke  Verwandtschaft  zwischen  den  Ebenen  [Sa]  und  a.  Diese 
Korrelation  kann  nicht  etwa  in  der  Weise  ausarten,  daß  die  Linie  von  X 
immer  durch  einen  und  denselben  Punkt  a'  von  [Sa]  geht,  denn  sonst  hätte 
man  [Xa']  =»  0,  oder  wegen  (l) 

[apa']  -  [Sal, 

es  fiele  also  die  Verbindungsebene  [a|7a']  des  in  der  Ebene  a  beweglichen 
Punktes  p  und  der  beiden  festen  Pimkte  a  und  a'  fortwährend  mit  der 
festen  Ebene  [/Sa'],  der  Nullebene  von  a'  in  dem  durch  S  bestimmten  Null- 
system zusammen.  Das  ist  (ftlr  einen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  a) 
nicht  möglich,  weil  sonst  cc  durch  a  gehen,  d.  h.  [cca]  »0  sein  und  mithin 
wegen  (5)  das  Eigenmoment  [SS]  des  Kräftesjstems  S  verschwinden  oder 
dieses  Kräftesystem  in  ein  solches  ausarten  müßte,  das  auf  eine  einzige 
Kraft  reduziert  werden  kann. 

Stuttgart.  B.  Mehmke. 


Ansspräohe  über  sezagesimale  Winkelteilüng  und  über  Beohenmaselüneit 

Lesefrüchte  oms  den  Ghundlmien  des  wissensckaftUcken  Bedmens  von  H,  Bruns}) 

(Einleitung,  S.  2.)  Stevin  —  einer  der  Erfinder  der  Dezimalbrüche  — 
hat  seinerzeit,  in  klarer  Erkenntnis  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes,  die 
Forderung  erhoben,  daß  entsprechend  der  streng  ^ezimaleü  Anlage  der 
Rechnung  fortan  auch  die  Maßgrößen  dezimal  abzustufen  seien,  wenn  anders 
die  neu  erfundene  Bechnimgsart  ihren  vollen  Wert  entfalten  solle.  Leider 
ist  die  Bechentechnik  auch  heute  noch  recht  weit  davon  entfernt,  den  aus 
einer  Erfüllung  der  genannten  Forderung  fließenden  Gewinn  einheimsen  zu 
können.  Denn  selbst  auf  rein  wissenschaftlichem  Gebiete,  wo  man  noch 
am  ehesten  das  Durchdringen  einer  solchen  Neuerung  erwarten  sollte,  be- 
hauptet sich  z.  B.  in  der  Wihkelidlimg  ein  cUatfisHscher  Best  der  äUen 
Sexagesimaüeiking^  die  doch  wu/r  m  einer  früheren^  imvoUkommeneren  EfU- 
wickdungsphase  der  Bechentechnik  einen  vernünftigen  Sinn  besaß.  Dies  isi 
tun  so  mehr  zu  bedauern^  als  solche  Budimente  früherer  Büduf^en  ein  ernst- 
haftes Hindernis  sind,  den  massenhaften  Ziffemverhrauch,  der  schon  jeUd  fmt 
seiner  routinemäßigen  Öde  in  drückender  Weise  auf  emeeJnen  redtne^nden 
Wissenschaften  lastet^  aiuf  besondere  Bechenmaschinen  abzuwälzen^  die  eigens 
für  gewisse,  massenhaft  auftretende  Operationen  konstruiert  sind. 

(S.  7.)  Einige  von  den  Wissenschaften,  die  mit  einem  starken  Ziffern- 
Verbrauch  belastet  sind,  wie  z.  B.  die  Fixstern- Astronomie,  stehen  —  falls 
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sie  ihre  Probleme  mit  Erfolg  bewältigen  wollen  —  vor  der  Notwendigkeit, 
über  kurz  oder  lang  zu  einem  zentralisierten  Großbetriebe  überzugehen,  bei 
dem  bestimmte  zusammengesetzte  Rechenoperationen  hunderttausend-  imd 
millionenfach  auszuführen  sind.  Daß  hierbei  die  Maschine,  und  zwar  die 
jedesmal  für  eine  einzige  bestimmte  Aufgabe  möglichst  vollkommen  durch- 
gebildete Maschine,  der  unentbehrliche  Helfer  sein  wird,  steht  meiner  Über- 
zeugung nach  außer  Frage.  Es  hesUet  übrigens  ein  gewisses  psychologisches 
Interesse,  zu  beobachten^  wie  auf  der  einen  Seite  z.  B.  bei  der  Ausrüstwng 
einer  Sternwarte  für  ein  neues  Instrument  ansehnliche  Summen  verausgabt 
und  dabei  nach  Möglichkeit  die  Fortschritte  der  Technik  herangezogen  werden^ 
wie  man  aber  auf  der  anderen  Seite  vorläufig  gar  nicht  daran  denkt,  ob  die 
Technik,  die  so  sinnreiche  Apparate  w^  die  Schreibmaschine  und  die  KontroU- 
kasse  geschaffen  hat,  nicht  etwa  auch  für  die  BechenarbeU,  welche  zeiüieh  be- 
messen ein  Vielfaches  der  Beobachtungsarbeit  af4smacht,  hilfreiche  Dienste 
leisten  könnte. 


Aüskfinfte. 

F.  V.,  A.  Das  SpiegeUineäl  nach  Prof.  Keusch  zur  mechanischen 
Bestimmung  der  Normalen  gezeichnet  gegebener  Kurven  kann,  aus  Glas  in 
einer  Länge  hergestellt,  die  für  gewöhnliche  Zwecke  genügt,  von  Hof- 
optiker E.  Spindler^  Stuttgart,  Langestraße  17,  bezogen  werden.       M. 


Fr.  S,,  Sz.  Eine  Darstellung  des  absoluten  Maßsystems  mit  Angabe 
der  Quellen  finden  Sie  in  dem  von  C.  Runge  verfaßten  Abschnitt  über 
Maß  und  Messen  in  der  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften, 
Band  V  1,  Heft  1,  S.  19  u.  f.  M. 


Bttchersclian. 


F.  Harzer,     über  die  Bestiinmuiig  nnd  Verbesserang  der  Bahnen 

von  Himmelskörpern  nach  drei  Beobachtungen.    Mit  einem  Anhange 

unter  Mithilfe  von  F.  Eistenpart  und  W.  Ebert  berechneter  Tafeln. 

Publ.  der  Stemw.  in  Kiel.   XL.    4^   106  S.  u.  22  S.  Tafehi.   Leipzig  1901. 

Nach    Anlage    und    Durchführung    bietet    die    schöne    und    wichtige 

Arbeit  Harzers,  die  auf  einem  der  bedeutsamsten  Gebiete  der  theorischen 

Astronomie  Neues  schafiFfc,  ebensowohl  dem  Mathematiker  wie  jedem  Astronomen 

hohes  Literesse. 

Das  Problem  der  Bahnbestimmung  aus  drei  Beobachtungen  läuft  in 
der  Fassung,  wie  es  bei  der  Bahnberechnung  auftritt,  auf  die  Ermittelung 
von  11  Unbekannten  hinaus,  denen  11  Gleichungen  gegenüberstehen.  Natürlich 
muß  man  zur  Lösung  einen  indirekten  Weg  einschlagen,  und  die  Art  dieses 
Weges  ist  es,  die  den  Unterschied  der  einzelnen  Methoden  ausmacht.  Durch 
eine  erste  Näherung,  die  wie  alle  ersten  Bahnbestinmiungen  kurze  Zwischen- 
zeiten voraussetzt,  reduziert  sich  die  Aufgabe  auf  drei  Gleichungen  mit  drei 
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Unbekannten,  die  bei  Harzer  die  drei  den  drei  geozentriscben  Beobachtungen 
entsprechenden  heliozentrischen  Distanzen  sind.  Übersichtlich  setzt  der 
Verfasser  den  Grundgedanken  der  Näherung  nach  6au£,  Encke,  y.  Oppolzer 
und  Gibbs  auseinander  und  weist  analytisch  und  numerisch  das  Übergewicht 
der  Gibbs  sehen  Darstellung  der  Ausgangsfnnktion  nach.  Er  führt  aber 
nun  aus,  daß  gleich  yon  vornherein  die  Annftherung  sich  noch  weiter 
treiben  lasse,  so  weit,  daß  die  Hypothesen  der  früheren  Methoden  fortfallen 
und  sogleich  die  wahren  Werte  der  drei  heHozentrischen  Distanzen  hervor- 
gehen. Nachdem  diese  bekannt,  ist  die  Ableitung  der  übrigen  Bahnelemente 
ein  Kleines.  In  einem  zweiten  Abschnitt  werden  nun  die  dem  Zwecke  einer 
weitergehenden  Annäherung  dienenden  Beihenentwickelungen  vorgenommen, 
die  die  VerhUtnisse  der  Dreiecksflächen  als  Funktionen  der  heliozentrischen 
Entfernungen  geben.  Die  Art  des  Konvergenzbeweises  scheint  uns  von  einer 
Bedeutung  zu  sein,  die  über  den  Bahmen  der  Arbeit  hinausgeht 

Den  bei  ersten  Bahnrechnungen  fast  nur  in  Frage  kommenden  Fall 
dreier  Beobachtungen  mit  kleinen  Zwischenzeiten  und  folglich  auch  geringen 
heliozentrischen  Bewegungen  behandelt  das  dritte  Kapitel,  wobei  es  sich  als 
zweckmäßig  herausstellt,  den  durch  eine  Beihenentwicklung  ausgedrückten 
Parameter  der  Bahnellipse  neben  den  drei  heliozentrischen  Badienvektoren 
mitzubestimmen.  Während  aber  vielleicht  die  hier  vorgetragene  Methode 
noch  keinen  in  die  Augen  springenden  praktischen  Grewinn  gegenüber  andern 
Verfahren  darbietet,  ergibt  sich  ein  solcher  unzweifelhaft  für  Beobachtungen, 
die  um  große  Zwischenzeiten  voneinander  abliegen,  wenn  es  also  die 
Verbesserung  einer  schon  genähert  bekannten  Bahn  nach  drei  Beobachtangen 
gilt  (Kap.  IV).  Beihenentwicklung  verbietet  hier  die  Länge  der  Zwischen- 
zeiten, die  selbst  den  Fall  durch  ganze  Umläufe  des  Planeten  getrennter 
Beobachtungen  einschließen.  Die  Auswertung  der  Koeffizienten  der  linearen 
Gleichungen,  die  die  Korrektion  der  zu  Grunde  gelegten  geozentrischen 
Abstände  Hefem,  ist  sowohl  für  kleine  Exzentrizitäten  (Planetenbahnen)  als 
auch  für  große  um  Eins  herum  gelegene  (Kometenbahnen)  durchgefthrt. 
Eine  Untersuchung  über  die  Einwirkung  von  Fehlem  in  den  geozentrischen 
Beobachtungen  auf  die  Beträge  der  Unbekannten  (i.  e.  heliozentrische  Distanzen 
und  Elemente)  (Kap.  V.)  findet  sich  hier  wohl  zum  erstenmal  in  einer  för 
die  praktische  Verwendung  völlig  hinreichenden  und  einfachen  Weise.  Das 
Schlußkapitel  des  Werkes,  betitelt  „Beispiele'^  bietet  an  Hand  der  klassischen 
Beispiele  der  Theoria  motus  und  eines  einer  modernen  Kometenbahn  ent- 
nommenen eine  eingehende  Bekapitulation  der  vorgetragenen  Methode  und 
enthält  zahlreiche  wertvolle  Winke.  —  Ein  Anhang  vereinigt  mehrere 
£[ilfstafeln  für  die  Funktionen,  die  bei  der  Anwendung  jener  Methode  auftreten. 

Sehr  bald  nach  ihrer  Veröffentlichung  hat  sich  Harzers  Bahnbestimmung 
Eingang  in  die  Praxis  verschafft:  schon  jetzt  sind  mehrfach  Raneten-  und 
noch  mehr  Kometenbahnberechnungen  nach  ihren  Regeln  durchgefOhrt  worden. 

Straßburg  L  E.  C.  W.  Wietz. 

H.  Andoyer,  Thöoxie  de  la  lune.     8^     86  S.     Paris  1902. 

Dieses  Buch,  das  die  Nr.  17  der  bei  C.  Naud  erscheinenden  Kollektion 
„Scientia'^  bildet,  setzt  es  sich  zum  Ziel,  nur  unter  Benutzung  der  einfacheren 
Hil&mittel  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung  analytisch  die  Bewegung 
des  Mondschwerpunktes  in  bezug  auf  den  Erdschwerpunkt  zu  lehren.    Dia 
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Hauptgebiet  der  Theorie  findet  eine  geschlossene  Darstellrmg,  dagegen  wird 
von  vorneherein  auf  die  nmnerische  Bestimmung  der  in  der  Mondtheorie 
auftretenden  Glieder  verzichtet.  Becht  eingehend  behandelt  Kapitel  IL  und  IQ 
den  Einfluß  der  Sonne  auf  die  Bewegung  des  Mondes,  allerdings  —  und 
das  lag  im  Wesen  der  gestellten  Aufgabe  —  nicht  soweit,  daß  die  Genauig- 
keit der  Entwickelung  einigermaßen  jener  der  Beobachtung  gleichk&me. 
Jedenfalls  genügt  es  indes,  um  die  Art  der  Schwierigkeiten,  auf  die  man 
stößt,  aufzudecken  und  zu  zeigen,  wie  man  sie  überwindet.  Strebt  man 
aber  eine  Mondtheorie  von  höchstmöglicher  praktischer  Präzision  an,  so 
muß  man  ohnehin  den  rein  analytischen  Weg  verlassen  und  mit  Hansen, 
Hill,  Brown  rein  numerisch  das  Problem  anfassen.  Kapitel  IV  und  Y 
befaßt  sich  mit  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  in  der  Bewegung  des  Mondes, 
die  teils  der  Wirkung  der  Planeten,  teils  der  Gestalt  von  Erde  und  Mond 
ihren  Ursprung  verdanken,  und  das  YI.  Kapitel  berührt  noch  kurz  die 
Einwirkung  der  sftkularen  Ungleichheiten  im  Sonnenlauf  auf  die  Bewegung 
des  Mondes. 

Straßburg  i.  E.  C.  W.  Wibtz. 

L.   Dünner^    Die    älteste    astronomiBOhe    Schrift    des    Maimonides. 

Aus  zwei  Manuskripten  der  Nationalbibliothek  in  Paris,  bezeichnet: 
Fonds  hebreu  Nr.  1058  und  Nr.  1061.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte 
der  Astronomie.     8**.     54  S.     Würzburg  1902. 

Dem  bekannten  jüdischen  Gelehrten  Babbi  Mose  ben  Maimun,  gewöhnlich 
Maimonides  genannt  ('*'  Oordoba  1135  März  30,  f  Alt-Kairo  1204  Dezember  13), 
verdanken  wir  u.  a.  eine  Schrift  Qidusch  Hachodesch  (Heiligung  des  Neu- 
monds), in  welcher  er  streng  wissenschaftlich  die  Grundlagen  des  jüdischen 
Kalenders  behandelt.  Als  kurzer  Auszug  aus  jener  größeren  Arbeit  kann 
nun  eine  Reihe  von  Kapiteln  gelten,  die  Maimonides  in  jungen  Jahren  (1158) 
in  Briefform  einem  Freunde  zukommen  ließ  imd  in  denen  er  die  Begeln 
über  die  Berechnung  des  Neumonds  (Molad)  und  des  Beginnes  der  Jahres- 
zeiten (Tekufoth)  gemeinverständlich  niederlegt.  Diese  Briefsammlung  findet 
sich  in  den  beiden  im  Titel  bezeichneten  MS.  der  Pariser  Nationalbibliothek. 
Die  Handschriften  sind  in  neuhebräischer  Schrift  abgefaßt  und  bereits  in 
den  Jahren  1849  und  1859  veröffentlicht.  Herr  Dünner  gibt  zum  ersten 
mal  die  deutsche  Übersetzung,  der  er  einige  einleitende  Worte  und  viele 
kritische  Anmerkungen  beifügt.  Die  11  Hilfistafeln  des  Maimonides  sind 
mit  abgedruckt;  die  zweite,  die  sich  im  MS.  nicht  mehr  vorfand,  hat  der 
Herausgeber  neu  berechnet.  Der  oben  erwähnten  großen  Arbeit  Qidusch 
Hachodesch  fügt  die  hier  veröffentlichte  „Abhandlung  über  die  Wissenschaft 
der  Kalenderlehre^^  nichts  Neues  hinzu,  und  da  jene  größere  Schrift  des 
Maimonides  schon  mehrfach  von  Historikern  und  Astronomen  besprochen 
worden,  kann  hier  auf  eine  nähere  Inhaltsangabe  der  „Wissenschaft  der 
Kalenderlehre''  verzichtet  werden. 

Straßburg  i.  E.  C.  W.  Wmxz. 
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!•  H,  Lamberts  Abhandlnngen  sur  Bahnbestünmong  der  Eometen. 

Deutsch  herausgegeben  und  mit  Anmerkungen  versehen  vonl.  Bauschinger. 
16^.  149  S.  (Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  133). 
Leipzig  1902. 

Der  Herausgeber  hat  sich  das  Verdienst  erworben,  die  Leistungen 
I.  H.  Lamberts  (1728 — 1777)  auf  dem  Gebiete  der  Eometenbahnberechnnng 
in  einem  modernen  Gewände  leicht  zuganglich  gemacht  und  so  dem  els&ssiscben 
Gelehrten  zu  seinem  historischen  Recht  verholfen  zu  haben.  Der  Hauptsache 
nach  sind  es  zwei  Abhandlungen  Lamberts,  die  hier  in  ausgezeichneter 
Übersetzung  vorliegen:  ,Jnsigniores  orbitae  Cometarum  proprietates^  (1761) 
und  „Observations  snr  TOrbite  apparente  des  Gomites"  (1771),  und  diesen 
folgen  dann  in  den  Anmerkungen  Auszüge  aus  anderen  Schriften  Lamberts, 
die  sich  auf  unseren  Gegenstand  beziehen.  In  jenen  Anmerkungen  gibt 
femer  der  Herausgeber  eine  kurzgefaßte  übersichtliche  Darstellung  der 
Geschichte  der  Bahnbestimmung  der  Eometen  und  hebt  eben  dort  die 
großen  Verdienste  Lamberts  um  dieses  Problem  klar  hervor.  Die  Olbersche 
Methode,  die  heutigen  Tages  über  alle  anderen  Vorschlftge  den  Sieg  davon- 
getragen, unterscheidet  sich,  abgesehen  von  einem  Punkte,  der  zur  Kürzung 
der  Rechnung  beiträgt,  kaum  von  der  Lambertschen. 

Schließlich  sei  hier  noch  hingewiesen  auf  eine  aufs  engste  mit  dem 
Thema  verknüpfte  interessante  Arbeit  des  Herausgebers:  „Über  die  Lam- 
bertsche  Methode  zur  Bestimmung  der  Kometenbahnen  (Ver5ff.  d. 
Kgl.  astron.  Recheninst,  zu  Berlin,  Nr.  20),  die  sich  eingehend  mit  der 
Frage  der  Identität  der  Lambertschen  und  Olberschen  Methode  beschäftigt 
und  nachweist,  „daß  Lambert  alle  prinzipiellen  Grandlagen  der  heute 
gebräuchlichsten,  indirekten  Bahnbestimmungsmethode  der  Kometen  geschaffen 
hat  und  daß  diese  daher  seinen  Namen  mit  größerem  Rechte  zu  tragen 
hätte,  als  den  von  Du  Sejour  und  Olbers,  wodurch  des  letzteren  Verdienst, 
die  Methode  in  ihrer  einfachsten  Form  dargestellt  und  allgemein  eingeÜkhrt 
zu  haben,  keineswegs  geschmälert  wird.^^ 

Straßburg  L  E.  C.  W.  Wibtz. 

F.   Hayn^    Selenographisohe   Koordinaten.     I.   Abhandlung.     Abh.    d. 

math.-ph.  Kl.  d.  K.  S.    Ges.  d.  Wiss.    XXVH.  Bd,  Nr.  IX,    8®.    61  S. 

Leipzig  1902. 
Die  Abhandlung  bildet  die  theoretische  Vorarbeit  zu  einer  vom  Verfasser 
am  30  cm -Refraktor  der  Leipziger  Sternwarte  ausgeführten  Beobachtnngs- 
reihe  zur  Bestimmung  der  selenographischen  Lage  einer  größeren  Anzahl 
von  Punkten  der  Mondoberfläche.  Die  vorteilhafte  Wahl  der  Gestalt  des 
Hauptnetzes  ermöglichte  nun  aber  außerdem  eine  unabhängige  Bestunmung 
der  Rotationselemente  des  Mondes.  Vor  der  Berechnung  unterwarf  indes  der 
Verfasser  die  mathematische  Behandlung  der  Monddrehung  einer  Revision, 
deren  Ergebnis  den  Lihalt  dieser  Schrift  bildet  Frühere  Bearbeitungen 
beschränkten  sich  bei  der  Integration  der  Bewegungsgleichungen  auf  die 
erste  Näherung  und  unterließen  den  Nachweis  der  verschwindenden  Kleinheit 
der  höheren  Glieder.  Es  sollen  hier  nun  die  Untersuchungen  so  weit  geföhrt 
werden,  daß  die  Genauigkeitsgrenze  selenozentrisch  2'\  geozentrisch  aber  tf\01 
beträgt.    Das  entspricht  der  bei  analogen  irdischen  Vorgängen  festgehaltenen 
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Schärfe.  Im  Gegensatze  zu  früheren  Bestrebungen,  die  die  physische  Mond- 
libration  mehr  geometrisch  anschaulich  geschlossen  darzustellen  suchten, 
will  Verfasser  sein  Ziel  nur  auf  dem  Wege  numerischer  Durchrechnung 
erreichen.  In  den  ersten  vier  Kapiteln  wird  von  der  direkten  Anziehungs- 
wirkung der  Sonne  auf  die  Rotationsbewegung  des  Mondes  abgesehen,  der 
man  von  vorneherein  einen  sehr  geringen  Einfluß  zuschreiben  darf,  und  in 
der  Tat  lehrt  dann  das  fünfte  Kapitel,  daß  die  einzig  bemerkbare  Wirkung 
der  Sonnenanziehung  auf  das  rotierende  Mondellipsoid  darin  besteht,  daß 
hierdurch  die  mittlere  Neigung  des  Mondäquators  um  ein  geringes  sich 
anders  ergibt,  als  wenn  die  Erde  allein  wirkt.  Bei  der  Berechnung  der 
physischen  Libration  darf  der  Einfluß  der  Sonne  vernachlässigt  werden. 

Wenn  auch  das  Endresultat  der  schönen  und  interessanten  Arbeit 
darauf  hinausläuft,  „daß  schließlich  vielleicht  die  bisherigen  Entwickelungen 
dem  praktischen  Bedür&is  genügen  können,^'  so  wird  man  doch  dem  Verfasser 
durchaus  beistimmen,  „daß  es  jedenfalls  ein  wissenschaftliches  Interesse  hat, 
über  die  Botationsverhältnisse  des  Mondes  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
genau  unterrichtet  zu  sein;  außerdem  entspricht  es  den  Gepflogenheiten  der 
Astronomie,  die  Unsicherheiten  der  Beobachtungen  nicht  durch  Ungenauig- 
keit  der  Rechnung  zn  vergrößem.^^ 

Der  Veröffentlichung  des  11.  Teües,  der  wohl  die  Bestimmung  der 
Rotationselemente  des  Mondes  aus  den  Leipziger  Beobachtungen  bringen 
wird,  sehen  wir  mit  Interesse  entgegen. 

Straßburg  i.  E.  0.  W.  Wirtz. 
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TcrUg  von  B*  6*  Ceubner  (n  Leipzig« 


pbynkaUrd>e8  praktikum  für  Hnfänger. 

Dotgcjlcttt  in   25  arbeiten  oon 

Dr.  emanuel  pf dff  er, 

profeffor  cm  btt  Konigl.  3n^"f^^<^>^<  $°  XXlhndim, 

TXlii  ^7  in  feen  Ccjrt  gebrucften  2l6bilbungen.    [Vm  u.  \50  5.] 
gr.  8.    ^903.     geb.  JC  3.60. 

Die  bisher  existierenden  Werke,  welche  sich  mit  der  Anstellung  praktischer 
Arbeiten  im  physikalischen  Laboratorium  befassen,  streben  wohl  alle,  wenn  auch 
von  verschiedenem  Standpunkte  aus,  eine  gewisse  Vollständigkeit  hinsichtlich  des 
vorhandenen  Lehrstoffes  an.  Infolge  seines  großen  Umfanges  bleibt  es  dann,  weil 
Zeit  und  Raum  mangeln,  bei  den  allgemeineren  Darbietungen;  das  Eingehen  auf 
Einzelheiten  wird  der  Tätigkeit  des  Lehrers  überlassen.  Da  aber  gerade  diese 
Details  für  den  Anfanger  am  wichtigsten  und  schwierigsten  sind  und  eingehende 
Überwachung  und  Belehrung  des  einzelnen  Praktikanten  erfordep,  so  ist  bei  zu 
großer  Schülerzahl  die  Gefahr  vorhanden,  daß  das  Arbeiten  ein  unrationelles,  ober- 
flächliches, ungenaues  und  deshalb  wenig  befriedigendes  und  nutzbringendes  wird. 
Hier  sucht  das  vorliegende  Buch  eine  Lücke  in  unserer  physikalischen  Literatur 
auszufüllen,  indem  es  die  fundamentalsten  Teile  der  Physik  in  25  Arbeiten  auf 
150  Seiten  behandelt. 

Kleiner  Leitfaden  der  praktifcben  phyfik 

von  f.  Kohlraufd)* 

Zllit  in  ben  (E^^  gebrucften  ji^uren. 
[XX  «.260  5.]     gr.  8.     ^899.    Siegfam  in  Ceinwanb  geb.  A  ^.— 

Man  muß  dem  Verfasser  aufrichtigen  Dank  für  diese  Arbeit  wissen,  um  so 
mehr,  als  das  Buch,  wie  es  ja  hier  ohnedies  selbstverständlich  war,  durch  seine 
Beschränkung  auf  den  engeren  Zweck  um  nichts  weniger  wissenschaftlich  geworden 
ist.  In  der  Vorrede  äußert  sich  der  Verfasser  in  so  beherzigenswerter  Weise  über 
diesen  Gegenstand,  daß  ich  die  fraglichen  Stellen  hersetze«  .  .  . 

.  .  .  Dadurch,  -  daß  diese  beherzigenswerten  Worte  einem  Buche  voraus- 
geschickt sind,  welches  in  die  Hand  des  Anfangers  gelangt,  werden  sie  ihren  Segen 
in  besonders  weitem  Umfange  üben.       (Zeitschr.  f.  pbytDcal.  Chemie.  XXXn.  Bd.,  Heft  a.) 

Lehrbuch  der  praktifchen  phyfik 

von  f.  Kohlraurd)* 

Svigleidt  <t(3  neunte  Auflage  bes  Ceitfa^ens  ber  praftifd^en  pi{Tff. 

Zllit  jaljlreidicn  5ig»JfW  int  (Eeft. 
püCVn  XU  6\0  5.]    gr.  8.    ^90^.    Siegfam  in  Ceinwanb  geb.  JC  S.60. 

Infolge  der  doppelten  Aufgabe,  welche  sich  obiges  Werk  stellt,  wurde  in  der 
neum,  erheblich  vergrößerten  Auflage  der  Thermometrie,  der  Strahlung  und  vor 
allem  der  Elektrizität  ein  breiterer  Spielraum  eingeräumt  und  darf  der  Leitfiftden 
unserem  Ermessen  nach  das  Verdienst  für  sich  beanspruchen,  zuerst  und  allein  eine 
handliche  Zusammenstellung  kritisch  ausgewählter,  physikalischer  2^ahlen  gebracht 
zu  haben.  Der  prakt.  Masc1iitienkoii«tr.    1901.    Nr.  35. 
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Ferd.  Rolts^  0«i.^Agt,  Neu  -  Isonbui^  k  Fimc; 


EINLADUNG  ZUM 

III.  INTERNATIONALEN 

MATHEMATIKER-KONGRESZ 

VOM  8.-I3.  AUGUST  1904  IN  HEIDELBERG. 


Dar  AussühuB  für  die  VorbereitunQ 
des  III.  internationalen  Mathematiker- Kongresses: 

A.  ßrlM*TUb]figeii.  M.  Cniitor«Holi(til)erij.  M.  Oift£ftl  Strasburg.  W.¥.  Dy&k- 
MQnobCT].  A.  ßutimoMrnii*  ß»  Haiiok-eerffd.  D.  Hillifirt-6dttlii00ii.  T^Ktekn- 
aj(ttln0ei.  A.  ICi»e»9r*e«r|iii.  L  KiMtf^ileroer-Hel^elbeni.  K  Kraitr-IUrtt* 
rulie.  J.  iOroth'Fretbvrf.  R.  lli^hiiilti-Stutt|}Art.  F*  «Bytr-KiSitlgiliiffl. 
CRungt-Hannover  H.Sohulert-tf&jnburQ.  f.ScIiuf-ICartirub«.  H«A.Schw:irf- 
aerlii«    P.  Stäckel-Kl«h    1.  P.  Trftutklji-Kai^ltrulift*    M.  Wo^*Stnftliiirg* 


Wigis  Progr&itti!i*2u»eoifung  blttQl  «an  ilob  zu  ^en^ü  m 
Pnt  Dr.  A,  Krazer»  Karlsrüho  i.  8.,  WestendstraOe  57, 


Zu  VersQchs- a. Lohrzwecken  ist  eine  kleine  AccnniuIiltun^Ti- 
battcrie  mit  19  Elementen^  12AiiipiTc  bei  3stün<l  i-, 
Entladung,  sowie  eine  dazu  passende  ÜyimnianiaHchJne  uud 
Sclirtllbi'dt  mit  allen  crl-orderlielien  Schul tiipimraten 
und  Meßln^tramentün  unter  äußerst  gön  i        p  ! 
zu  verkaufen*     Die  Anlage  ist  »-^räf  vor  knr        ..  i.  ^.^.^i 
und  noch  in  Betrieb  zu  «eben. 

Qefl*  Anerbieten  unter  S.  N.  2  au  die  Expedition  d 
Zeit8chrül>  Leipzig,  Po8t8tr.  3,  erbeten. 


,:>f^  von  ß«  («•  Ti*it1>ii0r  111  Lel^ff^,  w 
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FÜK  MATHEMATIK  UND  PIf¥gJKr 

BEGRÜNDET  1866   DURCH   f  0.  SCHLÖMILCH. 
FRÖHam,  HSRAUSGBOBBBH  TON  0.  SOHLÖMILCH  (1866—1896)  UMP  M.  CaNTOB  (1669—1900). 


OBGAN  FUß  ANGEWANDTE  MATHEMATIK. 


GEGENWÄRTIG 
tTNTER  MITWIRKUNG  VON  C.  VON  BaCH,  G.  HaüCK^  R.  HeLMBRT,  F.  ElEIN, 

C.  TOK  Linde,  H.  A.Lorbntz^  H.  Müller-Breslaü;  H.  Sbeuger^  ELWeber 

herausgegeben 

TOM 

B.  MEHMKE     und     C.  BUNGE 


49.  BAND.     4.  HEFT. 

MIT  eS^FIGüBBH  IM  TBZT. 

Ausgegeben  am  80.  Dezember  1908. 


LEIPZIG, 

DBUOK  UND  VEBLAG  VON  B.  G.  TEUBNEB. 

1903. 
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Beitrag  zur  Geometrie  der  Bewegimg  ebener  Getriebe. 

Von  Otto  Mohb  in  Dresden. 

An  den  technischen  Hochschulen  fehlt  es  in  den  Vorlesnngen 
über  Geometrie  und  Elementarmechanik  in  der  Regel  an  Zeit;  um  die 
geometrischen  Eigenschaften  der  Bewegung  starrer  Korper  und  zwang- 
läufiger  Körperverbindungen  so  eingehend  zu  behandeln,  wie  die  Wich- 
tigkeit des  Gegenstandes  und  die  sehr  zahlreichen  Anwendungen  in 
allen  Teilen  der  technischen  Mechanik  es  wünschenswert  erscheinen 
lassen.  Durch  Selbststudium  nachzuhelfen^  wird  dem  Anfänger  nicht 
leicht,  weil  die  betreffenden  Lehrbücher  und  Abhandlungen  seinen  Be- 
dürfiiissen  nur  wenig  angepaßt  sind.  In  der  nachfolgenden  Mitteilung 
habe  ich  daher  versucht,  den  wichtigsten  Teil  dieses  Gebietes,  die  Be- 
wegung ebener  Getriebe,  mit  den  einfachsten  Hilfsmittehi  und  in  einer 
für  das  Selbststudium  geeigneten  Form  darzustellen. 

Meine  Absicht,  die  Ergebnisse  auch  auf  die  Kinetik  der  Getriebe 
anzuwenden,  mufite  ich  fallen  lassen,  um  den  Umfang  der  Arbeit  nicht 
übermäßig  auszudehnen.  Ich  behalte  mir  vor,  diesen  Gegenstand  in 
einem  besonderen  Aufsatze  zu  behandeln. 

!•  Der  Geschtvindigkeüsplan  einer  ebenen  Punktgruppe.  —  Wir  be- 
trachten während  eines  unendlich  kleinen  Zeitabschnittes  eine  Gruppe 
Ton  Punkten  ÄfB,C,D.. ., 
die  in  einer  Ebene  sich 
bewegen,  und  deren  augen- 
blickliche Lage  durch  den 
LagepUm  Fig.  1  in  dem 
Maßstäbe  1  cm  gleich  ^  cm 
angegeben  wird.  Die  Ge- 
schwindigkeiten der  Punkte 
während  jenes  Zeitabschnittes  sollen  in  einer  besonderen  Zeichnung,  dem 
Geschtvindigkeitsplan  Fig.  2,  durch  die  Strecken  P'Ä',  P'B\  P'C  ... 
xiach  Größe,  Richtung  und  Sinn  und  zwar  in  dem  Maßstabe  1  cm 
gleich  fi'  cm  •  sec~~  ^  dargestellt  werden.    In  den  Abbildungen  tragen  die 
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Lagepläne^  die  Geschwindigkeitspläne  und  die  Besdüeunigangsplane 
die  abgekürzten  Bezeichnungen  Lj  G  und  B,  Der  gemeinschafUiche 
Anfangspunkt  P'  aller  Geschwindigkeitssti-ecken  heißt  der  Fol  des 
Geschwindigkeitsplans.  Die  Geschwindigkeit  P'B'  des  Punktes  B  kann 
zusammengesetzt  werden  aus  der  Geschwindigkeit  P'A'  des  Punktes  i 
und  der  von  der  Strecke  A'B'  dargestellten  rdativen  Geschwindigkeit 
des  Punktes  B  gegen  den  Punkt  Ä.  Wir  zerlegen  femer  diese  relative 
Geschwindigkeit  in  die  beiden  zur  Strecke  AB  parallel  und  normal 
gerichteten  Komponenten  Ä'b,  bB'  und  erhalten  hierdurch  folgendes 
Bild  von  der  Bewegung  der  zwei  Punkte  A^  B:  Beide  Punkte  bewegen 
sich  mit  der  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  P'A',  während  B 
gleichzeitig  noch  zwei  andere  Bewegungen  mit  den  Geschwindigkeiten 
A'bj  bB'  ausfahrt.  Infolge  der  Geschwindigkeit  A'b  ändert  sich  die 
Länge  der  Strecke  AB  und  zwar  in  positivem  oder  in  negativem  Sinne^ 
je  nachdem  die  beiden  Strecken  ABy  A'b  dem  Sinne  nach  überein- 
stimmen oder  einander  entgegengesetzt  sind.  Die  Strecke  A'h  bestimmt 
sonach  die  relative  Dehnungsgeschwindigkeit  des  Punktes  B  gegen  den 
Punkt  A.  Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  A'b  zur  Länge  ÄB^ 
also  die  Größe 

S  =  -7-^  ^  sec   * 
AB  PL 

heißt  die  Dehnungsgeschmndigheit  der  Strecke  AB,  Sie  gibt  an,  um 
welchen  Bruchteil  diese  Strecke  in  einer  Sekunde  ihre  Länge  verandert 
Es  empfiehlt  sich;  das  Verhältnis  ^'  zu  ^  gleich  einer  runden  Zahl  zu 
wählen.  Im  folgenden  soll^  wenn  nichts  anderes  angegeben  wird,  stets 
^'  gleich  ^  angenommen  werden,  sodaß  die  Geschwindigkeit  d  durch 
die  Formel 

(1)  «=Z^Bec- 

bestimmt  wird.  Lifolge  der  dritten  von  bB'  dargestellten  Geschwindig- 
keit des  Punktes  B  ändert  sich  die  Eichtung  der  Strecke  AB]  wir 
nennen  diese  Komponente  daher  die  relative  Brehgeschwindigheii  des 
Punktes  B  gegen  den  Punkt  A  und  das  Verhältnis 

(2)  a3  =  ^sec-i 

die  Drehgeschiüindigkeit  der  Strecke  AB,  Um  auch  den  Sinn  der  beiden 
Geschwindigkeiten  d,  (o  auf  algebraischem  Wege  angeben  zu  können, 
wird  es  nötig,  den  von  den  beiden  Strecken  AB^  A'B'  gebildeten 
Winkel  y  in  einer  bestimmten  Weise  zu  messen  und  zu  bezeichnen: 
Der  Winkel  y,  den  ein  Strahl  im  Sinne  der  ührzeigerdrehung,  dem 
positiven  Drehungssiime,  zu  durchlaufen  hat,  um  von  der  Richtung  AB 
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nach  der  Richtung  A'B'  zu  gelangen,  soll  der  Geschwindigkeitsmnkd 
der  Strecke  AB  genannt  und  mit  {ÄB^  A'B")  bezeichnet  werden.  Bei 
dieser  Bezeichnung  kommt  nicht  allein  die  Aufeinanderfolge  der  Buch- 
staben, durch  die  der  Streckensinn  angegeben  wird,  sondern  auch  die 
Reihenfolge  der  Strecken  in  Betracht;  z.  B.  ist 

{Ä'B\  AB)  =  360«  -  (AB,  A'B') 

{BA,B'A')^{AB,  A'B"), 

Mit  Benutzung  dieser  Regel,  die  bei  allen  Winkelbezeichnungen  an- 
gewandt werden  soll,  ergeben  sich  die  Geschwindigkeiten  d,  g)  nicht 
nur  der  Größe,  sondern  auch  dem  Sinne  nach  durch  die  Formeln: 


(3) 
(4) 


8  =  -j^  cos  {ABy  A'B')  =  -j-g-  cos  y 
(o  =  "Tg-  sin  iA^y  A'B')  =  -A-ß  sin  Y- 


L.    Fig.  8. 


G.    Fig.  4. 


Denn  man  ersieht  ohne  weiteres,  daß  AB  sich  verlängert ,  wenn  cos^^ 
positiv  ist,  und  daß  AB  im  positiven  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung 
sich  dreht,  wenn  siny  das  positive  Vorzeichen  trägt. 

2.  Der  GeschwindigJceitsplan  einer  starren,  PunJctgruppe,  Fig.  3  und  4. 
Wenn  die  bewegten  Punkte  A,  B,  C,  D  , . .  starr  miteinander  verbunden 
sind,  so  bleiben  die  Winkel 
zwischen  den  Strecken  AB, 
BGy  CA  . . .  unverändert. 
Daher  sind  die  gleichzeiti- 
gen Drehgeschwindigkeiten 
aller  Strecken  nach  Größe 
und  Sinn  einander  gleich. 
Die  Dehnungsgeschwindig- 
keit einer  jeden  Strecke  ist 
ihrer  Starrheit  wegen  gleich  Null.  Folglich  sind  die  Geschwindigkeits- 
winkel aller  Strecken  gleich  groß  und  zwar  entweder  alle  gleich  90® 
oder  gleich  270®.  Im  ersten  Falle  hat  die  gemeinschaftliche  Dreh- 
geschwindigkeit den  positiven,  Sinn  und  die  Größe 


0,  =  ^- sin  90®  = 

Ali 


^  AB        ^ 


BG 


=-  + 


während  sie  im  zweiten  Falle  den  negativen  Wert 
^'^'    •    O7A0  A'B'  B'C 


AC 


A'C 


BC  ^        AC  ~ 

hat.     Da  diese  Gleichungen  für  je  zwei   einander  entsprechende  Drei- 
ecke    ABC,    A' B' C    gelten,    so    sind    die    beiden    Punktgruppen 
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ABCD  ...,  A'B'C'B'  ...  geometrisch  ahnlich  und  von  gleichem  Sinne, 
was  durch  das  Zeichen: 

(5)  Ä'B'C'D\..  -ÄBCB,., 

ausgedrückt  werden  soll.  Dasselbe  bringt  also  nicht  nur  die  Ähnlich- 
keit der  beiden  Gruppen,  sondern  auch  die  Gleichheit  der  Geschwin- 
digkeitswinkel zur  Darstellung.  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  die 
Drehgeschwindigkeit  o  gleich  Null  ist,  fallen  alle  Punkte  A'B'C .,, 
zusammen.  Der  Geschwindigkeitsplan  besteht  dann  aus  einer  einzigen 
Strecke  P' A'  und  bestimmt  eine  PardUelverschiebung  der  Punktgruppe. 
Der  mit  der  Gruppe  starr  verbundene  und  durch  die  Bedingung: 

PABG,,.-P'A'B'C\., 

bestimmte  Punkt  P  heißt  der  Geschmndigkeitspol  des  Lageplans,  Von 
allen  Punkten  der  mit  der  Gruppe  starr  verbundenen  Ebene  ABC  ist 
P  der  einzige,  dessen  Geschwindigkeit  im  Zeitpunkt  der  Betrachtung 
gleich  Null  ist.  Die  Bewegung  der  starren  Punktgruppe  besteht  also 
aus  einer  unendlich  kleinen  Drehung  um  den  Pol  P  mit  der  Dreh- 
geschwindigkeit o.  Die  Geschwindigkeit  v  eines  Punktes  A  der  Gruppe 
wird  bestimmt  durch  die  beiden  Bedingungen: 

fv  =  a}  PA 
^^^  \(PA,v)^  90^    oder    =270», 

je  nachdem  cd  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Geschwindigkeitsplan  einer  starren  Punktgruppe  wird  bestimmt 
durch   die   Geschwindigkeiten   P'A\   P'B'   zweier  Punkte  Aj  B  der 


Q.    Fig.  6. 


Gruppe.  Diese  beiden  Geschwindigkeiten  sind  von  einander  abhängig 
durch  die  Bedingung,  dafi  A'B'  normal  zu  AB  gerichtet  sein  muß. 
Der  Plan  ist  femer  bestimmt,  wenn  außer  dem  Pol  P'  drei  Gerade  aa, 
Ib,  cCy  Fig.  5  und  6,   gegeben  sind,  auf  welchen  beziehungsweise  die 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Otto  Mohr.  397 

Punkte  A\  B',  C  liegen  müssen.  Läßt  man  die  zwei  Ecken  a^,  b^ 
des  ähnlich-yeränderlichen  Dreiecks 

dessen  Seiten  aj)^,  fc^Ci,  (\a^  zu  den  Geraden  AB,  jBC,  CA  normal 
gerichtet  sind^  auf  den  Geraden  aa,  bb  sich  bewegen,  so  beschreibt  die 
dritte  Ecke  c^  die  durch  den  Schnittpunkt  e  von  aa  und  bb  gehende 
Gerade  c^e.  Man  bestimmt  also  C  durch  den  Schnitt  der  Geraden  ec^,  cCy 
femer  einen  zweiten  Punkt  A'^  indem  man  CA'  normal  zu  CA  zieht, 
und  den  übrigen  Teil  des  Geschwindigkeitsplans  durch  die  Bedingung 

A'B'CB\.,-ABCD.,.. 
In  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  beiden  Geraden  cCy  c^e  zusammen- 
fallen, wird  der  Plan  unbestimmt. 

3.  Ber  Ges(kmndigkeüsplan  einer  ähnlichrveränderlicJien  Punktgruppe, 
Fig.  7  und  8.  Da  die  Winkel  zwischen  den  Strecken  AB,  BC,  CA  . . . 
bei  der  ähnlichen  Veränderung  der  Gruppe  unverändert  bleiben,  so  sind 
die  gleichzeitigen  Dreh- 
geschwindigkeiten aller  ^*  **" 
Strecken  gleich  groß: 

0'  A' 

Auch  die  Dehnungsgeschwindigkeiten  aller  Strecken  sind  infolge  der 
ähnlichen  Veränderung  von  gleicher  Gfröße: 

.       A'B'  B'C  CA' 

*  ==  -AB-  ^^"^1  =  -BG  ^^«y^  =  "CT  ^^«y»  =  •••• 

Die  Geschwindigkeitswinkel  Yi,  Y%}  Yz  '  -  -  ^^^  daher  von  gleicher 
Größe  Y  ^^^  durch  die  Bedingimg 

^^  siny       cosy         AB  BC  CA 

bestimmt.     Folglich  ist  wie  bei  einer  starren  Punktgruppe 
(8)  A'B'C'B'..,-  ABCB... 

Der  gemeinschaftliche  Geschwindigkeitswinkel  y  ^^^^  j^^^  Größe  an- 
nehmen; er  liegt 

im  ersten     Quadranten,  wenn  cd  positiv  und  d  positiv   ist 
„    zweiten           „               „      ca  positiv      „     9  negativ    „ 
„    dritten            „                „      cd  negativ     „     d  negativ    „ 
„    vierten            „               v      ^  negativ     „     d  positiv 


A9 


Digitized  by 


Google 


398 


Beitrag  zur  Geometrie  der  Bewegung  ebener  Getriebe. 


ist.    Zählt  man  alle  Punkte  der  Ebene  ABC  zur  ähnlich-veriinderlichen 
Gruppe,  so  enthält  dieselbe  nur  einen  einzigen  Punkt  P,  dessen  augen- 
blickliche Geschwindigkeit  gleich  Null  ist.     Dieser  Gesdhwindigkeitspol 
des  Lageplans  ist  wiederum  bestimmt  durch  die  Bedingung 
(9)  PABC...-  P'A'B'C',.. 

Jede  unendlich  kleine  Bewegung  einer  ähnlich-yerilnderlichen  Punkt- 
gntppe  besteht  demnach  aus  dieser  Yej&iderung  in  Verbindung  mit 
einer  gleichzeitigen  unendlich  kleinen  Drehung  um  einen  ruhenden 
Punkt  P.     Der  gemeinschaftliche  Geschwindigkeitswinkel 

y  =  (PA,  P'A')  =  (PB,  P'B^  =  (PC,  P'CO  . . . 

wird  gleich  Null  oder  360^,  wenn  ©  gleich  Null  ist,  er  wird  gleich  90"^ 
oder  270®  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  8  gleich  NuU  ist. 

Der  Geschwindigkeitsplan  einer  ähnlich -veränderlichen  Punkt- 
gruppe ABC ...  ist  bestimmt  durch  die  voneinander  unabhängigen  Ge- 
schwindigkeiten P'jl',  P'B'  zweier  Punkte  Ay  B  der  Gruppe.  Bleiben 
diese  beiden  Geschwindigkeiten  unverändert,  so  ändern  sich  auch  die 
Geschwindigkeiten  der  anderen  Punkte  nicht.  Wenn  also  zwei  Punkte 
einer  ähnlich -veränderlichen  Ghiippe  mit  unveränderlichen  Geschwindig- 
keiten in  geraden  Linien  sich  bewegen,  so  beschreibt  auch  jeder  andere 
Punkt  der  Gruppe  mit  unveränderlicher  Geschwindigkeit  eine  Gerade. 
4.  Der  GescJitmndigJceitsplan  eines  Stäbpolygons,  Fig.  9  und  10. 
AB,  BCy  CD  . . .  bezeichnen  m  starre  Körper,  die  parallel  zur  Bild- 
ebene sich  bewegen,  in  den  Punkten  A,  B,  C  , . ,  durch  Gelenke  mit- 
einander verbunden  sind  und  eine 
geschlossene  Kette  bilden.  Durch 
die  Geschwindigkeiten  P'Ä,  P'B\ 
P'C/  ...  der  Gelenke  sind  die  Be- 
wegungen der  Körper  vollständig 
bestimmt.  Sie  können  also  ersetzt 
werden  durch  starre  Stäbe  J.J5, 5C, 
CD  . . .,  und  ein  solches  Körper- 
polygon soll  daher  ein  Stabpolygon 
genannt  werden.  Die  geometrisclie 
Beziehung  des  Geschwindigkeits- 
plans zum  Lageplan  besteht  einfach 
darin,  daß  jede  Seite  des  geschlossenen  m-Ecks  A'B'C'D'  . . .  zu  der 
entsprechenden  Seite  des  m-Ecks  AB  CD  . . .  normal  gerichtet  sein  muß. 
Denn  der  Geschwindigkeitswinkel  eines  jeden  starren  Stabes  ist  entweder 
gleich  90®  oder  gleich  270®.  Für  die  folgenden  Anwendungen  dieser 
Beziehung   kommt   nur   der   einfachste   Fall    inbetracht,    in   dem  alle 
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Ecken  des  Polygons  ÄB'C'D' , . ,  bis  auf  eine,  z.  B.  B\  gegeben  sind. 
Man  zieht  A'B'  normal  zu  ABy  C'B'  normal  zu  CB  und  bestimmt 
hierdurch  die  Geschwindigkeit  P'jB'  des  Gelenkes  B  sowie  die  Dreh- 
geschwindigkeiten 

^'^-sin(^-B,  AB')  und  ^sin(JBC,  B'C) 


AB 


L.    Fig.  11. 


O.    Fig.  18. 


der  beiden  Stabe  AB,  BC. 

5.  Der  Geschmndigkeitsplan  eines  Stabpolygons  mit  Schieberver- 
bindungen,  Fig.  11  und  12.  Es  seien  AD  und  BCE  zwei  Glieder 
eines  Stabpolygons,  die  in  den  Gelenken  A^  E  mit  den  benachbarten 
Gliedern  und  durch  den  Schieber  BC  miteinander  verbunden  sind. 
Der  den  Schieber  führende  Stabteil  BCD  bildet  einen  Kreisbogen  yom 
Mittelpunkt  Jf.  Wir 
nehmen  an,  daß  die 
Toneinander  unab- 
hängigen Geschwin- 
digkeiten FA\ 
P'E'  der  Gelenke 
Ay  E  gegeben  seien. 
Die  relative  Bewe- 
gung der  beiden 
Glieder  gegenein- 
ander besteht  in 
einer  Drehung  um 
den  Punkt  Jf ;  denn 
diese  Bewegung 
bleibt  möglich,  wenn  ein  Gelenk  im  Punkte  M  durch  einen  Stab  MD 
starr  mit  dem  Gliede  AD  und  durch  einen  zweiten  Stab  MC  starr  mit 
dem  Gliede  BCE  verbunden  wird.  Da  also  sowohl  die  Punkte  A  und  M 
als  auch  die  Punkte  E  und  M  starr  miteinander  verbunden  sind,  so 
bestimmt  man  die  Geschwindigkeit  P'M'  des  Gelenkes  Jf,  indem  man 
AM'  normal  zvl  AM  und  E'M'  normal  zu  EM  zieht.  Hierauf  sind 
die  Punkt^ruppen 

AM'D'  -  AMD  und  M'B'C'E'  -  MBCE 
zu  bilden. 

Zweites  Verfahren.  Man  kann  die  Bewegung  des  Gliedes  BCE 
zusammensetzen  aus  einer  Bewegung  in  starrer  Verbindung  mit  dem 
Gliede  AD  imd  einer  gleichzeitigen  Drehung  um  den  Punkt  M,  Die 
erste  Bewegung  wird  durch  den  Plan  P'AD'B^C^E^y  die  zweite 
durch  die  im  Punkte  Jf'  sich  schneidenden  Geschwindigkeitsstrecken  ^^JB', 
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C^C,  E^E'  dargestellt.  Ebenso  läßt  sich  auch  die  Bewegung  des 
Gliedes  AD  zusammensetzen  aus  einer  durch  den  ßeschwindigkeits- 
plan  F'B'C'E'A^D^  dargestellten  Bewegung  in  starrer  Verbindung  mit 
dem  Gliede  BCE  und  einer  gleichzeitigen  Drehung  um  den  Punkt  Jlf, 
bei  der  die  Punkte  A^  D  die  Geschwindigkeiten  A^A\  D^D'  annehmen. 
Man  bestimmt  also  die  Punkte  J^,  E^^  indem  man  E'A^  und  A'E^ 
normal  zu  AEy  femer  M' A'A^  normal  zu  MA  und  M'E^E'  nonnal 
zu  ME  zieht.     Alsdann  können  die  Punktgruppen 

AB'B^C^E^  zz  A^D^B'C'E'  -  ADBCE 


L.    Fig.  18. 


und  hierdurch  der  Gesckwindig- 
keitsplan  P'AB'CB'E'  ge- 
bildet werden. 

Diese  Bildungsweise  ist 
auch  in  dem  Falle  anwendbar, 
wenn  der  den  Schieber  führende 
Stab  BCB  gerade  ist,  Fig.  13 
und  14,  wenn  also  der 
Punkt  M  unendlich  fem  liegt 
Um  den  Geschwindigkeitsplan 
P'A'B'C'D'E'  zu  bilden, 
zieht  man  A'E^  und  E'A^ 
normal  zu  AEy  femer  A'A^ 
und  E'E^  paraUel  zu  Bd 
und  bildet 

A'D'B^C^E^  -  A,D,B'C'E'  zz  ADBCE. 

6.  Der  Beschleunigungsplan  einer  Punktgruppe,  Fig.  15  und  16.  In 
ähnlicher  Weise  wie  der  Geschwindigkeitsplan  entsteht  der  Beschteunigungs- 

L.    Fig.  16.  B.    Kg.  16.  ^^     **'     «^«°«^     ^«'« 

^  ^,  einer    Punktgruppe,    indem 

j;  ^^^^^-^    I  ^.^'"'"/^^^\iF'  °^*^    ^®    gleichzeitigen  Be- 

^^^^;''(iy^  schleunigungen    der  Punkte 

^^^^^'^^^Z  A,  B,  G  ,,.  durch  Strecken 

i^  y^V/  J  ö"^",  e"5",  Q"  C"  . . .  dar- 

(  ^4^^-j^3£_^_^^     stellt,  die  von  einem  gemein- 

^^7-^  schafüichen  Anfangspunkte"; 

dem  Pol  des  Beschleunigungs- 

plans,  ausgehen.  Der  Maßstab  dieser  Darstellung,  1  cm  gleich  ft"  cm  sec'*, 

ist  zweckmäßig   so   zu   wählen,   daß   er  zum  Maßstab  des  Lageplans, 

1   cm   gleich   fi  cm,   in   einem   einfachen   Verhältnis   steht.     Für  die 
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folgenden  Anwendungen  wählen  wir^  wenn  nichts  anderes  bemerkt 
wird,  stets 

tt  r 

Auch  die  Zerlegung  der  Beschleunigungen  kann  in  derselben  Weise 
ausgeführt  und  bezeichnet  werden  wie  die  der  Geschwindigkeiten  im 
Abschnitt  !•  Wir  zerlegen  also  z.  B.  die  Beschleunigung  Q'^JB''  des 
Punktes  I?  in  die  Beschleunigung  Q''Ä"  des  Punktes  A  und  die  rela- 
tive Beschleunigung  Ä"S^'  des  Punktes  B  gegen  den  Punkt  Ä.  Der 
Winkel 

/  -  (AB,  A'B") 

wird  der  Beschleunigungswinkel  der  Strecke  AB  genannt.  Wir  zerlegen 
femer  die  Beschleunigung  A'B"  in  die  tm  AB  parallel  und  normal 
gerichteten  Komponenten  A'hy  hB''  und  bezeichnen  erstere  als  die 
relative  Dehnungsbeschleunigung,  letztere  als  die  relative  BrehbesMewnigung 
des  Punktes  B  gegen  den  Punkt  A,  Die  Verhältnisse  dieser  Be- 
schleunigungsstrecken zur  Länge  AB  bilden  die  Dehnungsheschleunigung  d' 
und  die  DrehbescMeunigung  tot   der  Strecke  AB: 


(10) 


AB 


^=^T^<^«(^^.^"5") 


=  -j5-cosy 


(O 


6JB"       A' JB^'    .    /  A -ry     Ä" Tyff\       A" o     .       ^ 


X.    Fig.  17. 


Fig.  18. 


Sinn  und  Vorzeichen  dieser  beiden  Ghrößen,  deren  gemeinschaftliche 
Maßeinheit  die  sec""*  ist,  werden  durch  cosy'  und  siny'  bestimmt. 

Läßt  man  gleichzeitig  mit  der  Bewegung  der  Punktgruppe  ABC, . ., 
Fig.  17 — 19,  den  zugehörigen  Geschwindigkeitsplan  P'A'B'C ...  bei 
festliegendem  Pol  P'  sich  ändern,  so  bildet  der  Beschleunigungs- 
plan Q"A''B"C'' ...  der  Gruppe  ABC, .  zugleich  den  Geschwindig- 
keitsplan der  Punkir 
gruppe^'JS'C... 
Denn  werden  die  Ge- 
schwindigkeiten der 
Punkte  A,B,C  ,,, 
zur  Zeit  t  durch 
die  Strecken  P'A', 
P'^',P'(7'...und 
zur  Zeit  t+dt  durch 

die  Strecken  P'A^,  P'B^,  P'C^ . . .  dargestellt,  so  ergeben  sich  sowohl 
die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A\  B\  C  . . .  als  auch  die  Beschleu- 
nigungen der  Punkte  A,  B,  C  . . .,  indem  man  die  unendlich  kleinen 
Strecken  A' A^,  B'B^,  C'C^  ...   durch   die  unendlich  kleine  Zeit  dt 
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dividiert.    Die  Strecken  sind  im  ersten  Falle  mit  dem  Längenmaßstabe, 
in  dem  zweiten  mit  dem  ßeschwindigkeitsmaßstabe  zu  messen. 

7.  Der  Beschleunigungsplan  einer  starren  Punktgruppe,  Fig.  20 — 22. 
Wenn  die  beiden  Punkte  A,  B,  Fig.  20,  starr  miteinander  verbunden 
sind,   so   ist   zu  jeder   Zeit   die   Strecke   Ä'B%  Fig.  21,  normal   zur 


Strecke  AB  gerichtet.    Die  gleiclizeitigen  Drehgeschwindigkeiten  dieser 
beiden  Strecken  sind  daher  nach  Größe  und  Sinn  einander  gleich: 


(11) 


AB' 


~|l'sin(^'5',  A'B'')^^^^m{AB,  ÄB^), 


Da  demnach  die  gleichgroßen  Winkel  {ABy  AB'),  {A!B\  Ä'V)  beide 
entweder  gleich  90^  oder  gleich  270^  sind,  so  ist  der  doppelt  so  große 

^"'''®^  {AB,  Ä'h)  -  {AB,  AB')  +  {AB%  A'h) 

entweder  gleich  180^  oder  gleich  540*^,  d.  h.  der  Sinn  der  Sirecke  A"b 
ist  in  jedem  Fall  dem  Sinn  der  Strecke  AB  entgegengesetzt  In  Ver- 
bindung mit  Gleichung  11  folgt  hieraus: 

(12)  A'b  ■ 

oder 


A'B''gob{AB,  A"B")  =  -  ^^' 


(13)  <J' cö^ 

d.  h.  die  Dehnungsbeschleunigung  einer  starren  Strecke  ist  in  jedem  Zeit- 
ptifüct  gleich  dem  negativen  Quadrat  ihrer  Drehgeschunndigkeit.  Alle 
Strecken  einer  starren  Punktgruppe  haben  dieselbe  Drehgeschwindig- 
keit (D,  also  nach  Gleichung  (13)  auch  dieselbe  Dehnungsbeschleunigung  d'. 
Da  in  jedem  Zeitabschnitt  alle  Drehgeschwindigkeiten  um  gleiche 
Größen  sich  ändern,  so  haben  alle  Strecken  auch  gleiche  Dreh- 
beschleunigungen o'  und  nach  den  Gleichungen  (10)  gleiche  Be- 
schleunigungswinkel y.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

(14) 


cos/ 

= 

siny' 

« 

AB 

B 

BC 

==» 

CA    "■• 
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d.  h.  die  beiden  Punktgruppen  Ä'B'C'D" .  . .,  ABCD . . .  sind  geo- 
metrisch älinlicli  und  von  gleichem  Sinn: 

(15)  A"B''C"D"  ...  -  ABCD  . . . 

Der  mit  der  Gruppe  ABC . . ,  starr  verbundene  und  durch  die  Be- 
dingung 

(16)  QABC ...  -  §"^"£"0"  . . . 

bestimmte  Punkt  Q  heißt  der  BescJdeuniffungspol  des  Lageptaris.  Von 
allen  Punkten  der  bewegten  Ebene  ABC ...  ist  (^  der  einzige,  dessen 
augenblickliche  Beschleunigung  Null  ist^  der  also  in  zwei  aufeinander 
folgenden  unendlich  kleinen  Zeitabschnitten  mit  unveränderter  Ge- 
schwindigkeit in  gerader  Linie  sich  bewegt. 
•  Der  durch  die  Gleichung 

^^*^  cosy'  —  d'""       ©« 

bestimmte  Beschleunigungswinkel 

liegt,  weil  8'  stets  negativ  ist,  im  zweiten  oder  im  dritten  Quadranten, 
je  nachdem  cd'  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Beschleunigungsstrecke  Q"A"  ist  proportional  der  Strecke  QA 
und  setzt  sich  zusammen  aus  der  relativen  Dehnungsbeschleunigung 
des  Punktes  A  gegen  den  Punkt  Q 

(18)  g"a  =  d'  QA  =  -io^  QA 
und  der  relativen  Drehbeschleunigung 

(19)  aA''  =-  cd'  QA. 

Der  Beschleunigungsplan  einer  starren  Punktgruppe  wird  zufolge  (15) 
bestimmt  durch  die  Beschleunigungen  Q"A",  Q"B"  zweier  Punkte  der 
Gruppe.  Diese  beiden  Strecken  sind  voneinander  abhängig  durch 
Gleichung  (12),  nach  der  die  Projektion  A"b  der  Strecke  A''B''  auf 

die  Gerade  AB  den  Sinn  BA  und  die  Größe  ^   .  p^    haben  muß.    Der 

Plan  ist  femer  bestimmt,  wenn  außer  dem  Pol  Q"  drei  Gerade  aa,  bb, 
cc,  Fig.  25,  gegeben  sind,  auf  welchen  beziehungsweise  die  Punkte  A'\ 
B'\  C"  liegen  müssen.  Man  bildet  zwei  Vierecke  a^\c^e^  und  a^b^c^e^y 
die  folgende  Bedingungen  erfüllen:  Die  Punkte  a^,  o,  liegen  auf  aüj 
&i,  \  auf  66;  die  Strecken  a^e^,  a^e^  haben  die  Richtung  und  den 
Sinn  BAf  Fig.  23 — 25,  und  die  gemeinschaftliche  Größe 


{AB'Y 
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Die  Strecken  e^h^^  e^b^  sind  normal  zu  AB  gerichtet^  und  endlich  ist 

^i\^  ^  ötgftgCj  :^  ABC. 

Erteilt  man  nun  den  Punkten  a^,  h^y  c^,  e^  gleichzeitig  die  Geschwindig- 
keiten a^a^,  iib^,  c^c^,  e^e^,  so  bleiben  bei  der  Bewegung  unverändert: 

die  Richtongen 
der  Strecken  (ij6j, 
e^b^y  die  Große 
der  Strecke  a^e^ 
und  die  Winkel 
des  Dreiecks 
a^bj^c^.  Der  Punkt 
C"  des  Beschleu- 
nigungsplaos  ist 
also  der  Schnitt- 
punkt der  beiden 
Geraden  cc  und 
c^c^.  Man  be- 
stimmt femer  einen  der  Punkte  A"f  B"  aus  der  Bedingung 

«lO»  ^^f  ^^\ 

und  den  übrigen  Teil  des  Plans  nach  der  Bedingung: 

Ä'B''C"B"  ...  -  ABCB  . . . 

8.  Der  BescMeuniffungsplan  eines  Stabpolygons  mit  Gdenkoerbinämgen^ 

Fig.  26 — 28.    Einem  Stabpolygon  AB  CD  von  m  Seiten  entspricht  im 

Beschleunigungsplan  ein  Polygon  Ä'bB"cG"dD''aÄ'  von  2  m  Seiten. 

In  dem  vorliegenden  Beispiel  ist,   wie  in  allen  folgenden  Fälkn,  der 

Maßstab 

des  Lageplans:  1  cm  =»  100  cm, 

des  Geschwindigkeitsplans:  1  cm  =  100  cm  sec"^, 

des  Beschleunigungsplans:    1  cm  =  100  cm  sec^ 

Nachdem  der  Geschwindigkeitsplan  gebildet  worden  ist,  sind  von  jenen 

2  m  Seiten  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  m  bekannt: 

260« 


(20) 


^"6  ^  y±£A,  =  :^  =  313  cm  sec'^  {AB,  Ä'b)  =  180^ 


Cd- 


{ÄBy 

AB 
BC 


CD 
DA 


120' 
"6Ö"  ' 
180' 

290  '' 


240  cm  sec-»;  {BCy  B"c)  =  180^ 

58  cm  sec-»;  (CD,  G"d)  «  180^ 

B"a  =  ^-jff-  =  -^  =    71  cm  sec"^;  {DA,  D"a)  =  180«. 
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Von  deu  übrigen  m  Seiten  sind  die  Richtungen  bekannt: 

(21)  bB''±ÄB,  cC"  ±  BC,  dB"  J.  CB,  aA'  J_  BA, 

Um    den    BeschleunigungBplan    des   Stabpolygons    bilden    zu    können, 
müssen  demnach  gegeben  sein:  der  Greschwindigkeitsplan,  Fig.  27,  die 
Beschleonigong    Q'  Ä' 
eines  Oelenkes  A  und  die 
Drehbeschleunigungen 
von  (m — 2)  Stäben  z.  B. : 

6JB"«  +  102cmsec-«; 
also  {AB,  hB'')  =  90« 

cC"=  +  180cmsec-*; 
also   {BC,  cC")  -  90«. 

Durch  die  vorstehen- 
den Angaben  sind  die 
Punkte  Q'\  A'\  h,  B'\ 
c,  C"  bestimmt.  Es  ist 
dann  aufzutragen: 

{AB,  A'd;)  =  180«,    A'd^  ^  B"a  «  71  cm  sec"» 

{CB,    Cd)  ^  180«,     Cd  =  58  cm  sec-« 

d^B"±AB,    dB"±CB, 

Die  gegebenen  und  die  durch  Rechnung  bestimmten  Strecken  sind  in 
Fig.  28  wie  in  den  folgenden  Abbildungen  durch  kräftigere  Linien 
gekennzeichnet. 

9.  Ber  BescMeunigungsplcm  eines  Stahpolygons  mit  Schieberver- 
bindungen, —  Die  Figuren  29  und  30  bilden  eine  Wiederholung 
der  Figuren  11  und  12.  AB  und  BCJE  sind  also,  wie  im  Ab- 
schnitt 6,  zwei  Glieder  eines  Stabpolygons,  die  in  den  Gelenken 
A,  E  mit  den  benachbarten  Gliedern  und  durch  den  Schieber  BC 
miteinander  verbunden  sind.  Gegeben  sind:  der  Geschwindigkeits- 
plan P'A'B'G'B'E',  Fig.  30,  und  die  voneinander  unabhängigen 
Beschleunigungen  Q''A",  Q"E"  der  Gelenke  A,  E,  Fig.  31.  Es  ist 
die  Aufgabe,  den  Beschleunigungsplan  der  beiden  Glieder  AB,  BCE 
za  bilden. 

Erstes  Verfahren.  Im  Abschnitt  6  wurde  gezeigt,  daß  die  Schieber- 
verbindung ersetzt  werden  kann  durch  das  Gelenk  M,  mit  dem  die 
Glieder  AB,   BCE  durch  Stäbe  MB,  MC  starr  zu  verbinden  sind. 
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Man  bestimmt  also  nach  Abschnitt  8  die  Beschleunigung  Q"M"  des 
Gelenkes  M,  indem  man  aufträgt: 

{AM,  A''m)  =  1800;  ^-^  _  (^1!  =.  ^  ==  200  cm  sec'» 

{EM,  E^m^)  =  1800,  E''m,  =  ^^^  =  W  ="  ^^^  ^  ^'^ 

mM"±A"m,    m^M'' ±E"m^. 

Der  Beschleunigungsplan   der  beiden  Glieder  wird  alsdann  durch  die 
Punktgruppen: 

A"D"M"  -  ADM,    B"C'E"M"  -  BCEM 
gebildet. 

Zweifes  Verfahren.    Man  kann,  ähnlich  wie  es  im  Abschnitt  6  mit 
den  Geschwindigkeiten  geschehen  ist,  die  Beschleunigung  Q"A"  eines 


B.    Fig.  81. 

jeden  Punktes  A  des  einen  Gliedes  AB  zusammensetzen  aus  der  Be- 
schleunigung Q" A^,  die  dieser  Punkt  in  starrer  Verbindung  mit  dem 
anderen  Gliede  BCE  annehmen  würde,  und  einer  zweiten  Beschleunigung 
j4^A".  Man  kann  ferner,  wie  es  am  Ende  des  Abschnittes  6  gezeigt 
ist,  den  Beschleunigungsplan  Q''A"A^B" . . .,  Fig.  31,  ansehen  als  den 
Geschwindigkeitsplan  der  in  Fig.  30  dargestellten  Punktgruppe  A'A^B^... 
Hiemach  ist  Q"A"  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A',  Q"A^  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  A^  und 


-=t4^«^(^i^''^^")=Jx' 
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die  Drekgeschwindigkeit  der  Strecke  A^A'.  Diese  Größe  steht  in  einer 
bemerkenswerten  Beziehung  zu  den  Drehgeschwindigkeiten  m^y  o,  der 
beiden  Glieder  AB  und  BCE,   Es  ist  nämlich  im  Sinne  der  Achse  MAi 

M"a'  ^-^MA  G}\,  M"a^ Jlf ^  cö| 

also 

a^a''  «  MA{m\  -  coj). 

Femer  ist  im  Sinne  einer  Achse  FMy  die  mit  MA  den  Winkel  {FMy  MA) 
gleich  90®  einschließt: 

M'A'  =  ^MA  cDi,    M'A^ MA  Oj, 

folglich 

A^A'  ^  MA{p^  —  Ol). 

Die  Drehgeschwindigkeit  o  der  Strecke  A^A'  hat  also  den  cdgAraischen 
Wert 

Da  dieser  Wert  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  Punktes  A^  so 
haben  edle  Strecken  A^A\  B^B',  C^C\  B^B\  E^E'  eine  gemeinschaft- 
liche BrehgesdhwindigkeiU  m,  die  gleich  ist  der  algebraischen  Summe  der 
Brehgeschwindigkeiiev^  (Oi,  m^  der  beiden  durch  den  Schieber  verbundenen 
Glieder  AB  und  BCE.  Vermittels  dieser  Beziehung  lassen  sich  die 
Punkte  A^y  E^  bestimmen  ^  auch  wenn  die  Punkte  M^  M\  M"  nicht 
auf  das  Zeichnungsblatt  fallen.     Für  das  vorliegende  Beispiel  ist 

m  -«»1  +  01,-  +  ^ 
Da  dieser  Wert  positiv  ist,  so  sind  die  Winkel 

{A'A^,  A"a)  =  {E'E^,  E"e)  -  90». 
Ferner  ist  aufzutragen: 

A"a  =  a"a,  -^A'A^  ©  =  85  ^  =  177  cm  sec" « 

E"e  -  E'E^  0)  =  80  ^  -  166  cm  sec" » 

{EA,  E"ai)  =  (AE,  A'\)  -  180» 

„„  {E'A.)*       818»       „-_  , 

-^  «»  -  -WA    "  26Ö  -  377  cm  sec-» 

A  e^^  -j^i-  =  _  =  203  cm  sec  » 

aA^±A"a,    eEt±E"e,    aiA,±E"a^,    eiEt±A"e^. 
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L.    Pig.  82. 


Nachdem  hierdurch  die  Punkte  -4,,  E^  bestimmt  worden  sind, 
kann  der  Beschleunigungsplan  Q"A"B"C"D"E"  gebildet  werden  nach 
der  Bedingung 

A''D"B^G^E^  -  A^B^B''C"E"  -  ÄBBCE, 

Wenn  der  den  Schieber  fuhrende  Stabteil  BCD,  Fig.  32—34, 
gerade  ist,  so  vereinfacht  sich  das  Verfahren,  weil  die  Drehgeschwindig- 
keiten ©1,  (Dg  der  bei- 
den GUeder  AD,  BCE 
gleich  groß  sind,  und 
also  die  gemeinschaft- 
liche Drehgeschwindig- 
keit der  Strecken  A^A\ 
B,B\C^C\D^D',E,E' 

(23)  o  ==  2oi  =  2(0, 

wird.  Da  femer  auch 
die  Drehbeschleunigun- 
gen und  die  Beschleu- 
nigungswinkel  f&r  beide 
Glieder  gleich  groß  sind, 
so  sind  die  Punkt- 
grwppmA"D"B^C^E^y 
A^D^B"G"E"  kon- 
gruent und  können  durch 
ParaUelverschi^buftg  zur 
Deckung  gebrockt  werden.  Die  Strecken  A"A^,  i>"A;  -Bs-B";  C^C", 
E^E"  sind  daher  gleich  groß  und  gleich  gerichtet,  und  von  den  beiden 
Punkten  A^,  E^  braucht  nur  einer,  z.  B.  J?,,  bestimmt  zu  werden.  Im 
vorliegenden  Beispiel  ist 

also 

ra  =■  2iDi  =■  —  1  sec~*. 
Folglich  ist  au&ntragen: 

(E'E,,  E'\)  -  270» 

E'\  -  E'E^  a  =.  E'E^  -  150  cm  sec"« 
{ÄE,  A"e)  =  ISO» 


G.    Fig.  SS. 


B.    Fig.  S4. 


{A'E^)^       180«       Q^ 


e^E^±E"e^,    eE^  LA"e, 
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Man  bestimmt  daam  A^^  indem  man  der  Strecke  Ä"A^  Größe,  Richtung 

und  Sinn  der  Strecke  E^E''  gibt,  und  bildet  endlich  die  Punktgruppen: 

A"D''B^C^E^  -  A^D^B"G''E"  -  ADBGE, 

10.  Geschwindigkeitspläne  und  BescUeunigungspUme  d>ener  Getriebe. 
Eine  in  der  Ebene  sich  bewegende  Stabverbindung,  die  so  gestützt 
und  so  geführt  wird,  daß  in  jeder  Lage  ihr  Geschwindigkeitsplan  be- 
stimmt ist,  wird  ein  ebenes  Getriebe  genannt.  In  der  Regel  besteht  die 
Stützung  und  die  Führung  des  Getriebes  darin,  daß  ein  Glied  fest- 
gestellt ist,  während  ein  zweites  Glied  um  einen  Punkt  des  festgestellten 
Gliedes  mit  gegebener  Drehgeschwindigkeit  geführt  wird.  Diese  An- 
ordnung ist  jedoch  nicht  wesentlich;  es  können  anstatt  dessen  auch 
zwei  Glieder  auf  vorgeschriebenen  Bahnen  mit  gegebenen  Geschwindig- 
keiten geführt  werden. 

^  Die  Geschwindigkeiten  in  zwei  unendlich  nahe  auf  einander  folgenden 
Zeitpunkten  sind  durch  die  Drehgeschwindigkeiten  der  geführten  Glieder 
bestimmt.  Um  den  Beschleunigungsplan  des  Getriebes  für  einen  Zeitpunkt 
darstellen  zu  können,  müssen  also  außer  den  Geschwindigkeiten  aller 
Glieder  noch  die  Drehbeschleunigungen  der  geführten  Glieder  ge- 
geben sein. 

Bei  der  Bildung  der  GeschwindigkeitspULne  und  der  Beschleunigungs- 
pläne ebener  Getriebe  kommen  in  erster  Linie  die  in  den  vorstehenden 
Abschnitten  beschriebenen  Gesetze  zur  Anwendung;  außerdem  noch 
einige  Regeln  über  die  Zusammensetzung  mehrerer  Bewegungen,  für 
deren  Darstellung  wir  folgende  Bezeichnungen  anwenden: 

Die  Glieder  des  Getriebes  werden  mit  den  Nummern  0, 1,  2,  3,..., 
verschiedene  Bewegungen  des  Getriebes  mit  I,  U,  XU  . . .  bezeichnet. 
cümn  und  m'mn  bezeichnen  die  Drehgeschwindigkeit  und  die  Drehbeschleu- 
nigung  des  Gliedes  m  in  der  Bewegung  n.  hf  h?  h  -  - '  ^^^  ^^^ 
Längen  der  Seiten  eines  Stabpolygons,  dem  die  Glieder  1,  2,  3,  ... 
angehören.  Zur  Darstellung  einer  geometrischen  Summe  benutzen  wir 
das  Summierungszeichen  4=. 

Wir  erinnern  daran,  daß  der  Geschwindigkeitsplan  P' A'B'C'D'E\ 
Fig.  26  und  27,  eines  Stabpolygons  ABCD,  dem  die  Glieder  1, 2,  3,  4 
angehören,  nur  die  eine  Bedingung  zu  erfüllen  hat: 

(24)  l^O^  +  ^O,  +  Zjö»  +  ^4^4  ==  0, 

d.  h.  die  Seiten  A'B\  B'C\  CD'  D'A'  von  den  Längen  l^fo^,  l^to^ . . . 
und  den  gegebenen  Richtungen 

A'B'  ±AB,    BC  ±BC  us£ 
bilden   ein  geschlossenes  Polygon   und  haben  daher  eine  geometrische 
Summe  gleich  Null.     Ebenso  hat  der  Beschleunigungsplan  des  Stab- 

ZeiUchrlft  f.  Mathematik  u.  Physik.  49.  Band.  1908.  4  Heft.  27  C^  OOoIp 
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polygonß  Q"A"bB''cC''dD"aÄ'\  Fig.  28,  nur  eine  Bedingung  zu 
erfüllen: 

(25)    l^G)l  +  Zjol  +  Z30I  +  l^ol  +  Zj©;  +  ZjOj  +  Zj®»  +  h^A  =  0, 

d.  h.  die  Seiten  J["6,  J8"c,  C'rf,  2)"a,  von  den  Größen  l^wl^  Z,cp|, 
Zj©!,  Z^oJ,  deren  Richtung  und  Sinn  durch  BÄ,  CB,  DC,  AD  ge- 
geben sind,  müssen  in  Verbindung  mit  den  Seiten  bB",  cC",  dD", 
aA"  von  den  Richtungen 

hB"  ±  AB,    cC"  ±BC  .,, 
und  den  Längen 

65"-Zi(d;,    cG"=^l,(o^  ... 

ein  geschlossefies  Polygon  bilden.  Diese  Bedingungen  gelten  in  gleicher 
Form  auch  für  Stabpolygone  mit  Schieberverbindungen,  wenn  man 
nach  den  Abschnitten  6  und  9  die  Schieber  durch  Gelenke  ersetzi 

1.  Bezeichnet  P'A'B'C  .  . .  den  Geschwindigkeitsplan  einer  Be- 
wegung I  der  Stab  Verbindung  ABC  ...  und  P^  irgend  einen  Punkt 
der  Ebene,  so  ist  P^A'B'C  .  .  .  der  Geschwindigkeitsplan  einer  mög- 
lidien  Bewegung  II,  d.  h.  einer  Bewegung,  die  von  der  Stabverbindong 
gestattet  wird.  Denn  die  Bedingung  (24)  wird  von  jedem  Stabpolygon 
für  beide  Bewegungen  in  gleicher  Weise  erfüllt.  Die  Bewegung  11 
entsteht,  indem  man  die  Bewegung  I  zusanmiensetzt  mit  einer  gleich- 
zeitigen Parallelverschiebung,  die  allen  Punkten  die  gemeinschaftliche 
Geschwindigkeit  P|P'  erteilt. 

2.  Bezeichnet  Q"A''B"  C"  . . .  den  Beschleunigungsplan  einer  Be- 
wegung I  der  Stab  Verbindung  ABC  .  . ,  und  Q^  irgend  einen  Punkt 
der  Ebene,  so  ist  Q^A"B"G"  . . .  der  Beschleunigungsplan  einer  mög- 
lichen Bewegung  II  des  Getriebes.  Die  Bewegung  II  entsteht,  indem 
die  Bewegung  I  zusammengesetzt  wird  mit  einer  Parallelverschiebung 
von  beliebiger  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  Q%Q">  Die 
Bewegung  11  ist  möglich,  weil  die  Bedingungen  (25)  für  beide  Be- 
wegungen I  und  II  gleich  lauten. 

3.  (Vergl.  Beispiel  5.)    Bezeichnen  P'^A[B[C[ ...  und  P^A^B'^C:^ . . . 

die  Geschwindigkeitspläne  zweier  Bewegungen  I,  U  der  Stabverbindung 

ABC  ,..y  also 

®oi^     ß'ii;     ^lu     ^$1  '" 
und 

®02>      ß'w;      ^Ü9      Oj«  •  •  • 

die  Drehgeschwindigkeiten  der  Glieder  0,  1,  2,  3  ...  in  diesen  beiden 
Bewegungen,  femer  gj,  5^  zwei  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen^ 
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SO  wird  der  Geschwindigkeitsplan  P^Ä^B^G^  . . .  einer  möglichen  Be- 
wegung in  gebildet;  indem  man 

P^Ä^^t,  P;Äi  +  t,P,Ä, 

P,B',  =  i,  P',B[  +  6,  P'^B'^  usf. 

aufträgt.  Die  Drehgeschwindigkeiten  der  Glieder  0,  1^  2  . . .  erhalten 
in  der  Bewegung  IQ  die  Größen 

®»B  =•  fiO^Äi  +  &Oj,  usf. 

Ist  i  negativ^  so  ist  der  Sinn  der  Drehgeschwindigkeit  im  dem  Sinn 
von  CO  entgegengesetzt.  Der  Beweis  der  vorstehenden  Behauptungen 
ergibt  sich,  indem  man  flr  jedes  Stabpolygon  die  Bedingung  (24)  für 
alle  drei  Bewegungen  bildet  und  beachtet,  daß  die  Bedingung  der  Be- 
wegung in  unmittelbar  aus  den  Bedingungen  I  und  II  zu  folgern 
ist.  Sind  die  Drehgeschwindigkeiten  o^^  o^j  gweier  Glieder  0,  1  in 
der  Bewegung  IQ  gegeben,  so  sind  die  beiden  Zahlen  l^^  ^  durch 
obige  Gleichungen  bestimmt: 


(26) 


««•  «1  f  —  Wf  •  Wft. 


Bei  Anwendung  dieser  Zusammensetzung  kann  man  in  der  Regel 
als  Bewegung  11  eine  Drehung  aller  Glieder  in  starrer  Verbindung  mit 
einander  und  zwar  mit  der  Drehgeschwindigkeit 

+  1  =  ©08  =  »IS  =  ö«  —  •  •  • 
wählen;  dann  wird 

^1  "*•  ffl..  —  I 


«08  «18 


(27) 


[t* 


"Ol  —  «"U 


4.   (yergl.  Beispiel  6.)    Für  eine  Stabverbindung  sei  gegeben  die 
Bewegung  I  durch  ihre  Drehgeschwindigkeiten: 


^017   ^lU   ®21>   ®»i 


und  ihre  Drehbeschleunigungen: 


»oi;  ®ii;  ®«i;  ®8i  •   •; 
Ferner  die  Bewegung  II  durch  ihre  Drehgeschwindigkeiten: 

27* 
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und  ihre  Drehbeschleanigangen: 

a  bezeichnet  eine  beliebige  positive  oder  negative  Drehgeschwindigkeit. 
Eine  solche  Bewegung  nennt  man  eine  Änfangshewegung,  weil  sie  an 
den  Ruheznstand  sich  anschließt.  Sie  ist  möglich ,  weil  der  Be- 
schleunigungsplan der  Bewegung  II  dem  Geschwindigkeitsplan  der 
Bewegung  I  geometrisch  ähnlich  ist,  und  weil  infolgedessen  die  Bedin- 
gung (25)  für  jedes  Stabpoljgon  erfüllt  ist. 

Gegeben  sei  endlich  die  Bewegung  111^  ebenfalls  eine  Anfangs- 
bewegung; durch  ihre  Drehgeschwindigkeiten: 

0  =  ©08  =  Oi8  =  ö»  =  «83  =  •  •  • 
und  durch  die  Drehbeschleunigungen 

Der  Beschleunigungsplan  dieser  Bewegung  HI  ist  dem  Lagern  geo- 
metrisch ähnlich;  es  ist  also  ftlr  jedes  Stabpoljgon  die  Bedingung  (2ö) 
erfdUt. 

Es  soll  eine  Bewegung  IV  gebildet  werden,  die  in  ihren  Dreh- 
geschwindigkeiten mit  der  Bewegung  I  übereinstimmt: 

während  für  zwei  beliebige  Glieder  0  und  1  die  Drehbeschleunigungen 
o^,  ®u  vorgeschrieben  sind.  Die  Bewegung  IV  entsteht  durch  Zu- 
sammensetzung der  Bewegungen  I,  ü,  III.     Hierdurch  wird: 

Die  Drehgeschwindigkeit  a  und  die  Drehbeschleunigung  a  werden 
durch  die  ersten  beiden  Gleichungen  bestimmt: 

»Ol  -  "11 

a'  =  ©^  —  ©Ol  —  «©Ol . 

5.  (Vergl.  Beispiel  8.)  Wenn  einem  Stabe  eines  Getriebes,  z.  B. 
dem  Stabe  3,  die  Eigenschaß  der  Dehnbarkeit  beigelegt  wird,  so  erhalt 
die  Stabverbindung  einen  höheren  Grad  der  Bew^lichkeit,  sodaß  eine 
ihrer  Bewegungen  erst  bestimmt  wird,  wenn  die  Drehgeschwindigkeiten 
und  Drehbeschleunigungen  von  drei  Gliedern,  z.  B.  der  Glieder  0,  1,  2, 
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gegeben  sind.  Es  seien  die  Geschwindigkeiten  der  Bewegungen  I  und  11 
bestimmt  durch  die  gegebenen  Großen 

und 

(Dq2  =  0-,     Ojj  =  +  1  sec~^,    cögj  =  0. 

Aus  den  Geschwindigkeitsplänen  dieser  beiden  Bewegungen  können  die 
Dehuungsgeschwindigkeiten  d,^,  d^^  des  dehnbaren  Stabes  3  entnommen 
werden. 

Es  sei  nun  die  Aufgabe^  die  Geschwindigkeiten  einer  Bewegung  IQ 
zu  bestimmen,  für  die  vorgeschrieben  ist:  die  Drehgeschwindigkeit  des 
GUedes  0 

©08-0, 

femer  die  Drehgeschwindigkeit  cd^,  des  Gliedes  1  und  endlich  die 
Starrheit  des  Stabes  3 

Diese  Bewegung  IQ  kann  also  von  dem  Getriebe  ausgeführt  werden. 
Sie  wird  gebildet  durch  Zusammensetzung  der  §^-fachen  Geschwindig- 
keiten der  Bewegung  I  mit  den  J^- fachen  Geschwindigkeiten  der  Be- 
wegung II,  wenn  die  beiden  Zahlen  ^,  ^  folgende  zwei  Bedingungen 
erfüllen:  Die  Drehgeschwindigkeit  des  Gliedes  1  muß  die  vorgeschriebene 
Größe  (Di3  erhalten: 

ti  sec"^ 


oder 
(29) 

»8             1   aan-i 

Femer   muß   die   Dehnungsgeschwindigkeit   des  Stabes  3   gleich  Null 
werden: 

woraus  folgt: 

(30)  g^  =  _^^?i»_. 


dji  laec"! 


Die  Drehgeschwindigkeiten  der  Bewegung  IQ  haben  demnach  die 
Größen: 

öos^SiO^oi  +  {^008  =  0 

^ii  '=^  tl(Oii  +  tf(D^     usf. 

Es  sei  femer  die  Aufgabe,  die  Beschleunigungen  der  Bewegung  III 
zu  bestimmen,  wenn  vorgeschrieben  ist:  die  Drehbeschleunigung  (d[^ 
des  Gliedes  1  und  diejenige  des  Gliedes  0 


c^os  -  0. 
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Man  erteilt  wieder  einem  Stabe  3  die  Eigenschaft  der  Delinbarkeit 
und  bestimmt  durch  einen  Plan  die  Beschleunigungen  der  Bewegung  I V^ 
deren  Geschwindigkeiten  mit  denen  der  Bewegung  HI  übereinstunmen 

während  die  Drehbeschleunigungen  der  drei  Glieder  0,  1,  2  die  Größen 

erhalten.  Mit  V  bezeichnen  wir  femer  eine  Bewegung^  deren  Ge- 
schwindigkeiten alle  gleich  Null  sind: 

0  —  CÖQ5  =«  CDi5  =  ©25  ... 

und  deren  Drehbeschleunigungen  den  bekannten  Drehgeschwindigkeiten 
der  Bewegung  I  proportional  sind: 


n»M 

— 

aa>^ 

— 

0 

«»« 

- 

«©„ 

= 

0 

o» 

= 

ae>n 

»1 

asec~ 

■  t 

< 

= 

««81 

usf. 

Die  Beschleunigungen  der  vorgeschriebenen  Bewegung  IQ  entstehen 
durch  Zusammensetzung  der  beiden  Bewegungen  lY^  V^  wenn  die  un- 
bekannte Drehgeschwindigkeit  a  so  gewählt  wird^  daß  die  Dehnungs- 
beschleunigung des  Stabes  3  die  einem  starren  Stabe  entsprechende 
Größe   erhält.     Die  Drehgeschwindigkeit  dieses  Stabes  hat  die  Größe 

Seine  Dehnungsbeschleunigung  d^  in  der  Bewegung  lY  kann  aus  dem 
Beschleunigungsplan  dieser  Bewegung  entnommen  werden,  während 
seine  Dehnungsbeschleunigung  in  der  Bewegung  Y  durch  die  Gleichung 

aus  dem  Geschwindigkeitsplan  der  Bewegung  I  ermittelt  werden  kann. 
Die  Größe  a  wird  demnach  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

oder 

(31)  „  =  _i!ki^. 

Nachdem  a  bestimmt  worden  ist,  ergeben  sich  die  Drehbeschleuni- 
gungen  der  Bewegung  IQ  durch  die  Gleichungen: 
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11.  Heimele  und  Aufgaben.  —  Die  vorstehenden  Regeln  sollen 
an  einer  Reihe  von  Beispielen  erläutert  werden.  Wenn  nichts  anderes 
bemerkt  wird^  ist  der  Maßstab 

des  Lageplans  L:    1  cm  »  100  cm 
des  Geschwindigkeitsplans  G:    1  cm  =  100  cm  sec"* 
des  Beschleunigungsplans    B:    1  cm  =  100  cm  sec"*. 
In  den  Lageplänen  sind  die  Gelenke  durch  kleine  Ereise^  die  ruhenden 
Gelenke  durch  Doppelkreise  bezeichnet.    Li  den  Geschwindigkeitsplänen 
und  den  Beschleunigungsplänen  sind  die  Pole  P'  und  Q"  durch  Ereise, 
rechte  Winkel   durch 
Viertelkreise-,   die  ge-  ^*  ^^^'  **' 

gebenen  und  durch 
Rechnung  bestimmten 
Strecken  durch  kräfti- 
gere Linien  bezeichnet. 
Beispid  1.  Das 
Getriebe  Fig.  35  be- 
steht   aus    den    vier 

Gliedern  AB,  AE,  ED,  DO,  die  in  dieser  Reihenfolge  mit  0,  1,  2,  3 
bezeichnet  sind.     Das  Glied  0  ist  festgestellt: 


O.    Fig.  86.  B.    Fig.  87. 


C 


CDo=0, 


Oa 


0, 


das  Glied  1  wird  geführt  mit  der  gegebenen  Drehgeschwindigkeit 


CD, 


-  1,08  sec-i 


und  der  Drehbeschleunigung 

(D;-  +  0,33sec-*. 

Der  Geschunndigkeit^lan  Fig.  36.  Die  Punkte  A\  B'  fallen  mit 
dem  Pol  P'  zusammen,  weil  die  Punkte  A,  B  ruhen.  Die  Strecke 
ÄE'  ist  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  die  gegebene  Dreh- 
geschwindigkeit (D^  bestimmt: 

-1,08  sec-*; 


^'f-'sin(^JB,  AE') 


und 


AE 

demnach  ist  der  Winkel 

{AE,  AE")  =  270« 

AE'^  1,08  .  AE=^  1,08  •  197  -  213  cm  sec'^ 

Die  Punkte  C,  D'  fallen  zusammen,  weil  alle  Punkte  des  Schiebers  CD 
dieselbe,  zum  ruhenden  Stab  AB  parallel  gerichtete  Geschwindigkeit  P'C 
haben.     Man  bestimmt  also  den  Punkt  C'D\  indem  man 

F'C\AB    und    E'D'JLED 
zieht. 
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Der  Beschleunigungsplan  Fig.  37.  Die  den  ruhenden  Punkten  i,  B 
entsprechenden  Punkte  A"y  B"  fallen  mit  dem  Pol  Q"  zusammen. 
Femer  werden  die  Strecken  Ä'e^  eE"  durch  die  gegebenen  Großen 
€0^,  (a[  bestimmt 

^^  cos  {AE,  Ä"E")  =  -  (dJ 

^^8mXÄE,Ä"E'')^a^[, 
folglich  ist 

{AE,  A"e)  -  180^    A"e  ^AE  (o\^  197  •  1,08»  =  230  cm  sec"» 
(AE,  eE")  =  90«,      eE" ^  AE  m  »  0,33  •  197  =  65  cm  ser». 

Die  Punkte  C",  B"  fallen  zusammen,  weil  alle  Pimkte  des  Schiebers  CD 
dieselbe  zu  AB  parallel  gerichtete  Beschleunigung  Q"C"  haben.  Dnrch 
diese  Bedingung  und  durch  die  Dehnungsbeschleunigung  des  Stabes  ED 
ist  der  Punkt  CD"  bestimmt: 

{ED,  E"i)  =  180^    E''d  «  ^^^^-  =  ^'  =  67  cm  ser* 
dD"±E"d,    Q"D"IAB. 


L.    Fig.  88. 

Beispiel  2,  Fig.  38 — 40.     Das  Getriebe  besteht  aus  dem  ruhenden 
öliede  EF^  dem  mit  der  Drehgeschwindigkeit 

©1  =  —  1,40  sec"  ^ 
und  der  Drehbeschleunigung 

©1  =  —  2,14  sec* 
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geführten  Gliede  FAy  dem  Stabe  AD  und  dem  um  das  Grelenk  E  sich 
drehenden  Schieber  BC, 

Der  Geschwindigheit^lan  Fig.  39.  Da  die  Gelenke  JB,  F  ruhen, 
80  fallen  die  Punkte  E',  F'  mit  dem  Pol  P'  zusammen.  Der  Punkt  A' 
wird  bestimmt  durch  die  Bedingung: 

^j-  sin  {FA,  F'A")  =  (0, 1,40  sec-S 

also  ist 
(FA,  FA")  =  270^    F'A'  =  FA(d^^  150  •  1,40  =  210  cm  sec"». 

Im  übrigen  ist  die  Bildung  des  öeschwindigkeitsplans  vollständig  im 
Abschnitt  5  beschrieben.  Man  bestimmt  hiemach  die  Geschwindigkeit 
P'-Bi  des  vom  ruhenden  Gelenke  E  gedeckten  Punktes  des  Stabes  AD, 

indem  man 

A'E^±AE,    E'E^^AD 

zieht.  Dann  entsteht  der  Geschwindigkeitsplan  P'ÄB'C'D'E\  indem 
man  die  Punktgruppen 

AB^C^D'E^  -ABCDE 

A^B'C'D^W  =  ÄB^C^1)'E^ 

bildet  Die  relative  Geschwindigkeit  der  Punkte  des  Stabes  AD  gegen 
den  Schieber  BC  wird  durch  die  Strecken 

A^Ä  =  D^D'  =  120  cm  sec-^ 
dai^estellt. 

Der  Beschleunigungen  Fig.  40.  Die  Punkte  E'',  F"  fallen  mit 
dem  Pol  Q"  zusammen.  Femer  wird  der  Punkt  A"  bestimmt  durch 
die  gegebenen  Größen  coi  und  (d{: 

{FA,  r'a)  =  1800 
r'a  ^FA  (o\^  150  . 1,4*  =  294  cm  sec"* 

{FA,  aÄ')  -  270« 
aA'  =  F^  ©;  =  150  .  2,14  =  321  cm  sec"*. 
Der  Punkt  E^  wird  nach  Abschnitt  9  bestimmt: 

{AE,  Ä'e)  ^  180« 

.,,        {A'E^y      170«      QQ  g 

A  e  =  ^^  =  -330"  =  88  cm  sec-* 


{E'E^,  E'\)  =  (AD,  AD')  =  270« 
^'^1^-2. 120  ig  =12 

eE^±A'e,    e^E^±E"e^. 


E"e,  =  2E'E^^^  2  .  120 ig  =  124  cm  sec"« 
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Nachdem  die  Strecke  Ä"Ä^  nach  Oroße,  Richtung  und  Sinn  gleich 
E^E"  aufgetragen  ist,  können  die  Punktgruppen 

A"D"B^C^E^  -  A^B^B'^CE"  -  ÄBBCE 

und    hierdurch    der    Beschleunigungsplan    Q"Ä'B"B"C"E"    gebUdet 
werden. 

Beispiel  3,  Fig.41— 43.  In  dem  sechsgliedrigen  Getriebe  J.-B CD i?2^G, 
Fig.  41;  ist  das  Glied  AB  festgestellt,  während  das  Glied  BCD  mit 
der  Drehgeschwindigkeit 

(Dj  =»  —  1,17  sec""^ 

und  der  Drehbeschleunigung 

(o[  =  —  1,18  sec~* 

geführt  werden  soll.   Da  die  Stabvierecke  ABDF  und  CD  EG  in  dieser 
Reihenfolge  nur  je  zwei  Glieder  mit  unbekannten  Drehgeschwindigkeiten 


L.    Flg.  41 


a*A'J9' 


jP*         TAB' 

Q.    Fig.  42. 

enthalten,   so  kommen  die  Regeln  der  Abschnitte  4  und  8  zur  An- 
wendung, wie  folgt: 

Der  Creschtmndigkeitsplan  Fig.  42. 

(-BD,  JJ'DO  =  270« 

D'D'  ^BD  (D^^  173  . 1,17  -  202  cm  sec"* 

A'F'±AF,    D'r±DF 

B'G'D'-BGD,    D'E'F'-DEF 

C'G'±Ca,    E'G'±EG. 
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Der  Beschleunigungsplan  Fig.  43. 

(BD,  B"ä)  =  180» 
B"d  =  J?i)  oj»  -  173  . 1,17»  -  236  cm  eec-« 

{BD,  dD")  =  270» 

dD"  ^BD  a'-^  173  •  1,18  =  204  cm  sec"« 

{AF,  A"f)  =  180« 

^/•=.4^-iög=225cmsec-« 

{DF,  D"Q  =  180» 

-,„.        (D'Fy       182»       „^  , 

^  f^--DW-~  26Ö  =  ^^  "^"^  ^ 

fF"±A"f,     fyF"±D"f^ 

B'C'D"  ~  BCD,  D"F"E"  ~  DFE 
{CG,  C"g)  =»  180« 

^„  (CG')*       172«       .-_  _, 

(i;ö,  je;"«;i)  =  180« 

^  ^1  =  ^-  -  üö  =  ^^  <'°'  '«•^ 
gG"±C"g,    g,G"±E"g,. 

Beispiel  4.  In  dem  achi^liedrigen  Getriebe  Fig.  44  ist  das  Glied  AB 
festgestellt,    während    das   Glied  BCD   mit    der   Drehgeschwind^keit 

ajj—  —  0,95  sec~* 

imd  der  Drehbeschleunignng 

©; 0,63  sec-* 

geführt  werden  solL  Das  Getriebe  enthält  nur  ein  StabTiereck  ABDF, 
alle  übrigen  Stabpolygc^e  enthalten,  libgesehen  von  den  starren  Stab- 
dreiecken, mehr  als  vier  Seiten.  Die  Pläne  für  den  Teil  ABCDEFG 
des  Getriebes  werden  wie  im  Beispiel  3  gebildet;  die  Beschreibung 
braucht  hier  nidit  wiederholt  zu  werden. 

Im  Ges<^mindigkeitsplan  Fig.  45  sind  darauf  die  drei  Geraden 

C'MiK'  ±  CMK 
G'L^H'  ±  GLH 
L^FE'Mi  ±  LIEM 
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zu  ziehen  und  auf  diesen  nach  Abschnitt  2  die  dem  starren  Drei- 
eck KHI  entsprechenden  Punkte  K' ^  B.\  I'  zu  bestimmen.  Statt 
dessen  kann  man  auch  die  Punktgruppe 

bilden,  da  den  Dreiecken  LHIy  HIK,  IKM  die  ahnlichen  Drei- 
ecke L^HT,  HTK',  I'K'  M^  entsprechen.    Der  Greschwindigkeitsplan 


G.    Fig.  46. 


B.    Plg.  46. 


wird  unbestimmt,  wenn  die  drei  Geraden  CK',  G'H'y  ET  in  einem 
Punkte  sich  schneiden. 

Im  Beschleuniffungsplan,  Fig.  46,  sind  die  Winkel 

{CK,  C"k)  =  {QH,  G"h)  =  (EI,  E"{)  =  180^ 

darauf  die  Strecken: 

^„j       {G'Ky      195«       .,o  «2 

G  h^  ^  ^„    =  s^  =  32  cm  sec^ 


E"i  = 


GH 

{Wiy 


100« 


83  cm  sec"* 


EI  120 

und  die  Geraden: 

TcK"±G"k,    hH"±G'%    ir±E"i 

aufzutragen.  Die  Lage  des  Dreiecks  K"ff'T'  konnte  darauf  durch 
das  im  Abschnitt  7  und  in  den  Figuren  23 — 25  beschriebene  Verfahren 
bestimmt  werden. 

Beispiel  5.  In  dem  Getriebe  des  vorigen  Beispiels,  Fig.  44,  soll 
das  Glied  4  {GB)  festgesteUt  und  das  Glied  1  (BCD)  mit  der  Dreh- 
geschwindigkeit +  0,67  sec"  *  geführt  werden.   Es  sind  die  Geschwindig- 
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keiten  dieser  Bewegung  IH  zu  bestimmen.  Man  bildet  die  Bewegung  m 
nacb  Abscbnitt  10^  3  durch  Zusammensetzung  der  g^- fachen  Geschwindig- 
keiten der  im  vorigen  Beispiel  bestimmten  Bewegung  I  mit  den  ^- 
fachen  Geschwindigkeiten  der  Bewegung  U,  in  der  das  Getriebe,  ohne 
seine  Form  zu  ändern,  mit  der  Drehgeschwindigkeit  +  1  ^^  irgend 
einen  festen  Punkt  sich  dreht.  In  der  Bewegung  I  haben  die  Glieder  1 
und  4  die  Drehgeschwindigkeiten 

und 


o.,  = 


Damit 


werde,  ist 


und 


G'H' 
GH 


85 


8in(ÖJ?,  (?'ff')  =  -^^  =  -0,37 


5lCD4i  +  g2=         0 


t  «_JLML_ 

*>l        —  0,95  +  0,37 


-1,15 


gs  =  -  5iCD^  =  -  1,15  .  0,37  =  -  0,42 

zu  wählen.    Die  folgende  Tabelle  enthält  die  aus  Fig.  45  entnommenen 

Drehgeschwindigkeiten  co^  der  Bewegung  I  und  die  nach  der  Formel 

«D, 1,15  ©1  —  0,42 

berechneten  Drehgeschwindigkeiten  der  Bewegung  III 


GUed 

0 

1 

2 

s 

4 

6 

6 

7 

«»8 

0 
-0,42 

-0,95 
+  0,67 

-0,38 
+  0,02 

-1,17 
+  1,35 

-0,37 
0 

-0,69 
+  0,37 

-0,83 
+  0,53 

-0,74 
+  0,43 

Will  man  den  Geschwindigkeitsplan  der  Bewegung  UI  auftragen,   so 
genügt  die  Berechnung  von  gwei  Drehgeschwindigkeiten,  z.  B. 

©83  «  +  1,35,    ©53  =  +  0,37. 

Der  Pol  des  Geschwindigkeitsplans  P'  fallt  selbstverständlich  mit  den 
Punkten  G\  H!  zusammen. 

Beispiel  6.  Das  Getriebe,  Fig.  44,  hat  bei  der  durch  die  Fig.  45 
und  46  dargestellten  Bewegung  I  folgende  Drehgeschwindigkeiten  ©j 
und  Drehbeschleunigungen  ai\. 


OUed' 

0 

1 

2 

8 

4 

6 

6 

7 

©1 

0 
0 
0 

-0,95 
-0,63 

+  1;27 

-0,38 
-0,45 
+  0,32 

-  1,17< 
-1,33 
+  1,01 

-0,37 
-0,75 
-0,01 

-0,69 
-0,88 
+  0,50 

-0,83 
-0,98 
+  0,68 
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Es  soll  die  Bewegung  IV  des  Getriebes  gebildet  werden,  deren  Ge- 
schwindigkeiten mit  der  Bewegung  I  übereinstimmen,  wahrend  die  Dreli- 
beschleunignng  des  Gliedes  5  die  Größe 

®m""  +  0,50  sec-* 
erhalten  soll. 

Nach  Abschnitt  10,  4  entsteht  die  zu  bestimmende  Bewegung  IV, 
indem  man  die  Bewegung  I  zusammensetzt  mit  einer  Bewegung  V,  in 
der  alle  Geschwindigkeiten  die  Große  Null  haben 

und  deren  Beschleunigungen  durch  die  Gleichungen: 

bestimmt  werden,  wenn  man  die  Große  a  so  wählt,  daß  die  aus  der 
Zusammensetzung  der  beiden  Bewegungen  I  und  V  entstehende  Dreh- 
beschleunigung des  Gliedes  5  die  vorgeschriebene  Größe  erluLlt: 

ß^M  =  +  0,50  «=  cd;i  -f  «cDgi 0,88  -  0,69  «. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  also 

« 0^+0,88 o^         1 

Die  in  der  letzten  Reihe  der  vorstehenden  Tabelle  angegebenen  Dreh- 
beschleunigungen der  Bewegung  IV  wurden  demnach  durch  die 
Gleichung 

»l  ""  ®'i  "~  2^)0  ®i 
bestimmt. 

Beispiel  7.  Das  Getriebe,  Fig.  47,  enthält  acht  Glieder,  nämHch 
das  ruhende  Glied,  zu  dem  die  Gelenke  A^  G  und  der  Schieber  /  ge- 
hören, femer  die  sechs  aus  Stäben  gebildeten  Glieder  ABC,  BE,  CD, 
DSF,  FG,  HI  und  den  Schieber  K  Das  GUed  ABC  wird  mit  der 
Drehgeschwindigkeit 

cDi  =  -f  1,75  sec-^ 

und  der  Drehbeschleunigung 

ai;  =  0 
geführt. 

Der  Geschwindigkeitsplan y  Fig.  48.  Durch  die  gegebene  positive 
Drehgeschwindigkeit  des  Gliedes  ABC  ist  vorgeschrieben: 

{BC^y^'C)  -  90o 

B'C  -  5C  (Dj  =  200  . 1,75  =  350  cm  sec"» 

B'CA  -  BGA. 
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Der  Pol  P'  und  die  Punkte  G',  I'  fallen  mit  Ä  zusammen.  Durch 
die  Bedingungen: 

B'M^E'±BEM,    C'L^D'±CDL,    I^G'F'M^±LGFM 

sind  femer  die  drei  Geraden  B'M^E\  C'L^D\  L^G'F'M^  gegeben,  auf 
welchen  die  dem  starren  Dreieck  JEDi^  entsprechenden  Punkte  E'y  D\  F' 
liegen  müssen.  Man  bestimmt  ihre  Lage  entweder  nach  dem  im  Ab- 
schnitt 2,  Fig.  5  und  6,  beschriebenen  Verfahren  oder  einfacher  durch 


O.    Fig.  48. 


B.    Fig.  49. 


L.    Fig.  47. 

die  Bedingung,  daß  den  Dreiecken  DLF,  DFE,  EFM,  DER  die 
ähnlichen  Dreicke  D'L^F\  D'F'E'y  E'F'M^,  D'E'K'  entsprechen, 
und  daß  folglich: 

L^F'M^E'K'D'  zz  LFMEKD 

isi  Das  Gelenk  H  bewegt  sich  infolge  der  Führung  durch  den  festen 
Schieber  /  auf  der  festen  Geraden  HI: 

P'H'  I  IE, 

und  da  sein  Abstand  KH  vom  Mittelpunkt  des  Führungsstabes  unver- 
änderlich ist,  so  ist 

'  K'W  ±  KH. 

Die  Strecke  ITifi*  bezeichnet  die  relative  Geschwindigkeit  des  Schiebers  H 
gegen  den  Führungsstab. 
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Der  Beschleunigungsplan,  Fig.  49.    Da  die  Drehbesehleunigung  des 
geführten  Gliedes  ABC  gleich  Null  gegeben  ist,  so  ist 

{BC,  J?"C")  «  180« 

^^^  B''C"Ä''  -  BGA 

aufzutragen.  Mit  A"  fallen  die  Punkte  G'\  I"  und  der  Pol  Q"  zu- 
sammen. Die  Dehnungsbeschleunigungen  der  Stabe  BEj  CD,  GF 
bestimmen  femer  die  drei  Geraden  eE'\  dD",  fF'\  auf  denen  die  dem 
starren  Dreieck  EDF  entsprechenden  Punkte  JB",  B'\  F"  liegen  müssen: 

{ßE,  B"e)  =  (CD,  C"d)  «  {GF,  G"f)  =  180« 

j.,,         {B'Ey       210«       ..-  „j 

^    ^ CS^  ""  8ÖÖ         -^^^  '^ 

e-E"J.-B"c,    dD''±C'd,    fr'±G''f, 

Das  im  Abschnitt  7,  Fig.  23  —  25,  beschriebene  Verfahren  ei^b  die 
Lage  des  Dreiecks  E"D"F"  und  durch  die  Bedingung: 
B"E"F"H^K''  -  BEFHK 

wurden  darauf  die  den  Punkten  H^,  K'  entsprechenden  Punkte  H^,  K" 
bestimmt.  Die  Beschleunigung  Q''H"  des  Gelenkes  H  hat  drei  Be- 
dingungen zu  erfüllen:  Sie  ist  infolge  der  Führung  des  Stabes  IH 
durch  den  festen  Schieber  I  parallel  zu  IH  gerichtet: 

e"fl"  II  /IT; 
wegen  Starrheit  der  Strecke  KH  ist  femer: 

(KH,  K'h)  =  ISO« 

^*  =  -W-^  240  =  ^27  cm  sec-» 

JiH"  ±  K"h. 

Hierdurch  ist  der  Punkt  H"  bestimmt.  Eine  dritte  Bedingung,  die 
man  als  Probe  benutzen  kann,  ergibt  sich  nach  Abschnitt  9  aus  der 
Drehgeschwindigkeit  o  der  Geschwindigkeitsstrecke  H^H',  Die  Dreh- 
geschwindigkeiten der  beiden  Glieder  BEF  und  H  sind: 
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Folglich  ist 


{H,H',H^h,)^W> 


Hfjii  =*  S-^B^   (0  • 


50 — —p: —  =  123  cm  sec  * 


L.    Fig.  60. 


aufzutragen.     Diese  Gerade  h^H"  muß  durch  den   bereits  bestimmten 
Punkt  H"  gehen. 

Beispiel  8,  In  dem  zehngliedrigen  öetriebe,  Fig.  50^  ruht  das 
Glied  0  (AB),  wahrend  das  GUed  1  (BCD) 
mit  der  Drehgeschwindigkeit  +  0,50  sec* 
und  der  Drehbeschleunigung  +  0,20  sec"*  ge- 
führt wird.  Da  das  Getriebe  kein  einziges  Stab- 
yiereck  enthält,  so  ist  das  im  Abschnitt  10^  5 
beschriebene  Verfahren  anzuwenden. 

Die  Geschmndigkeiten,  Wir  erteilen  dem 
Stabe  3  (CZ)  die  Eigenschaft  der  Dehnbarkeit 
und  bestimmen  die  Geschwindigkeiten  zweier 
Bewegungen  I,  11,  die  bestimmt  sind  durch 
folgende  Annahmen: 

Bewegung   I:  ©qi  =  0,    m^^  •»  0, 

Bewegung  ü:  m^  «  0, 


CO, 


n 


+  1  sec* 
©1,  =«  +  0,50  sec~^,  CD„  -=  0. 


Die  Bildung  der  hier  nicht  mitgeteilten  Geschwindigkeitsplane,  deren 
Ergebnisse  in  den  ersten  beiden  Reihen  der  folgenden  Tabelle  zu- 
zusammengestellt  sind,  bietet  keine  Schwierigkeit,  da  in  den  Stab- 
polygonen ABDFB,  ÄBDEKIy  EFGLK  in  dieser  Reihenfolge  nur 
je  ewei  Glieder   mit   unbekannten  Drehgeschwindigkeiten   vorkommen. 


«8 


Bewegung  I 
Bewegting  11 
Bewegung  m 


0 

+  0,50 
+  0,60 


+  1,00 

0 
+  0,64 


+  0,98 
—  0,32 
+  0,21 


+  1,08 
—  0,83 
+  0,26 


—  0,67 
+  0,62 
+  0,21 


—  0,48 
+  0,66 
+  0,48 


—  0,76 
+  0,36 

—  0,04 


+  0,37 
+  0,84 
+  0,64 


+  0,68 
-0,11 
+  0,26 


—  0,61 
+  0,83 
0 


Die  von  der  Aufgabe  geforderte  Bewegung  lU  ergibt  sich  durch  Zu- 
sammensetzung der  Geschwindigkeiten  der  Bewegung  11  mit  den  ^-fachen 
Geschwindigkeiten  der  Bewegung  I,  wenn  man  die  Zahl  £  so  wählt, 
daß  die  Dehnungsgeschwindigkeit  d^  des  Stabes  3  in  der  zusammen- 
gesetzten Bewegung  m  gleich  Null  wird: 

0  =  e*si  +  *M  =  -0,6ie  +  0,33^ 

38 


t-  + 


61 


+  0,54. 


Zaitfchrlft  f.  MathemftÜk  n.  Physik.  49. Band.   1908.  «.Haft. 
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Die  in  der  letzten  Tabellenreihe  angegebenen  Drehgescb¥rindigkeiten 
der  Bewegung  UI  konnten  demnach  durch  die  Oleichung 

Oj  =■  ©2  +  5*^1  =  ®8  +  0,54  ©1 
bestimmt  werden. 

Die  Beschleunigungen,  Wir  erteilen  wieder  dem  Stabe  3  (Ci)  die 
Eigenschaft  der  Dehnbarkeit  und  bestimmen  die  Beschleunigungen  einer 
Bewegung  IV  ^  deren  Geschwindigkeiten  mit  der  Bewegung  IQ  über- 
einstimmen: j, 

während  die  Drehbeschleunigungen  durch  die  Annahme 

(o^  =  0,     (Dj^  =«  +  0^0  sec~*,     (Dj^  =  0 

bestimmt  sind.  Der  betreflFende  Plan  bietet  nichts  Bemerkenswertes 
und  ist  daher  hier  nicht  mitgeteilt.  Das  Ergebnis  desselben,  nämlich 
die  Drehbeschleunigungen  aller  Glieder  und  die  Dehnungsbeschleunignng 
S^  des  dehnbaren  Gliedes  3  ist  in  der  ersten  Reihe  der  nachstehenden 
Tabelle  zusammengestellt.  Diese  Bewegung  lY  ist  zusammenzusetzen 
mit  einer  Anfangsbewegung  V,  deren  Geschwindigkeiten  also  sämtlich 
Null,  und  deren  Drehbeschleunigungen  den  Drehgeschwindigkeiten  der 
Bewegung  I  proportional  sind: 


Ol 


05 


O 


15 


0,    o» 


acDi 


81 ; 


CD 


S5 


aco,^  usf. 


In  dieser  Bewegung  hat  die  Dehnungsbeschleunigung  d^  des  Stabes  3 
die  Größe  «.,  ^ 

*36  =  «*81- 

Die  Größe  a  ist  so  zu  wählen,  daß  die  Dehnungsbeschleunigung  d^ 
der  aus  lY  und  Y  zusammengesetzten  Bewegung  UI  dem  starren  Stabe 
3  entspricht:  j.,  ,       jt'    ,      jt 

*33  =  -®l8  =  *84  +  «*81- 

Mit  Benutzung  der  Tabellenwerte  erhält  man 


<3  +  ^84  ,0,21« +0,08 


0,61 


Die  in  der  letzten  Tabellenreihe  zusammengestellten  Drehbeschleu- 
nigungen der  von  der  Aufgabe  geforderten  Bewegung  III  ergaben  sich 
demnach  aus  der  Gleichung: 

©j  —  G)^  +  aß>i  =  (O^  +  0,2003^. 


Bewegung  IV  0 
Bewegung  V  0 
Bewegung  Ulli  0 


+0,20 

0 
+  0,20 


0 

+  1,00  a 
+  0,20 


—  0,06 
+  0,98  a 
+  0,15 


I 


^; 


—  0,06 

+  1,08  a 
+  0,16 


+  0,11 
—  0,67  a 
0,00 


+  0,26 
—  0,43  a 
+  0,17 


+  0,08     +0,24    j+0,03    +0,1"* 

—  0,76a  +0,37«  +0,68o  -0.61^ 

—  0,07     +0,31    1+0,17    -0,W4 
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12.  Die  Krümmung  der  Bahn  eines  Punktes  und  ihrer  Evolute. 
Der  bewegte  Punkt  befindet  sich  zur  Zeit  ^  in  ^^  Fig.  51,  und  znr 
Zeit  t  +  dt  in  C.     Die  Bahn  ÄG  hat  den  Erümmongshalbmesser 

ÄB=^r, 

ihre  Evolute  BD  hat  den  Krümmungshalbmesser 

BE  «rj. 

Der  Strecke  r  wird  der  Sinn  AB,  der  Strecke  rj  der  Sinn  BE  bei- 
gelegt. Der  Punkt  A  hat  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  v,  die  Be- 
schleunigung erster  Ordnung  i?'  und  die  Beschleunigung  zweiter  Ord- 
nung v'\     Die  Beschleunigungen  v\  v"  haben  in  den  Richtungen  der 


r*  s 


^ 

zr 

s 

-^ 

% 

+ 

^ 

u 

j-c 


Bahnnormalen  und  der  Bahntangente  die  Komponenten  n\  u'  und 
n",  u".  Auf  der  Bahnnormalen  geben  wir  dem  Sinn  AB^  auf  der 
Tangente  dem  durch  die  Bedingung 

{AG,  AB)  =  9(y» 

bestimmten  Sinn  AG  das  positive  Vorzeichen.  Um  allgemein  gültige 
algebraische  Beziehungen  zu  erhalten,  betrachten  wir  einen  Fall,  in  dem 
alle  Größen  das  positive  Vorzeichen  tragen.  Die  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen  sind  in  einer  besonderen  Figur  52  dargestellt, 
ihre  unendlich  kleinen  Änderungen  natürlich  in  unendlich  starker  Ver- 
zerrung. In  dem  unendlich  kleinen  Zeitabschnitt  von  t  bis  t  -{-  dt 
ändert  sich 

V  (AD)  in  V  +dv  (AF) 

v\AH)  in  V  +  dv\AK) 


u\AG)  in  u'  +  du\AJ) 
n\GB)  inn'  +  dn\JK). 


28* 
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Die  Geschwindigkeitsstrecke  ÄF  {v  +  dv)  bildet  die  geometrische 
Summe  der  zwei  Geschwindigkeiten  ÄD(v)  und  DF(v'dt)  oder  der 
drei  Geschwindigkeiten  AD(v\  J)E{u'dt)  und  EF{n'dt).    Da 

AE^AD  +  DE 

(t?  +  dv)  cos  dy  ==  t?  +  u'dt 
ist,  so  folgt 

(32)  u'^%- 

Die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  dreht  sich  in  der  Zeit  dt  in  posi- 
tivem Sinne  um  den  Winkel 

(33)  d<p^^^^'^. 

Daher  hat  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  die  Größe 

und  die  Strecke  AB  hat  stets  den  Sinn  yon  n\ 
Aus  der  Zeichnung  ist  zu  ersehen: 

AN=^AQ  +  HL  +  MJ 
oder: 

(m'  +  du')  cos  d<p^u'  +  u"dt  +  (n'  +  dn')  sin  dg) 
oder: 
(36)  ^■■.'^-,-^.^^-'^, 

femer: 

GH+LK^NJ+MK 
oder: 

w'  +  n"di  =  (m'  +  du)  sin  dy  +  (n'  +  dn')  cos  dy 
oder: 

(36)  «"  =  ^'  +  !^'. 

Auch  der  Krümmungshalbmesser  r^  der  Evolute  durchlauft;  in  der 
Zeit  dt  in  positivem  Sinne  den  Winkel  d%  wobei  jedoch  zu  beachten 
ist;  daß  die  Änderung  dr  von  r  negativ  ist;  wenn  r^,  d.  h.  die  Strecke 
BE,  den  positiven  Sinn  AC  hat: 

,  dr       vdt 

woraus  folgt 

r  V  dt' 


Aus  Gleichung  (34)  ergibt  sich  durch  Differenzieren: 

/Google 


dr ^  V  dv        v^  dn' 

dl'"     nTt'~  n^'di 
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und  nach  Oleichong  (32)  und  (36) 


dt       Q«'t*'       «*»» 

Daher  ist: 

(37) 

r        n'"        «' 

Der  Erümmungshalbmesser  BE  hat  den  positiven  Sinn  AC,  wenn 
algebraisch 

vn"  >  3w'n' 

ist.  Der  Punkt  A  kann  seine  Bahn  mit  verschiedenen  Geschwindig- 
keiten und  Beschleunigungen  durchlaufen.  Bei  einer  zwangläufigen 
Bewegung^  d.  h.  bei  gegebener  Bahn  haben  aber  in  jedem  Bahnpunkte 
die  Großen 

—  und  |-7T n 

unveränderliche  Werte. 

13.  Die  Beschleunigungen  zweiter  Ordnung  der  ebenen  Bewegung 
einer  starren  PufMgruppe.  —  Wir  wählen  für  die  relative  Bewegung 
des  Punktes  A  gegen  den  starr  mit  ihm  verbundenen  Punkt  B  die 
Bezeichnungen  des  vorigen  Abschnittes^  und  da  bei  dieser  Bewegung  A 
den  Kreis  vom  Halbmesser 

r^AB^'a 

um  den  ruhenden  Pimkt  B  beschreibt,  so  ist: 


(38) 

«'=*-=.««,», 

wenn  wie  früher  mit 

a 

die  Drehgeschwindigkeit  der  Strecke  BA  im  Sinne  der  Uhrzeiger- 
bewegung  bezeichnet  wird.  Femer  ist  nach  den  Gleichungen  (32), 
(35),  (36): 

(39)  „=-»a^  =  a(D, 

(40)  «    „___»o(^-«,»)  =  a(^-«,») 
und 

(41)  n     = -gy  +  — ^  ==  2a(ö^  +  aooj  =  Saoo  . 

Die  Tangentialbeschleunigung  zweiter  Ordnung  u"  hat  den  positiven 
Sinn  AG^  wenn  algebraisch 


-;—  !>  CO* 
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ist^  und  die  Normalbeschleunignng  n"  hat  den  positiven  Sinn  ABj 
wenn  o  und  o'  gleiche  Vorzeichen  haben.  Gleichung  (41)  folgt  auch 
aus  Gleichung  (37),  wenn  r^  gleich  Null  gesetzt  wird.  In  Überein- 
stimmung  mit  den  Abschnitten  1  und  6  nennen  wir  das  YerhSltnis 

(42)  ß,    =-«_-.a)  =5^-0) 

die  Drehbeschleunigung  zweiter  Ordnung  und  das  Verhältnis 

(43)  d"«-?^  =  -3a)a)' 

die  Dehnungsbeschleunigung  zweiter  Ordnung  der  starren  Strecke  a.  Es 
ist  hierbei  zu  beachten,  daB  die  relative  Dehnungsbeschleunigong  ai" 
des  Punktes  Ä  gegen  B  den  positiven  Sinn  BÄ  hat,  wenn  n"  ne- 
gativ ist. 

Da  die  gleichzeitigen  Werte  der  Drehgeschwindigkeit  o  für  alle 
Strecken  AB,  BC,  CA  . . .  der  starren  Punktgruppe  ABC  . . 


groß  sind,  so  haben  auch  die  Größen  ^,  ^,  o",  d"  für  alle  Strecken 

gleichzeitig  dieselben  Werte.     Werden  von  einem  Punkte  B'''  aus  die 

Strecken  B'''A"',  B'"C'",   B"'D'" ...  aufgetragen,  welche   die  nach 

Gleichung  (40)  und  (41)  bestimmten  relativen  Beschleunigungen  zweiter 

Ordnung   der  Punkte   A,  C,  D  . . .   gegen   den   Punkt  B  darstellen, 

so    entsteht,    wie    in    den   Abschnitten   2   und    7,    eine   Punktgroppe 

^'"jB"'C'"D'"  . . .,  die  der  starren  Gruppe  ABCD  ...  des  Lageplanes 

geometrisch  ähnlich  ist: 

(44)  A'''B'''C'"D''' ...  -  ABCD  . . . 

Der  gemeinschaftliche  Beschleunigungswinkel  zweiter  Ordnung: 

y"  =  {AB,  ^"'B'")  =  (BC,  B'"C") 

wird  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

^^^)  C08y"'"sin/' ""     AB     ""     BÖ 

Dieser  Winkel  kann  alle  Größen  annehmen,  da  die  Werte  von  i"  und 
o"  positiv  und  negativ  sein  können.  Dem  gegenüber  erinnern  wir 
daran,  daß  der  GeschwindigJceitsunnkel  y  einer  starren  Strecke  gleich 
90®  oder  gleich  270®  ist,  und  daß  der  Winkel  y'  der  Beschleunigungen 
erster  Ordnung  an  die  Bedingung 

90®  <  y'  <  270® 
gebunden  ist. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich,  daß  der  Plan  der  Beschleu- 
nigungen zweiter  Ordnung  i2"'-4'"B'"C" . . .   für  eine  starre  Punkt- 
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gruppe  ABC  ...  gebildet  werden  kann,  wenn  außer  den  Gtrößen  cd, 
-^,  -~^  noch  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  B"'B"'  irgend  eines 

Punktes  B  der  Gruppe  bekannt  ist.  Denn  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung  B'"C'"  irgend  eines  anderen  Punktes  C  bildet  die  geome- 
trische Summe  aus  R"B"'  und  der  relativen  Beschleunigung  JS'^'G'" 
des  Punktes  C  gegen  B.  B'"  ist  also  der  Pol  des  Beschleunigungs- 
planes.    Der  im  Lageplan  durch  die  Bedingung 

BÄBC,  -B'"A'''B"C".., 

bestimmte  Pol  B  ist  der  einzige  Punkt  der  bewegten  Ebene  ABC, 
dessen  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  zur  Zeit  t  gleich  Null  ist. 
Für  jeden  Punkt  A  ergibt  sich  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung 
AA^  aus  den  algebraischen  Gleichungen: 

AA^  sin  {BA,  AA^)  =  o"  BA 


^^^^  \AA^  cos  {BAy  AA,)  =  *"  BA, 

14,  Der  Plan  der  Beschleunigungen  jstveiter  Ordnung  eines  ebenen 
Getriebes.  —  Es  erscheint  zweckmäßig,  an  dieser  Stelle  die  nahe  Ver- 
wandtschaft hervorzuheben,  die  inbetreff  ihrer  Entstehung  zwischen  dem 
Geschwindigkeitsplan  und  den  Beschleunigungsplänen  eines  Getriebes 
zu  bemerken  ist. 

Der  Geschwindigkeitsplan  kann  gebildet  werden,  wenn  außer  dem 
festgestellten  Gliede  die  Drehgeschwindigkeit  eines  Gliedes  bekannt  ist. 
Dem  BUdungsgesetz  liegt  die  Bedingung  zu  Grunde,  daß  die  Dehnungs- 
geschwindigkeit eines  starren  Stabes  gleich  Null  ist. 

Der  Plan  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung  kann  gebildet 
werden,  wenn  außer  dem  Geschwindigkeitsplan  noch  die  Drehbeschleu- 
nigung erster  Ordnung  für  ein  Glied  gegeben  ist.  Dem  Bildungsgesetz 
liegt  eine  ähnliche  Bedingung  zu  Grunde:  Die  Dehnungsbeschleunigung 
eines  jeden  Stabes  im  Getriebe  ist  gleich  dem  negativen  Quadrat  seiner 
Drehgeschwindigkeit;  sie  ist  also  bestimmt  durch  den  Geschwindig- 
keitsplan. 

Um  endlich  die  Beschleunigungen  zweiter  Ordnung  bilden  zu 
können,  muß  außer  den  Geschwindigkeiten  und  den  Beschleunigungen 
erster  Ordnung  noch  die  Drehbeschleunigung  zweiter  Ordnung  für  ein 
Glied  bekannt  sein.  Denn  für  jeden  Stab  des  Getriebes  ist  die  Dehnungs- 
beschleunigung zweiter  Ordnung  bekannt:  sie  ist  gleich  dem  negativen 
dreifachen  Produkt  aus  der  Drehgeschwindigkeit  des  Stabes  und  seiner 
Drehbeschleunigung  erster  Ordnung. 

Es  wird  demnach  genügen,  die  Bildung  eines  solchen  Planes  an 
einem  Beispiel  zu  erklären. 
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Beispiel  9.    Für  das  geführte  Glied  BCD  des  in  den  Fig.  41  u.  53 
dargestellten  Getriebes  möge  gegeben  sein: 

o  =  —  1,17  sec~* 

dm 
dt 


o'-  — 1,18  sec-* 


-S?--2,64sec-^ 

In  den  Figuren  42  und  43   sind  die  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen erster  Ordnung  in  den  normalen  Maßstäben  dargestelli 

Das   nachstehende 
^  F.g.55.  B.  Fig.  64.  ^         Vcrzeidmis     ent- 

-  >•*         -^_  *^    liält  die  aus  jenen 

Figuren  entnom- 
menen Werte  der 
Stablangen  a,  der 
Geschwindigkeiten 
acD,  der  Beschleu- 
nigungen ao'  und 
die  hieraus  berech- 
neten Werte  von 


^^ 


Stab 

a 
cm 

ata 

cm  sec-i 

am' 

cm  8ec~* 

ai" 
cm  sec-' 

BD 

173 

-202 

-204 

-715 

AF 

108 

-156 

-246 

-1066 

FD 

250 

-132 

-175 

-277 

CG 

190 

-172 

-180 

-489 

EG 

140 

-106 

-132 

-300 

Ber  in  \  der  normalen  Große,  also  in  dem  Maßstabe 

1  cm  —  300  cm  sec~* 

dargestellte  Beschleunigungsplan  zweiter  Ordnung,  Fig.  54,  ergibt  sich 
aus  den  folgenden  Bedingungen: 

B"'d  =  -  715  cm  sec-», 
daher 

{BD,  B'^'d)  =  180^ 

dD'"=  a(^  -  a>«)  =  173(-  2,64  +  1,17»)  -  -  180  cm  sec"', 
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daher 


daher 


daher 


iri  r\trt  T\rrt 


B"'C 


daher 


daher 


{BBy  dB"')  =  270». 
^'Y=-~1066cm8ec-», 

{AF,  Ä"f)  «  180». 
D'Yi  =  -277cm8ec-», 

{BF,  B'"Q  =  180». 

fF"±Ä"f,  f^r"±B'"f^. 

B'"  -  BGB,    B'"E'''F"'  -  BEF 

C'"g 489cm8ec-», 

(CG,  C"g)  =  180». 

^"Vi 300  cm  sec-», 

{EG,  E'''g,)  =  180» 
gG'"±C''g,    9^G'"±E"'g,, 


15.  Bie  Krümmung  der  Bahn  und  der  Bahnevolute  eines  mit  einem 
Gäriebegliede  starr  verbundenen  Punktes.  —  Nachdem  für  irgend  eine 
Bewegang  des  Getriebes,  d.  h.  bei  will- 
kürlicher Wahl  der  Drehgeschwindig- 
keit mid  der  Drehbeschleunigangen 
des  geführten  Oliedes,  die  Plane  der 
Geschwindigkeiten  und  der  Beschleu- 
nigongen  erster  und  zweiter  Ordnung 
gebildet  worden  sind,  können  die 
Erünmmngshalbmesser  der  Bahn  und 
ihrer  Evolute  für  jeden  mit  einem  Ge- 
triebegliede  starr  yerbundenen  Punkt 
nach  den  Gleichungen  (34)  und  (37)  er- 
mittelt werden,  indem  man  die  algebra- 
ischen Werte  der  vier  Größen  v,  n\ 
u\  n"  aus  den  Planen  entninmit.  Ein 
Beispiel  möge  zur  Erläuterung  dienen. 

Beispiel  10.    Das  Gelenk  G  des  Getriebes  Fig.  41  und  53  hat  die 
Geschwindigkeit 

v^P'G'.l  Gg\    Fig.  42  und  55 

die  Beschleunigung  erster  Ordnung 

t;'«  Q''G\l  Gg\    Fig.  43  und  55 
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und  die  Beschleunignng  zweiter  Ordnung 

*  t;"=B'"G'"JLG^/",    Fig.  54  und  55. 

V    ist  in  dem  Maßstäbe    1  cm  =  100  cm  seC"^ 
v'   „    „     „  „  1  cm  =  100  cm  sec"* 

v"  „    „      „  „  1  cm  =  300  cm  sec'* 

dargestellt.     Mit  Berücksichtigung  dieser  Maßstäbe^  entnimmt  man  aus 

Fig.  55: 

Gg'=^  V   =  —  280  cm  sec~* 

Gr^u' 310cmsec-« 

A"^"  =  w'  =  +  270  cm  sec"« 

V'g'"  =  w"=  +  850  cm  sec"». 

V  und  u'  sind  negativ,  weil  die  Winkel 

(v,  n)  =  {u\  w')  =  270^ 

sind,  «"  ist  positiv,  weil  der  Sinn  von  n"  mit  dem  von  n  überein- 
stimmt.    Nach  den  Gl.  (34)  und  (37)  ist  also 

öü:  =  r=  1^^  =  290  cm 
und 

Da  r^  positiv  ist,  so  ist  der  Winkel 

{KM,  GK)  «  (r^,  r)  =  90<>. 

16,  Die  geometrische  Bewegung  einer  Ebene.  —  Die  Krümmungen 
der  Bahnen  und  der  Bahnevoluten  aller  Punkte  einer  bewegten 
Ebene    werden    für    einen    gegebenen   Zeitpunkt   bestimmt   durch  die 

Lage  der  drei  Pole  P,  Q,  R  und  durch  die  drei  Gh-ößen  cd,  -^,  ^t  ■ 

Für  eine  ewangläufige  Bewegung,  die  z.  B.  von  einem  Getriebegliede 
und  von  der  starr  mit  ihm  verbundenen  Ebene  ausgeführt  wird, 
sind  die  Bahnen  der  Punkte  bestimmt  und  unabhängig  von  den  ge- 
nannten   drei    Größen.     Zu    jeder   Grruppe   von   willkürlich   gewählten 

Werten  o,  -57,  -^    gehört   eine   bestimmte  Gruppe  von  drei  Polen 

P,  Q,  R.  Die  hier  inbetracht  kommenden  Beziehungen  nehmen  ihre 
einfachste  Form  au,   wenn  man  o  gleich  der  positiven  Zahleneinheit 

und  -^  sowie  -^,    gleich  Null   wählt.     Wir  nennen   diese  Bewegung 

die  geometrische  Bewegung,  weil  die  Zeit  aus  ihrer  Betrachtung  beseitigt 
wird.     Nicht  nur  die  Geschwindigkeiten,  sondern  auch  alle  Beschleu- 
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nigungen  werden  lediglich  durch  die  Längeneinheit  gemessen  und 
können  im  Maßstab  des  Lageplans  dargestellt  werden.  Für  die  geo- 
metrische Bewegung  ist  also 

rra  =  +  1 
y  =90» 
$• ro» 1 


(47) 


180« 

—  3(D(»'  =  0 


CO     =^-CD»  =  -l 

y"  =  270«. 


Wenn  die  drei  Pole  P^,  Q^^  B^  der  geometrischen  Bewegung  bekannt 
Bind,  80  bestimmt  man  für  jeden  Punkt  A  der  Ebene  die  Geschwindig- 


Fig.  56. 


iWio' 


Fig.  57. 


keit  Vy  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  v 
nnd  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  v" 
durch  folgende  Bedingungen,  Fig.  56: 

y   =(Po^,  t;)    =90«,       v  ==Po^ 
(48)      y'  =  ((2o^,  t;')  «  180«,     t;'  =  Öo^ 

y"«(iJo^,  0  =  270«,      t;"  =  i?o^. 

Durch  den  Geschwindigkeitsplan  und  die 
beiden  Beschleunigungspläne  eines  Getriebes 
sind  für  den  Zeitpunkt  der  Betrachtung  und 

für  jedes  Glied  gegeben:  die  Li^e  der  Pole  P,  ^,  ü  und  die  algebraischen 
Werte  der  Großen  o,  J',  co',  8'\  ©".    Es  ergibt  sich  also  die  Aufgabe, 
hieraus  die  Pole  Pq,  ^q,  B^  der  geo- 
metrischen Bewegung  zu  bestimmen. 
Wir  benutzen  zu  diesem  Zweck  ein 
rechtwinkliges        Koordinatensystem, 
Fig.  57,  dessen  Anfangspunkt  mit  P, 
dessen  y- Achse  auch  dem  Sinne  nach 
mit  PQ   zusammenfällt,   und  dessen 
ic- Achse  durch  die  Bedingung: 
(y,  aj)  =  900 

bestimmt  ist.    Der  Geschwindigkeits- 
pol Po  fällt  auf  den  ruhenden  Punkt 

der   Ebene,    also    auf   den   Pol   P.     Wir    bezeichnen    die    bekannten 
Koordinaten   der  Punkte   ^  und  JB   mit  rc^,  y^  und  x^^  y^,   femer  die 
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niibekaimten  Koordinaten  der  Punkte  Qq  und  Bq  mit  os^,  y^  und  x^,  y,. 
Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  dieser  vier  unbekannten  GfrOfien  er- 
geben sich,  indem  man  für  zwei  beliebige  Punkte  Ä,  B  der  Ebene 
nach  Abschnitt  12  die  Bedingungen  bildet,  daß  jede  der  beiden  Gfrofien 

—,  und  (-  »Y  —  3  —  j  in  der  geometrischen  Bewegung  denselben  Wert  haben 

muß  wie  in  der  gegebenen  Bewegung.  Um  diese  Bedingungen  tunlichst 
einfach  zu  gestalten,  wählen  wir  für  den  Punkt  A  die  Koordinaten 

und  für  den  Punkt  B\ 

x^  x^j    y  »=  0. 

Die  Komponenten  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  dieser 
beiden  Punkte  haben  die  in  dem  nachstehenden  Verzeichnis  zusammen- 
gestellten Werte. 


Punkt  A 

[  in  der 

Punkt  B 

in  der 

gegebenen 

geometriachen 

gegebenen 

geometrischen 

Bewegung 

Bewegung 

Bewegung 

Bewegung 

V 

+  ^1« 

+  yi 

+  X^(D 

■Vx, 

n' 

(yo-yi)ra* 

Vi -Vi 

—  x^o^  —  y^Gt' 

ai-«i 

u' 

(yi  -  %)">' 

+  ^« 

XiGi'  —  y^cj^ 

-». 

n" 

+  x^a" 

-^5 

-y,^" 

+  », 

Die  bezeichneten  Bedingungen  lauten  also  für  den  Punkt  Ai 


und  für  den  Punkt  B: 


(yo  — yi)ö)"     yt— yi 


(yo 


(y.-Vi)' 


7r.  +  3 


a^jflo'  +  yo©'       aj,  — iCj 
a?^a)'  — ypO)*  ^ 


— —  OC^  I  X^  "~"  «Ci 


(^«»*  +  yofl»')*  Äiffl'  +  yofl)'        (ä,--«i)' 

Beachtet  man,  daß  nach  den  Gl.  (17),  (43),  (45): 
ra'  =  —  o^tgy' 

co"=  —  Scoo'tgy"  =»  +  So'tgy'tgy 
ist,  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen: 

^2  =  yotgy' 

^  =  3 tg/(yi  -  yo  -  a;i  tg/O 

y3  =  3tgy'(yotgy'-a;i-yitg/')- 
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Aus  den  ersten  beiden  Oleichungen  ersieht  man^  daß  der  Beschleu- 
nigongspol  Q  bei  jeder  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  der  Be- 
wegung auf  dem  festen  Kreise  vom  Durchmesser  PqQq  liegt,  und  daß 
der  Winkel  {QPq,  PqQo)  gleich  dem  Beschleunigungswinkel  y'  der 
gegebenen  Bewegung  isi 

Für  die  folgende  Darstellung  der  geometrischen  Bewegung  einer 
Ebene  empfiehlt  es  sich,  ein  Polarkoordinatensystem,  Fig.  58,  anzu- 
wenden, dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Pol  Pq  und  dessen  feste  Achse 
auch  dem  Sinne  nach  mit  PqQq  zusammenfällt.  Wir  bestimmen 
die  Lage  des  Poles  Qq  durch  den  Vektor 

femer   die  Lage   des  Poles  Bq  durch  den 

und  den  Vektor  / 

PqBq^^Tq,  i 

endlich  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  Z      \ 
der  Ebene  durch  den  Winkel 

und  den  Vektor 


IHg.  68. 


PoZ- 


Z. 


Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Z  hat,  da  o  gleich  -\-  1  ist,  die  Größe 
(50)  v^  +  z, 

während  Richtung  und  Sinn  durch  den  Winkel 

bestimmt   sind.     Die  Beschleunigung   erster  Ordnung   des  Punktes  Z 
hat  Größe,  Richtung  und  Sinn  der  Strecke  ZQ^^  weil 

und  daher  der  Beschleunigungswinkel 

/=180«     . 
ist.     Folglich  ist: 


ZA  =  P^A 


PoZ- 


q^cosi  —  z 


Hierbei   ist   zu   beachten,   daß   auf  der   Bahnnormalen    der   Sinn   des 
Vektors  P^Z  und  auf  der  Bahntangente  der  Sinn  von  v  das  positive 
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Vorzeichen  tragt.    Die  Beschletmigiing  zweiter  Ordnung  des  Punktes  Z 


hat,  weil 


d" 3cö(ö'=0 


o 


d^ü 


-  o»  =  -  1 


ist,  die  Gfröße 


dt* 
y"  «  2700 

während  Richtung  und  Sinn  durch  den  Winkel 

{B^Zy  v')  =  27(y> 
bestimmt  sind.     Demnach  ist 
(52)  »"  ^ZB^GR^^r^  sin  (f  -  9). 

Nach  den  Gl.  (34)  und  (37)    ergeben   sich   die  Krümmungshalb- 
messer r,  r^  der  Bahnkurve  und  deren  Evolute  für  den  Punkt  Z: 

(53) 
(54) 


q^fM^i—z 


1  \(3o  cos  J  —  ^)  ffo  COß  f  —  AT/ 


Plg.  59. 


Diese  Formeln   werden   durch  Fig.  59   geometrisch   dargestellt.     Man 
zieht   im  Kreise   vom  Durchmesser  PqQq  die  Sehne  QqX  parallel  zur 

Sehne  PqZÄ,  femer  die  Ge- 
rade ZCEB  normal  zu  P^Z. 
Die  Gerade  XC  schneidet  dann 
die  Gerade  PqZ  im  Krüm- 
mungsmittelpunkt K  der  Bahn- 
kurve des  Punktes  Z.  Denn 
wegen  Ähnlichkeit  der  Punkt- 
gruppen 

CP^ZK^  CQ^EX 
ist 

ZK  _XE       ZK 

p,z~Eq,^  z 

z 


also 


gocost  — if' 
ZK^r. 
Man  macht  ferner 

zieht   im  Kreise   vom  Durchmesser  Q^IZ^   die  Sehne  B^Y  parallel  zn 
PqZ,  dann  XB  parallel  zu  YZ^  ZD  parallel  zu  BA  und  macht  KM 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Otto  Mohr. 


439 


gleich  5 KD;  dann  ist  M  der  Eiümmungsmittelpunkt  der  Bahnevolate 
des  Punktes  Z.    Denn  es  ist: 


^r=|r„8in(g 
ZB 


(f),    ZA^q^coBt  —  e 


Z^  +  Z^^  =  ,„sing  +  .3^^^p^ 


^KM^ 


KD  =  ZK 


ZB 

za' 


'  er^mi{t- 


«) 


•g)     I         gpg'n 


^.) 


\3(3oC08j:- 

Wir  entnehmen  aus  den  Gleichungen  (53)  und  (54)  die  folgenden 
Sätze,  wobei  wir  absehen  v^on  den  Grenzfällen,  in  denen  z.  B.  einer 
der  drei  Pole  P^,  ^q,  Üq  unendlich  fem  liegt,  oder  zwei  von  ihnen 
zusammenfallen. 

1.  Der  Pol  Fq  ist  der  einzige  Punkt  der  Ebene,  dessen  Bahn  einen 
Krümmungshalbmesser  Yon  der  Größe  Null  hat. 

2.  Der  Krümmungshalbmesser  r  der  Bahn  hat  ffir  alle  Punkte 
innerhalb  des  Kreises  Pq^o  ^^^^  positiven,  für  alle  Punkte  außerhalb 
dieses  Kreises  einen  negativen  Wert.  Im  ersten  Falle  hat  also  die 
Strecke  ZK  den  Sinn  F^Z  im  zweiten  den  Sinn  ZPq,  Für  alle  Punkte 
des  Kreises  Pq^o  ^^  ^  unendlich  groß;  die  Richtungen  der  Geschwindig- 
keiten aller  dieser  Punkte  gehen  durch  den  Pol  Q^,  Man  hat  den 
Kreis  F^Qq  den  Wendekreis  des  Bewegungszustandes  und  den  Punkt  Qq 
den  Wendepol  genannt. 

3.  Für  alle  Punkte  der  zu  F^Q^  normal  gerichteten  Geraden  PqP, 
Fig.  64,  fällt  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  mit  dem  Pol  Fq 
zusammen. 

4.  Bezeichnet  JE",  Fig.  60,  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  Bahn  eines  auf  der 
Achse  Pq^o  Uzenden  Punktes  Z,  und 
sind  KK^y  öoöi>  ^^i  ^i®  ^^^  d^n  Punk- 
ten Ky  Qq,  Z  auf  eine  durch  Fq  gehende 
Gerade  gefällten  Lote,  so  ist  K^  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  des 
Punktes  Z^,    Denn  es  ist 

Z,K,:F^Z^:Z^Q,^  ZKiF^ZiZQ^ 

folglich 


P  7j^ 

ry    TT    -^O'^  1 


Die  Bahnen   aller  Punkte   des  Kreises   vom  Durchmesser 

ihre  Krümmungsmittelpunkte  also  auf  dem  Kreise  vom  Durchmesser  F^K, 


F^Z  haben 
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5.  Durch  die  Krümmungsmittelpunkte  K^y  K^  zweier  Pimkte  Z,, 
Z^y  Fig.  61—63,  sind  die  Pole  P^,,  Q^  der  geometrischen  Bewegung 
und  also  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahnen  aller  Punkte  der 
Ebene  bestimmt.  Pq  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  K^Z^y  -^^s; 
Q^  wird  bestimmt  durch  die  Bedingung,  daß  die  Projektionen  Z^Ä^j 


Z^A^  der  Strecken  Zy^Q^y  Z^Qq  a-uf  die  Krümmungshalbmesser  Z^K^, 
Z^K^  den  Sinn  dieser  Halbmesser  und  die  Orößen 


P^Z\  __  180* 
360 


90 


cm,    -^2A  =  4^;=39Ö=-143cm 


^1^  ■=  z'x  " 

haben  müssen. 

6.  Für  alle  Punkte  des  Wendekreises  PqQq  mit  Ausnahme  des 
Punktes  Pq  und  des  auf  dem  Kreise  QqB^  liegenden  Punktes  0,  Fig.  59, 
ist  der  Krümmungshalbmesser  r^  der  Bahnevolute  unendlich  groß 
(Gl.  54). 

7.  Die  Punkte,  deren  Bahnevoluten  einen  Krümmungshalbmesser 
von  der  Größe  Null  haben,  liegen  auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
PqOZ,  Fig.  64,  von  der  Gleichung: 

Sgjsinfcosf 


(55) 


,  sinf  — ro8in(S  — e) 
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(vergl.  ÖL  64).     Jede  durch  Pq  gelegte  Gerade  schneidet  diese  Kurve 

zweimal  im  Punkte  P^;  den  dritten  Schnittpunkt  Z,  Fig.  64,  bestimmt 

man  durch  die  Gerade  X  YZ, 

indem   man   in  den  Kreisen  ^^'  **' 

-Po  Öo,  Qo^  die  Sehnen  ^o^;  ^^^ 

J?i  Y  parallel  zu  P^Z  zieht. 

Denn  wegen  Ähnlichkeit  der 

rechtwinkligen  Dreiecke 

PoZX,  Q^XY  ist: 

P,Z:P^X^Q,X:Q,Y 

Die  zu  QqRi  parallel  gerich- 
tete Gerade  P^G  schneidet 
die  Kurve  in  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte. 

8.  Der  Fußpunkt  0  des 
von  Öq  auf  die  Gerade  PqBq 
gefällten  Lotes  Q^  0,  also  der 
zweite  Schnittpunkt  der  beiden  Kreise  PqQq,  Qo^  ist  der  einzige  Punkt 
der  Ebene,  dessen  Geschwindigkeit  v  mit  seinen  beiden  Beschleunigungen 
v'yV"  in  einer  Geraden,  der 
Geraden   OQq  zusammen- 
fällt, der  also  in  drei  auf- 
einanderfolgenden   unend- 
lich kleinenZeitabschnitten 
in  einer  Geraden  sich  be- 
wegt.  Für  diesen  Punkt  0 
ergibt      Gleichung     (54), 
ebenso  wie  für  P^,  einen 

unbestimmten  Wert  von  —  • 

r 

Wenn  nicht  die  Pole 
der  geofneirischen  Bewe- 
gung, sondern  fOr  irgend 
eine    andere    Wertgruppe 


Fig.  65. 


Ol 


die  Pole  P, 


dm     d^ai 

dt'    di^ 

Qy   R    und    also    die   zugehörigen  Beschleunigungswinkel  y\   y''  be- 
kannt   sind,    so    bestimmt    man    den    Punkt    0    in    folgender   Weise 

Zttltfchrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  49.  Band.  1908.  4.  Heft. 


Digitized  by 


Google 


442  Beitrag  zur  Geometsrie  der  Bewegung  ebener  Getriebe. 

(Fig.  65):  Man  zieht  die  beiden  Geraden  PJ.,  PB^  die  dnrch  die 
Bedingungen: 

{QP,  PA)  =  r±  90«,    (ßPy  PS)  =  y"  ±  90» 

bestimmt  sind;  femer  den  Kreis  PQj  der  die  Gerade  PA  berührt^  und 
den  Kreis  PR,  der  PB  berührt.  Der  zweite  Schnittpunkt  der  beiden 
Kreise  ist  der  Punkt  0.  Denn  die  Geschwindigkeit  v  dieses  Punktes 
ist^  ebenso  wie  seine  beiden  Beschleunigungen  v',  v'\  normal  zur  Ge- 
raden PO  gerichtet.  Da  der  Pol  R^  auf  der  Geraden  PP^O  liegt;  so 
kann  man  zur  Bestimmung  dieses  Pols  die  yorstehende  Konstruktion 
in  Verbindung  mit  einer  der  beiden  nach  Gleichung  (49)  zu  berechnenden 
Koordinaten  x^y  y^  anwenden. 

9.  Weim  für  zwei  Punkte  Z^y  Z^  der  Ebene  außer  den  Krümmungs- 
mittelpunkten K^y  K^  der  Bahnen  auch  die  Ej-ünunungsmittelpunkte 
M^y  Jfg  der  Bahnevoluten  gegeben  sind,  so  können  die  Pole  P^,  Q^y 
Bq  der  geometrischen  Bewegung  und  hierdurch  die  Krümmungsmittel- 
punkte aller  Bahnevoluten  bestimmt  werden  (Fig.  61—63).  Die  Be- 
stimmung der  Pole  Pq,  Qq  ist  unter  Nr.  5  dieses  Abschnittes  be- 
schrieben worden.  Um  den  Pol  B^  zu  bestimmen,  berechnet  man  nach 
Gleichung  (54)  für  jeden  der  beiden  Punkte  Z^,  Z^  Größe  und  Vor- 
zeichen der  Strecke 

(56)      ro8m(S-p)  =  "^^«''°;^-')(^^(g,coBg-;e>)-g,sme} 

also  die  AbsUlnde  des  Punktes  B^  von  den  beiden  Geraden  P^Zi,  PqZ^. 
In  dem  durch  Fig.  61  dargestellten  Beispiel  (Maßstab  1 :  100)  ist 


1.  für  den  Punkt  Z,: 

g  =  p^Z^  =  +  180  cm 

r  =  ZiKi  cos  (Po^i,  Z^E^) 360  cm 

r,  =  Zi  Jfi  sin  (Po-Zi,  K^  M^  -  -  150  cm 
Po^  =  g«  cos  g  -  Poöo  cos  {P^Q^,  P^Z^)  =  +  90  cm 
Q^A^  =  3o  sin  g  -  Po  Q^  sin  (P«  Öo,  Po-^i)  -=  -  185  cm, 
also  nach  Gleichung  56: 
r,  sin  (g  -  p)  =  Polio  sin  (Po2Jo,  Po-Zx) 

-'-^^^ii^1s^(90-180)+185)— 268  cm. 
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2.  für  den  Punkt  Z,: 

z  =  PoZf  -  +  260  cm 
r  -  ZjJS;  coB  (Po^„  Z^K,)  =  —  390  cm 
Ti  =  K^Mf  sin  (Po-^j,  iS; Mj)  =  +  120  cm 
P„  J,  =  Po  Qo  cos  (P„^o,  -Po-^j)  =  So  cos  f  -=  +  87  cm 
Qo^  =  Po<2o  8Ü1  (PoQo,  -Po-Zj)  -  «0  süi  f  -  +  187  cm, 
also  nach  Gleicliiu:^  (p^)' 
r„  sin  (g  -  p)  -  Polio  sin  (PoiJ;,  Po-Z" ) 

8(87  —  260)1 


»— (-  ra(87  -  260)  -  187)  =  +  338  cm. 


Po  (7,  =  338  cm 
C,B,±P,C, 


260 

Demnach  ist,  um  den  Pol  R^  zu  bestimmen, 

(PoZ„PoC;)-    90»,    PoCi-268cm 
(PoZ„PoCi)  =  2700, 

aufzutragen. 

17.  Die  Krümmung  der  Bahnen  des  Geschwindigkeitspols,  —  Zur 
Zeit  t  möge  der  Oeschwindigkeitspol  der  mit  einem  Getriebegliede  starr 
verbundenen  Ebene  die 
Lage  Pq  haben.  Die- 
ser Pol  beschreibt  in 
der  ruhenden  Ebene 
die  ruhende  Polbahn 
CPqP^D,  Fig.  66,  und 
zugleich  in  der  beweg- 
ten Ebene  die  bewegte 
Polbahn  JB-4^ß.  Zur 
Zeit  ^  fällt  der  Punkte 
der  bewegten  Ebene  mit 
dem  ruhenden  Punkte 
Pq  zusanmien;  die  un- 
endlich kleine  Strecke 
AA^  dreht  sich  also 
um  Ä.  Zur  Zeit  t  +  dt 
f  äUt  der  Punkt  Ä^  der 
bewegten  Ebene  mit 
dem  festen  Punkt  P^ 
zusammen,   und  ÄA^^   dreht  sich  in  diesem  Zeitpunkt  um  A^, 


Man 


ersieht  hieraus,  daß  die  mit  der  bewegten  Ebene  EG  starr  verbundene 
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Polbahn  EAA^G  auf  der  festen  Polbahn  GP^P^D  röUt  In  den 
Lehrbüchern  werden  diese  Polbahnen  benutzt^  um  die  Bewegung  dar- 
zustellen und  insbesondere  die  Krümmungen  der  Bahnkurven  zu  be- 
stimmen. Es  kommt  daher  in  Frage^  welche  Beziehungen  zwischen 
den  Bahnen  des  Geschwindigkeitspols  und  den  im  vorigen  Abschnitt 
benutzten  Polen  Pq,  Öo>  ^o  ^^^  geometrischen  Bewegung  bestehen. 
Wir  nehmen  an,  es  sei  gegeben:  der  Geschwindigkeitspol  Pq,  der 
BjTÜmmungsmittelpunkt  F  der  festen  Polbahn  und  der  Krünmiungs- 
mittelpunkt  B  der  bewegten  Polbahn.  Das  positive  Vorzeichen  tragt 
auf  der  Polbahnnormalen  BFPq  der  Sinn  BP^y  auf  der  Polbahn- 
tangente der  durch  die  Bedingung 

(PPo,  PoH)  =  900 
bestimmte  Sinn  PqK   Der  B^rümmungshalbmesser  der  bewegten  Polbahn 

PPo  =  6 

hat  demnach  stets  einen  positiven  Wert,  während  der  Eorümmungshalbniesser 

positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  beiden  Polbahnen  gleich  oder 
entgegengesetzt  gekrümmt  sind.  In  der  geometrischen  Bewegung  durch- 
läuft die  Ebene  in  der  Zeit  dt  den  Winkel 

BA^By  =  dt. 

Die  Drehgeschwindigkeit  x  des  Halbmessers  FP^  der  festen  Polbahn 
ergibt  sich  demnach  aus  der  Gleichung 

^oA_^  ^.  _BB,        b  dt 

Die  Drehgeschwindigkeit  t  hat  den  positiven  Sinn  der  Uhrzeiger- 
bewegung,  wenn  algebraisch  b  größer  als  f  isi  Der  Pol  Pq  verschiebt 
sich  mit  der  Geschwindigkeit 

(58)  P  =  ft  =  ^f 

und  zwar  im  Sinne  PqH  oder  in  dem  negativen  Sinne  -HPq,  je  nach- 
dem f  und  t  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Der 
Pol  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung  fäUt  mit  dem  Punkte  Vo 
der  bewegten  Ebene  zusammen,  dessen  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  nach 
Größe,  Richtung  und  Sinn  mit  der  Verschiebungsgeschwindigkeit  ft 
von  Pq  übereinstimmt,  der  also  in  der  Zeit  dt  den  Weg 

Q,QrlPoPt=ftdt 
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zurücklegt.  Denn  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  Qq  ändert  in  der 
Zeit  dt  weder  ihre  Richtung  noch  ihre  Größe,  weil  die  Drehgeschwindig- 
keit der  Ebene  die  unveränderliche  Große  +  1  hat.  Der  Pol  Qq  liegt 
daher  auf  der  Polbahnnormalen,  und  die  Strecke  PqQo  ^^  ^^  ^^' 
braische  Größe 

(59)  p^Q^^p^fr^^. 

Die  Strecke  PqQq  hat  den  positiven  Sinn  BP^^  wenn  f  und  t  gleiche 
Vorzeichen  tri^en. 

Der  Pol  der  Beschleunigungen  eweiter  Ordnung  fällt  mit  dem 
Punkte  Rq  der  bewegten  Ebene  zusammen,  dessen  Geschwindigkeit  zur 
Zeit  t  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  mit  der  noch  unbekannten  Yer- 
schiebungsgeschwindigkeit  q  des  Poles  Qq  übereinstimmt,  der  also  in 
der  Zeit  dt  den  Weg 

üoI^BlQoQs-Qdt 

zurücklegt.  Denn  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  von  E^  wird  zur 
Zeit  t  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Strecke  RqQq  und  zur 
Zeit  t  +  dt  durch  R^Q^  dargestellt;  sie  ändert  in  dieser  Zeit  also  weder 
ihre  Grröße  noch  ihre  Richtung.  Der  Punkt  Rq  wird  demnach  bestimmt 
durch  die  Bedingungen: 

(PoJJ„,?)  =  90»,     P^B^'-q. 

Der  Punkt  Qq  verschiebt  sich  auf  der  Polbahnnormalen;  seine  Ge- 
schwindigkeit q  setzt  sich  also  zusammen  aus  der  Geschwindigkeit 
q  sin  (b,  q)  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Punktes  der  Polbahnnor- 
malen und  einer  Yerschiebungsgeschwindigkeit  q  cos  (&,  q)  von  der 
Richtung  dieser  Normalen.  Die  erstgenannte  Komponente  ist  zur  Pol- 
bahntangente parallel  gerichtet  und  hat  die  algebraische  Größe 

qsm{b,q)==FQo  t  =  f(l  +  t)r. 
Da  der  Winkel 

(6,g)  =  (6,PolJo)  +  90o 
ist,  so  ist 

q  sin  (6,  q)  =  P^R^  cos  (6,  P.R^)  =  f{l  +  r)T, 

d.  h.  die  Projektion  P^R  der  Strecke  PqRq  auf  die  Polbahnnormale 
hat  die  algebraische  Größe 

PoR=^fr{l  +  t). 
Daher  ist 

(60)  QoB-fr'. 

Die  zweite  Komponente  q  cos  (&,  q)  der  Geschwindigkeit  g,  also  die 
Strecke  RR^  kann  nur  bestimmt  werden,  wenn  die  Krümmungshalb- 
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messer  der  Eyoluten  beider  Polbahnen  bekannt  sind^  worauf  bier  nicht 
weiter  eingegangen  werden  soll.  Wir  entnehmen  aus  den  Gleichungen 
(57),  (59),  (60)  die  folgenden  Beziehungen: 

tau  r  -  ?5>  -  ^oQo  __  J»o^  _BQ,        BB 

und 

(62)  BF:BP^:BQ^:BB=^l:t:r^:r\ 

In  dieser  geometrischen  Reihe  sind  je  zwei  aufeinander  folgende 
Strecken  dem  Sinne  nach  gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nachdem  t 
positiv  oder  negativ  ist.  Die  geometrische  Bedeutung  der  vorstehen- 
den Grleichungen  wird  durch  Fig.  66  dargestellt.  Tragt  man  die  drei 
gleich  großen  und  gleich  gerichteten  Strecken  JPl^j,  PqP^,  Q^Q^  »u^ 
so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  P^F^y  QqP^,  BQ^  in  einem  Punkte  B, 
der  zu  FF^  parallel  gerichteten  Geraden  BB^, 

Sind  von  den  fünf  Punkten  B,  F,  P^,  Q^,  B  entweder  B,  JF,  Po 
oder  Pq,  Qq,  B  bekannt,  so  können  hiemach  die  beiden  anderen  Punkte 
bestimmt  werden.  Es  ist  aber  zu  beachten,  daß  durch  die  drei 
Punkte  JB,  F,  Pq  wohl  der  Punkt  B,  nicht  aber  der  Pol  B^^  bestimmt 
wird.  Zur  Bestimmung  der  Erümmungsmittelpunkte  der  Bahnevoluten 
genügen  also  nicht  die  drei  Punkte  B^  F^   Pq,   wohl  aber  die  drei 

Pole  Po,  Co,  K 

Wenn  für  zwei  Punkte  Z^,  Z,,  Fig.  61,  der  Ebene  die  Krümmungs- 
mittelpunkte der  Bahnen  und  der  Bahnevoluten  K^,  K^,  üfj,  M^  be- 
kannt sind,  so  können  die  Erümmungsmittelpunkte  der  festen  und  der 
bewegten  Polbahn  F,  B  auch  auf  folgendem  Wege  bestimmt  werden. 
Man  bildet  das  Getriebe  M^K^Z^Z^K^M^  aus  den  sechs  Gliedern  MiMff 
M^K^y  M^E^y  K^Z^y  K^Z^y  Z^Z^y  die  in  dieser  Reihenfolge  mit  den 
Nummern  0  bis  5  bezeichnet  sind.  Das  Glied  0  ruht;  die  Glieder  1,  3 
und  2,  4  sind  durch  Schieber  miteinander  verbtmden.  Die  Stabe  3,  4 
sind  an  ihrer  Ereuzungsstelle  durch  zwei  Schieber  geführt,  die  durcli 
ein  Gelenk  Pq  miteinander  verbunden  sind.  Wenn  die  Gelenke  Z^,  Z^ 
auf  ihren  gegebenen  Bahnen  geführt  werden,  so  beschreibt  das  Gelenk  P« 
die  feste  Polbahn  des  Gliedes  5,  also  der  Ebene  Z^Z^.  Zur  Bestimmung 
des  Erümmungsmittelpunktes  F  dieser  Polbahn  sind  demnach  nur  die 
Geschwindigkeit*  p  und  die  Normalbeschleunigung  n'  des  Gelenkes  Pq 
erforderlich.  Wir  erteüen  dem  Gliede  5  die  geometrische  Bewegung, 
setzen  also  seine  Drehgeschwindigkeit  gleich  + 1,  seine  Drehbeschleunigung 
gleich  Null.  Im  Geschwindigkeitsplan,  Fig.  62,  ist  hierdurch  die 
Strecke  Z[Z'^  bestimmt  durch  die  Bedingungen: 

{z,z^y  z^z^)  -  90«,  z;z;  =  z^z^. 
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Die  Punkte  JK3,  K^  der  Stäbe  3,  4,  die  zur  Zeit  t  mit  den  B[rümmungs- 
mittelpunkten  K^^  K^  zusammenfallen^  ruhen  in  diesem  Zeitpunkt.  Die 
Punkte  Äj,  K[  fallen  also  mit  dem  Pol  0'  des  Geschwindigkeitsplans 
zusammen  und  werden  durch  die  Bedingungen: 

bestimmt.  Die  Geschwindigkeit  O'P'^  des  Gelenkes  Pq  kann  zerlegt 
werden  in  die  Geschwindigkeit  O'F'^  des  vom  Gelenk  P^  gedeckten 
Punktes  Pj  des  Stabes  3  und  der  Geschwindigkeit  P3P0,  womit  der 
Schieber  auf  dem  Stabe  3  sich  bewegt.  Sie  kann  femer  zerlegt  werden 
in  die  Geschwindigkeit  0'F[  des  vom  Gelenk  gedeckten  Punktes  P^ 
des  Stabes  4  und  der  Verschiebungsgeschwindigkeit  P4P0  des  Schiebers 
auf  diesem  Stabe.     Demnach  wird  die  Polgeschwindigkeit 

bestimmt  durch  die  Bedingungen: 

P',P',IK,Z„    P[P;^K,Z,. 

Wie  oben  gezeigt  ist  (Gleichung  59),  bestimmt  die  Polgeschwindigkeit  2) 
die  Lage  des  Beschleunigungspols  Qq  im  Lageplan: 

(PoQo,  O'P',)  =  90«,    PoÖo  =  O'P',  ^p. 

Im  Beschleunigungsplan,  Fig.  63,  ist,  da  die  Drehbeschleunigung  des 
Gliedes  5  gleich  Null  ist: 

{Z';z';,  z^z,)  =  180»,  z;z';  =  z^z, 

und  der  mit  0"  bezeichnete  Pol  ergibt  sich  aus  der  Bedingung: 

o''z';z';^^Q,z,z,, 

Die  Beschleunigung  des  von  K^  gedeckten  Punktes  K^  läßt  sich  nach 
dem  zweiten  Verfahren  des  Abschnittes  9,  jedoch  einfacher  noch  durch 
folgende  Überlegung  ermitteln.  Zur  Zeit  t  ruht  der  Punkt  JK^;  zur 
Zeit  t  +  dt  ist  der  Punkt  J  des  Stabes  Berührungspunkt  der  Evolute, 
und  die  Strecke  K^J  hat  die  Länge 

da  der  Stab  3  in  positivem  Sinne  mit  der  Drehgeschwindigkeit  ^^-^ 
sich  bewegt.     Die   unendlich   kleine  Geschwindigkeit   des  Punktes  K^ 
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hat  zur  Zeit  t  +  dt  demnach  Richtung  und  Sinn  der  Strecke  M^Ki 
und  die  Größe 

Daher    hat    die'  Beschleunigung    0"K'^'    des   Punktes   £,    zur   Zeit  i 
Richtung  und  Sinn  yon  M^^K^  und  die  Größe 

0"K-'  =  M,K,0y  =  150Q'  =  38  cm  sec-. 

Ebenso  hat  die  Beschleunigui^  0"K'^  des  von  K^  gedeckten  Punktes  K^ 
des  Stabes  4  Richtung  und  Sinn  von  M^K^  und  die  Größe 

0"K:  -  M,K,(^f  =  120Q'  =  53  cm  sec-. 

Die  Beschleunigung  O^'P^    des  Gelenkes  Pq  wird  nach  Abschnitt  9 
bestimmt: 

K^P'iZ;  -  K^PA 

(P'.Pi  P'M-iPnZu  P'.Z^)-^(^ 

P';p,  =  2P;Po||  -  2  .  185  .  Jg  «  185  cm  sec"» 

{P:P',,  PM  =  (P,Z,,  P:Z',)  =  900 
P:p.  =  2P;P^||  =  2  .  187|?  «  249  cm  sec- 

p,p;;±p;;p,,  p,p'^±p:p,. 

Die  Projektion  0''p   der  Beschleunigung  0"P'^   des  Gelenkes  Pq  auf 
die  Polbahnnormale  BF  hat  die  Größe 

w'=  0"i)- 124  cmsec-*. 

Der  Bj-ümmungshalbmesser  P^F  der  festen  Polbahn  hat  den  Sinn  0"p 
und  die  Größe  (Gleichung  34) 

Der  Krümmungshalbmesser  h  der  bewegten  Polbahn  ergibt  sich  darauf 
aus  Gleichung  (59): 

-L        -n  -D  Pf  205-389  -^^ 

^-PoB-^f isi 519  cm. 

Da  die  Vorzeichen  von  h  und  f  verschieden  sind,  so  sind  die  beiden 

Polbahnen  entgegengesetzt  gekrümmt;   P^B  hat  also  den  Sinn  FP^ 

Die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  der  beiden  Glieder  1 

und  2  brauchten  für  den  vorliegenden  Zweck  nicht  bestimmt  zu  werden. 
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Weitere  Angaben  über  die  einschlägige  Literatur  finden  sich  in 
den  Werken  von  Schell  und  Burmester,  in  der  Encyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften,  Abschnitt  Kinematik  und  in  allen 
Bänden  des  Jahrbuches  über  die  Fortschritte  der  Mathematik. 
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Der  EinflnA  der  Stirnwände  eines  Kessels 
auf  die  Festigkeit  der  Mantelbleche. 

Von  H.  Sellentin  in  Kiel. 

Den  Einfluß  der  Eesselstimwände  auf  die  Festigkeit  der  Mantel- 
bleche hat  man  bisher  nicht  für  wichtig  genug  gehalten^  um  sich  ein- 
gehender mit  ihm  zu  beschäftigen;  man  hat  sich  im  allgemeinen  damit 
begnügt^  ihn  als  in  geringem  Maße  entlastend  anzusehen.  Wenngleich 
die  folgende  Untersuchung  zeigen  wird,  daß  diese  Ansicht  selbst  för 
die  mittleren  Teile  des  Mantels  nicht  unbedingt  richtig  ist,  so  wird  sie 
doch  auch  ergeben,  daß  schon  in  geringer  Entfernung  von  den  Enden 
der  Einfluß  auf  die  Querfestigheit  verschwindend  klein  wird,  und  daß 
insofern  die  Vernachlässigung  berechtigt  erscheint.  Gfanz  anders  ver- 
hält es  sich  aber  mit  den  in  der  Nähe  der  Stirnwände  mit  Not- 
wendigkeit auftretenden  Biegungsspannungen  ^  welche  natui^mäß  um 
so   größer   werden,   in  je   kürzerer   Entfernung   das  Mantelblech   den 

seiner   mittleren   Quer- 
*^K- 1  Spannung   entsprechen- 

den größeren  Radius 
annimmt.  Da  sich  zu 
ihnen  noch  die  von 
dem  Druck  gegen  die 
Stirnwände  herrühren- 
den Längsspannungen 
gesellen,  so  ist  klar, 
daß  ihre  algebraische 
Summe  unter  ümstan- 
den  das  zulässige  Maß 
überschreiten  kann,  und 
daß  es  nicht  an^^Lngig 
ist,  sie  kurzer  Hand  zu 
vernachlässigen. 

Figur  1  steUe  den 

Querschnitt    eines   mit 

dem  inneren  Überdruck 

von  jp  kg/qcm  belasteten  Kessels  dar;  die  Maße  sollen  in  cm  g^^ben 

sein.     Der  Mantel  wird   sich    in  der  angegebenen  Weise  durchbi^en 

und    somit    an    den   Einspannstellen,    welche    ihre  Lage    unverändert 


4L^ 


-(— 
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beibehalten  sollen^  auf  der  Innenseite  eine  Zugbeanspruchung  von 
öf,  kg/qcm  aufzunehmen  haben.  Bezeichnet  d  die  Blechdicke  und  r 
den  Eesselradius^  so  ist  die  der  gebräuchlichen  Berechnung  zugrunde 
gelegte  ideelle  Querspannung 

(1)  K  =  ^> 

der  gegenüber  die  wirklich  eintretende  Querspannung  ö^  genannt  werden 
soll.  Die  Längsspannung  ist^  soweit  sie  für  die  ganze  Eessellänge  als 
konstant  angesehen  wird; 

(2)  *,-|, 

woraus  sich  die  größte  Zugspannung  am  Mantelende  zu 

(3)  *.  =  *»  +  ! 

ergibt. 

Die  Längsspannung  6^  ist  zunächst  bestrebt^  eine  Querkontraktion 
des  Bleches  von  der  Größe 

(4)  ^-S-l-2- 

herbeizuführen ;  welche  ohne  das  Vorhandensein  der  Querspannungen 
eine  Verkleinerung  des  Radius  um 

(5)  y'-M»- 

nach   sich   ziehen  würde;   beträgt  nun  im  Abstände  x  yon  der  Mitte 

der  Kessellänge  die  Ausbiegung  j^  cm^  so  ist  bei  der  Berechnung  der 

Querspannung  ö  mit  einer  wirklichen  Vergrößerung  des  Radius  Ton 
y  +  y'  cm  zu  rechnen,  woraus 

(6)  g      E-^+^^^  +  '-i 
\  j  q  r  r      ^   m 

folgt. 

Die  umgekehrt  durch  6^  hervorgerufene  Verkürzung  in  der  Längs- 
richtung kann  außer  Betracht  bleiben,  da  angenommen  werden  soll, 
daß  der  Kessel  keine  einer  Längenänderung  hinderlichen  Längsver- 
steifungen besitze. 

Es  werde  nun  durch  zwei  radiale  Schnitte  ein  Längsstreifen  von 
der  mittleren  Breite  db  aus  dem  Mantel  herausgeschnitten,  aus  welchem 
durch  zwei  in  der  Entfernung  x  und  x  +  dx  von  der  Mitte  aus  gelegte 
Querschnitte  ein  kurzes  Stück  abgetrennt  werde,  welches  in  Fig.  2  dar- 
gestellt ist.  Dasselbe  wird  in  der  Querrichtung  beiderseits  durch  die 
als  gleichmäßig  verteilt  zu  denkende  Spannung  <^^  mit  einer  Kraft  von 
der  Größe 

(7)  dh=^6^'8'  dx 
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angegriffen.    Die  sich  hieraus  ergebende  nach  innen  gerichtete  Besul- 
tante  ist 

(8)  dk'dtp'^ö^'^^db'dx, 

welche  dem  nach  außen  gerichteten  Druck 

P'db'  dx 
entgegenwirkt. 

In   der  Längsrichtung  wirkt  die  Längskraft  d  -  6^-  db  nach  links 

und  d(6^  +  dö^db  nach  rechts;  außerdem  sind  die  Scheerkräfte  S  und 

S  +  dS  sowie  die  Momente  M  und  M  +  dM  tätig. 

Fig.  2. 


U-^^H J 


Unter  der  gewöhnlichen  Voraussetzung^  daß  wegen   der  Kleinheit 
der  Durchbiegungen  die  Bogenlänge  ds  des  Elementes  gleich  dx,  der 

Tangentenneigungswinkel  a  =  tang  «  ==  3^  «Bd  der  reziproke  Wert  des 
Erämmungsradius 


da?« 


gesetzt  werden  könne,  ist  offenbar  Gleichgewicht  vorhanden,  wenn 

(9)  (p-6^'^)db'dx  +  dS+d'6^'db'da^0, 

(10)  ^'d6^'db-8'da^0, 

(11)  dM  +  8dx^0 
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ist;  hinzu  tritt  noch  die  Biegungsgleiclmng 
(12)  M-E.J.'^.S^.'^.,t. 


(18)  S  —  ^U-"" 


Aus  (11)  folgt  zunächst 

und  sodann  aus  (10): 

dg,  ^       Ed*    d'y     d'y 
dx  12    *  dx^  '  dx* 

und  durch  Integration 


24  p« 

Solange   der  Krümmungsradius  q   der   elastischen  Linie  im  Vergleich 

zur  Blechdicke  d  sehr  groß  ist,  kann  ^j-^  gegen  C  vernachlässigt  und 

somit  6j  ab  konstant  angesehen  werden. 
Aus  Gleichung  (9)  ergibt  sich  nun,  da 

dS  ^    *»    d^y     ,, 

ist,  die  DifiEerentialgleichung  der  elastischen  Linie  zu 

(15)  (p_,,.i)_£.g.0  +  ,.,,.g_O, 

welche  nach  Einsetzen  des  Wertes  von  6^  aus  (6)  die  Gestalt  annimmt: 

Abgekürzt  laBt  sie  sich 
(15b)  A-B.y  +  C^-D-^^O 

schreiben,  worin  sämtliche  Eonstanten  positiv  sind. 
Die  Losung  dieser  Differentialgleichung  ist 

+  ajßof  I  siuy  +  a^Sinf  cosy, 

worin  ao,  |  und  X  aus  der  Differentialgleichung  zu  bestimmen  sind 
und  a^  o^,  o^  und  a^  die  willkürlichen  Koeffizienten  bedeuten.  Da  in- 
dessen die  elastische  Linie  im  vorliegenden  Falle  offenbar  symmetrisch 
zur  y- Achse  liegen  muß,  so  kann  darauf  sofort  Bücksicht  genommen  und 

(16)  y  «  ao  +  Ol  (Sof  I  cos|  +  a,  ©in | sin  | 
gesetzt  werden. 
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Die  Differentialquotienten  sind 

(w)  '-i-(f+?)®'»fK-(?-f)«»if™fi 

(i")S-(?+t-5)«»ff-?+(?-^-5)«"f-fi 

sie  sind  in  Gleichung  (15b)  einzusetzen^  welche  sodann  identisch  er- 
füllt sein  muß.    Daraus  folgen  die  drei  Bedingungsgleichungen  f&r  Oq, 
X  und  I,  nämlich: 
(17a)  Ä-Ba^=^0 

(17b)-Ba,+  c(J  +  V?-|ä)-J'(f  +  |ft-|S-.-&  +  ?)-0 

(m)-B,,  +  c(a-^-5)-2)(a_|a-^  +  |^  +  5)-o. 

Aus  (17  a)  ergibt  sich 

(18)  oo-i; 

wird  (17  c)  mit  o^  multipliziert  und  von  der  mit  a^  multiplizierten 
Gleichung  (17b)  abgezogen,  so  erhält  man  nach  Division  mit  2   ^7^  *: 

(19a)  C^--|r  +  -ir=-0; 

multipliziert  man  hingegen  (17  b)  mit  a^  und  (17  c)  mit  a^,  so  läßt 
sich  die  Summe  der  Gleichungen  durch  (af  +  a|)  teilen  und  nimmt 
folgendes  Aussehen  an; 

(19b)  _5  +  ___^_  +_-_  =0. 


JL/1C7     VJIJLlt3UCl       r|     ILUU.     r|      lA00(7iX      OA«JJJ.     UllU     J.XJLUC 

minieren,  worauf  sich 

„      D       2D       D 

oder 

S»  ^  1»       V  D 

=  0 

ergibt.     Da  nach  (19a)  aber 

1        1        C 
1«      X*  ~  22> 
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isty  so  wird  schließlich 


1      2yB^rn  +  c 


Es  ist  jetzt  zweckmäßige  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (15  b)  wieder 
durch  diejenigen  von  (15a)  zu  ersetzen  und 

■^       m     r  ' 
zu  schreiben;  man  bekommt 

(20b)  h=^.+^- 


(20c) 


und   fuhrt   zweckmäßiger  Weise  aus  Gleichung  (1)  und  (2)  noch  die 
ideelle    Querspannung  Jc^    ein,    wobei    —  =  0,3   gesetzt  werden  kann. 
Dann  wird 
(21a)  o„  =  0,85r.|; 

(21b)  |.,  =  1^.  1(1+0,866^); 

(21c)  l,  =  i^A«(l_  0,866^). 

Letzterer  Wert  muß  positiv  sein,  wenn  die  Losung  brauchbar  sein  soll; 
da  jB  =  2  •  10*  kg/qcm  und  i,  <  1200  kg/qcm,  p>  4  kg/qcm  anzu- 
nehmen ist,  so  ist  diese  Bedingung  erfüllt. 

Die  Gleichungen  (20b)  und  (20c)  lassen  übrigens  erkennen,  daß 
I  und  A  gleich  werden,  sobald  die  Längsspannung  (T,  vernachlässigt  wird. 

Nunmehr  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Eonstanten  a^ 
und  Oj,  welche  auf  Grund  der  Bedingungen  der  Aufgabe  vorgenommen 
werden  muß;  diese  sind 

(a)  y  =  0  fOr  a;  =  ±i, 

(b)  ^1  =  0  für  x^±l, 
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oder  mit  Benatzung  von  (16)  und  (16  a): 

(22a)  aj  +  o,(5of|co8j  +  a,@in|8inj  =  0; 

(22b)  (|  +  |.)@i„-;cos|-(f-^)6of|BiBi-0. 

Letztere  Gleichung  ergibt 

1  _.   I       l   ,  t-  ,1  .   l 
-@^n-co,-  +  -^g,t-sm- 

"» "*1-.    l        l       1-  ,1   .    l' 

_®,„_cos^-^M|«ini 

welcher  Wert  in  (22  a)  eingesetzt 

-@.n-^eos^--^M-^sm-^ 

«,  =  2a„ i i i j 

^sin2-^  +  ^©i«2^ 

liefert;  a,  ist  demnach 

j®,«^cos^  +  |MjBm^ 

Oj  —  — iiOo j j j 1 

Nunmehr  lautet  die  Gleichung  der  elastischen  Linie 

^Bm2j  +  -®in2^ 
aus   welcher   die  Große   der  Querspannung  6^  nach  Gleichung  (6)  zu 


^sm2^  +  ^®i«2-j 
und  die  der  Biegongsspannnng  nach  der  Gleichung 

unter  Benutzung  von  (16  b)  zu 
(25a)  tf»-«y-^-Oo(|i  +  i)- 

g®in|coB|-^g,{lBini)got|cos|  +  (i®in|eosi  +  ^got|sin|)®ing. 


|8m2^  +  j6m2-j 
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folgt.  Wird  in  (25  a)  der  Wert  von  a^  aus  (21a)  und  der  von  (p  +  fi) 
aus  (21b)  und  (c)  eingesetzt,  so  findet  man 

(-®tn^co8--^M|Bm^)M|C0B^  +  (g@in-gC08^  +  -M^amj©tng8m 

[^OD)  tf^—  OK, j 1 1 

jBin2^  +  -,®in2-g 

Die  Gestalt  der  fBr  6^  und  6^,  gefundenen  Werte  läßt  erkennen,  daß 
bei  langen  Kesseln  Maxima  und  Minima  der  Beanspruchungen  ab- 
wechseln; f&r  6^  ergeben  sich  die  Orte  der  größten  bezw.  kleinsten 
Werte  durch  die  Bedingungsgleichung 

ax  , 

oder,  unter  Benutzung  von  Gleichung  (16  a): 

(?-f)M|am*--(f  +  f)@in|coBf»0, 

welche  nach  Einsetzung  von  a^  und  a^  übergeht  in 

(26)  @in|Cosj  .  (Sof  |8in|  =  6of  Jsin  \  •  ©in|cosf  • 

Diese  Gleichung  ist  stets  erfüllt  f&r 

x^l    und    a;  — 0; 

dazwischen  können  bei  langen  Kesseln  indessen  noch  mehrere  andere 
Werte  von  x  existieren,  für  die  sie  ebenfalls  erfüllt  isty  und  für  welche 
die  Bedingungsgleichung  lautet: 

langgtangl  =  lang  |tang|. 

Im  allgemeinen  interessiert  nur  der  größte  Wert  von  6^,  welcher  bei  sehr 
kurzen  Kesseln  in  der  Mitte  liegt  und  dann,  da  o; »  0  zu  setzen  ist, 

besitzt.  Dieser  Ausdruck  hat  auch  für  die  in  Wirklichkeit  ausschließ- 
lich vorkommenden  längeren  Kessel  Interesse  und  läßt  sich  dann  für 
die  Zwecke  der  Rechnung  sehr  vereinfachen.    Man  kann  nämlich 

und 


ZdtMbrifl f.  Ibtheiutlk  a.  Phrrik.  tf.Bud.  ItOt.  «.Haft. 
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setzen,    da   nach   Gleicliung  (21b)  und  (c)   f&r  p  ^  20  kg/qcm    und 
R^  ^  600  kg/qcm 

und  somit 

i>  '    r 
ist    Wird  l'^^  tHa  der  äußerste  vorkommende  Fall  angesehen,  so  ist 
immer  noch 

wofür  obige  Beziehungen  als  gültig  angesehen  werden  können.     Man 
findet  dann,  wenn  noch  sin  2?  gegen  ©in  2  t  yemachlassigt  wird, 

/  TßlllT  +  COS- 

(27  a)  6,  „.it  =  *,    1  -  1,7  i ^ ^  , , 

dessen  Wert   ebensowohl   größer  wie   kleiner  als  Jc^  sein  kann,   sich 

i 
aber  von  ihm  wegen  des  großen  Nenners  ^  nicht  sehr  unterscheidet. 

Unter  den  oben  über  die  Werte  von  j  gemachten  Voraussetzungen 

kann  die  Bedingungsgleichung  (26a)  ebenfalls  yereinfacht  werden,  da 

longT  und  auch  noch  Xang^   für  die  von  der  Mitte  weiter  entfernt 

liegenden   Maxima   oder   Minima   gleich  1    gesetzt   werden  kann.    Es 
wird  dann 

tang|=«tangj; 

(28)  1  =  1-«- 

Für  n  =  1  erhält  man  das  den  Stirnwänden  am  nächsten  liegende 
Maximum,  welches  nach  Gleichung  (24)  unter  Berücksichtigung  der 
Beziehungen 

sinf^ sin|; 

X  l 

cos  ^  =  —  cos  j ; 


6of-;  =  @inU4 


6      ""'"  S 
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und  nach  YemachläBsignng  von  sin  2  t  den  Wert  erhält 


1-0,85- 


e« 


oder  angeiuheit 
ist,  so  erhält  man 


l~1      *6 


X  I 


~k{ 


1  +  '-^)-  mh,. 


Bei  langen  Kesseln  ruft  also  die  Einspannung  des  Mantels  eine  maxi- 
male Vergrößerung  der  Querspannung  von  —  47o  hervor. 

Die  Biegungsspannung  hat  ebenfalls  mehrere  Maxima  und  Minima; 
hier  genüge  es  indessen^  ihre  Größe  an  den  Stirnwänden  zu  berechnen, 
welche  zwar  kein  theoretisches  Maximum  ist,  aber  den  höchsten  vor- 
kommenden Zahlenwert   hat.    Nach  Gleichung  (25b)  wird  für  x  =  l: 

1,1       li^.l^.l 
^^  -|Sm^coB--h^^@tng(£oi-^ 

^b  -  ^% i 1 — i T 

g8in2.^  +  ^^@in2-g 
~-.8m2-  +  -©m2^ 

^    '    1    .     «^    .   l^i    «^  ' 

^8m2-^  +  -^©in2j 
und  mit  Benutzung  der  früheren  Vernachlässigungen 

Nach  Gleichung  (3)  ist  die  gesamte  Zugbeanspruchung 

<^,  =  <^6  +  0,5Ä;,, 
also 

tf.  ~  2k,. 

Die  Zugheanspruchung  auf  der  Innenseite  des  Kesselmantels  ist  an  den 
Stirnwänden  mithin  doppelt  so  groß  wie  die  ideelle  Querspannung. 
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Tatsächlich  wird  dieser  hohe  Wert  allerdings  nicht  erreicht  werden, 
da  die  gebortelten  Rander  der  Stimplatten  nicht  als  starr  anzusehen 
sind;  ein  Nachgeben  derselben  führt  aber  eine  Yerminderung  der 
Biegungsbeanspruchung  herbei.  Immerhin  ist  aber  zu  schließen,  daß 
der  unmittelbar  an  die  Stirnwände  stoßende  Teil  des  Mantelbleches  in 
der  Längsrichtung  wesentlich  stärker  beansprucht  wird,  als  irgend  ein 
anderer  Teil  desselben  in  der  Querrichtung. 

Kiel,  den  5.  Oktober  1903. 


Der  dreifacli  statisch  unbestimmte  Bogenträger  unter  der 
Einwirkung  beliebig  gerichteter  Kräfte. 

Von  Adolf  Ludin  in  Karlsruhe. 

Mit  Hilfe  der  von  Culmann  und  Ritter-Zürich  geschaffenen  syn- 
thetischen Theorie  der  elastischen  Formänderungen  soll  hier  ein  Satz 
über  den  Einfluß  beliebig  gerichteter  Kräfte  auf  die  Reaktionen  des 
dreifach  statisch  unbestimmten  Bogenträgers  abgeleitet  werden,  der  einen 
interessanten  Einblick  in  das  Spiel  der  Kräfte  an  dieser  Konstruktion 
gestatten  wird. 

Zuvor  aber  wird  es  nützlich  sein,  die  grundlegenden  Unter- 
suchungen der  genannten  Schriftsteller,  wenigstens  in  ihren  Ergebnissen, 
kurz  nochmals  hier  wiederzugeben. 

Schreibt  man  jedem  Achselement  (ds)  eines  elastischen  Balkens 
vom   (festen   oder   yeiunderlichen)  Trägheitsmoment  J  das  „elastische 

ds 
Gewicht^  dG  ^  -^    und    eine    Zentralellipse    mit    den    Halbachsen: 

^  =  YF  ^^^"^^  ^^^  Balkenachse  und:  ig  =  *il^~^  parallel  zu  der- 
selben zu,  so  fällt  der  augenblickliche  Drehpunkt  für  die  Bew^^ung, 
welche,  unter  der  Einwirkung  einer  äußern  Kraft,  der  eine  Endquer- 
schnitt des  Balkenelements  gegenüber  dem  andern  ausführt,  zusammen 
mit  dem  Antipol  dieser  Kraft  bezüglich  der  eben  bestimmten  Ellipse: 
der  „Elastizitätsellipse^  des  Balkenelements.  [Dabei  bezeichnen  E  und 
G  bez.  den  Elastizitätsmodul  für  Zug  und  Schub,  x  eine  von  der  Quer- 
schnittsform abhängige  Konstante,  F  die  Querschnittsgröße.]  Ist  der 
Krümmui^shalbmesser  der  Balkenachse  yerhältnismäßig  groß  gegenüber 
den  Querschnittsabmessungen,  so  kann  man,  statt  für  unendlich  kleine 
Elemente   ds,   eine   solche   Elastizitätsellipse   auch  für   Elemente  von 
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endlicher  Länge  ds  konstruieren.    Ihre  Halbachsen  sind  bez.:  %i  =1/^; 


>/f+ 


E 


i\y    und    die    eben    mitgeteilten   Lagebeziehungen 

zwischen  angreifender  Kraft  und  Drehpunkt  gelten  auch  für  sie.  End- 
lich kann  man  auch  die  Elastizitatsellipsen  mehrerer  solcher  Elemente 
dSy  die  in  ihrer  Gesamtheit  einen  Balken  bilden^  sei  es  durch  Seil- 
poljgone  (Gulmann^  Ghttph.  Statik  2.  Aufl.  S.  475;  Ritter ^  der  elast. 
Bogen  berechnet  mit  Hilfe  der  graphischen  Statik)  oder  durch  ein 
direktes  geometrisches  Verfahren  (Schweiz.  Bzt.  yom  13.  Juni  1903)  zu 
einer  einzigen  ^^lastizitätsellipse  des  ganzen  Balkens^  vereinigen,  für 
welche  wieder  die  gleichen  Beziehungen  bestehen  bleiben. 


....,ji-'- 


Damit  hat  man  nun  die  Mittel  zur  Hand;  um  in  anschaulicher 
Weise  einen  Zusammenhang  zwischen  den  angreifenden  Erafben  und 
den  Eampferdrücken  eines  beiderseits  eingespannten  Bogens  herzustellen. 
Ghreift  z.  B.  den,  in  der  Figur  durch  seine  Achslinie  dargestellten  Bogen 
im  Punkte  9t  eine  Kraft  „P'^  an,  und  denkt  man  sich  das  Widerlager 
bei  K'  entfernt;  so  wird  der,  nunmehr  statisch  bestimmt  gewordene 
Balken  eine  Formänderung  erfahren,  die  sich  ohne  weiteres  feststellen 
laßt.    Insbesondere  wird  der  Kämpferpunkt  K'  eine  Verschiebung  er- 

Digitized  by  VjOOQIC 


462  ^er  dreifach  statisch  unhestimmte  Bogenträger  etc. 

leiden^  die,  nach  den  eben  wiedergegebenen  Sätzen,  sich  auffassen  laßt 
als  eine  Drehung  um  den  Antipol  (P^')  der  Kraftlinie  p  bezüglich  der 

Elastizitätselliqse  8"  des  Bogenstücks  %K''y  das  allein  der  Wirkung 
der  Ej*aft  ,,P^'  unterliegt.^)  Sind  nun  die  Widerlager  tatsächlich  als 
starr  anzusehen,  so  muß  zur  Herstellung  des  wirklich  eintretenden 
Zustandes  eine  Kraft  B,'  als  Ersatz  der  Wirkung  des  we^enommai 
gedachten  Widerlagers  K'  hinzugefügt  werden,  deren  Einfluß  sich  auf 
den  ganzen  Bogen  erstreckt  und  die  imstande  sein  muß,  die  durch 
„P"  hervorgerufene  Verschiebung  des  Punktes  K'  wieder  rückgängig  zu 
machen.  Dazu  ist  aber  erforderlich,  daß  ihre  RichtungsUnie  (p')  die 
Antipolare  des  Drehpunktes  P'\  nun  aber  bezüglich  der  Elastizitäts- 
ellipse  8  des  ganzen  Bogens  sei.  Analoge  Beziehungen  bestehen 
zwischen  der  Bichtungslinie  p  und  derjenigen  der  red^eitigen  Kämpfer- 
kraft Cp'O'  ^^^  diese  ist  die  Antipolare  bez.  der  EUipse  8  zu  einem 
Punkte  P',   der   bestimmt  ist   ab  Antipol  der  Linie  p  bezüglich  der 

Ellipse  8'  des  Bogenstückes  ^^,  — 

Wenn  wir  nun  auf  Grund  der  soeben  wiedergegebenen  Beziehungen 
uns  einen  weiteren  Einblick  in  den  Zusammenhang  zwischen  der  Lage 
einer  angreifenden  Kraft  und  der  ihr  entsprechenden  Kämpferdrücke 
yerschaffen  wollen,  so  wird  es  wegen  der  eben  erwähnten  Analogie  im 
Verhalten  der  beiden  Seiten  des  Bogens  genügen,  zunächst  nur  den 
linken  Kämpferdruck  R'  näher  ins  At^e  zu  fassen:  alle  sich  für  ihn 
ergebenden  Beziehungen  lassen  sich  ohne  weiteres  auch  auf  die  andere 
Seite  mit  bloßer  Änderung  der  Indices  (P'  —  P")  übertragen. 

Lassen  wir  nun  die  E^raftlinie  p  sich  um  ihren  Angriffspunkt  9 
drehen:  Dann  beschreibt,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Polarentheorie, 
P",  ihr  Antipol  bezüglich  der  Ellipse  S",  auf  a",  der  Antipolaren  zu 
ä,  eine  dem  Strahlenbüschel  der  p  projektive  (und  involutorische) 
Punktreihe.  Die  Bichtungslinie  des  entsprechenben  Kämpferdrucks 
{p')  muß  dann  aber,  und  zwar  nach  dem  reziproken  Satze  zu  dem 
eben  angeführten,  einen  der  Punktreihe  P"  und  damit  auch  dem  Strahlen- 
büschel der  p  projektiven  (und  involutorischen)  zweiten  Strahlenbuschel 
beschreiben,  dessen  Träger  SS,'  der  Antipol  der  Geraden  a"y  nun  aber 
bezüglich  der  Ellipse  8  ist.  Der  Schnittpunkt  Q  von  p  und  p'  be- 
schreibt, als  Schnitt  zweier  projektiven  Strahlenbüschel,  einen  Kegel- 
schnitt. 

Daß  die  jeweils  entsprechende  rechtsseitige  Kämpferkraft  (p") 
stets  durch  denselben  bez.  Punkt   Q  gehen  muß,  läßt  sich  rein  geo- 

1)  In  der  Figur  sind  die  Ellipsen  durch  ihre  Halbachsen  nebst  ein-  and  om- 
beschriebenem  Erels  angegeben. 
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metrisch  aus  den  Eigenschaften  der  Trägheitsellipse  beweisen,  es  folgt 
aber  einfacher  darans,  daß  B'  und  R"  ja  mit  ,jP^  im  Gleichgewicht 
stehen  müssen.  Die  Verbindungslinie  q  von  P'  und  P"  umhüllt  einen 
zweiten  Kegelschnitt;  sie  ist  die  Antipolare  des  Punktes  Q  bezüglich 
der  Ellipse  8, 

Von  dem  Kegelschnitt;  auf  dem  sich  Q  bewegt;  lassen  sich  leicht 
die  ftinf  zu  seiner  Bestimmung  erforderlichen  Punkte  angeben:  es  sind 
dies  zunächst  %,  %'  und  %'\  zwei  weitere  ergeben  sich  daraus ;  daß; 
wenn  p  durch  S'  oder  S"  geht,  das  entsprechende  p"  bezw.  p'  durch 
S  gehen  muß,  weil  nämlich  der  betreffende  Punkt  P'  bezw.  P"  ins 
Unendliche  rückt. 

Aus  der  Ableitung  ergibt  sich  femer;  daß  auch  danu;  wenn  die 
den  Bogen  angreifende  Krafb  „P^  sich  um  einen  ganz  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  dreht;  immer  noch  dieselben  Beziehungen  bestehen  bleiben; 
sofern  nur  ihre  Wirkung  stets  an  einem  und  demselben  Querschnitt  9t 
auf  den  Balken  übertragen  wird.  Ganz  allgemein  gut  also  der  Satz: 
Dreht  sich  eine^  den  dreifach  statisch  unbestimmten  Bogen  stets  an  dem- 
sdben  Querschnitt  angreifende  Kraft  um  einen  festen  Punkt,  so  drehen 
sich  auch  die  beiden  ihr  entsprechenden  Kämpferdrücke  um  je  einen  festen 
Punkt,  und  die  zugehörige  KämpferdruckschnitUinie  ist  ein  Kegelschnitt, 
der  durch  die  drei  Drehpunkte  geht. 

In  welcher  Weise  sich  dieses  Ergebnis  für  die  praktische  Be- 
rechnung eines,  verschieden  gerichteten  Kräften  unterworfenen  Bogens 
nutzbar  machen  ließe,  ist  leicht  einzusehen;  meist  wird  man  es  aber 
vorteilhafter  finden,  alle  Kräfte  nach  zwei  bestimmten  Richtungen  zu 
zerlegen  und  für  diese  Richtungen  die  Einflußlinien  zu  zeichnen  (vgL 
die  genannten  Quellen). 

Karlsruhe  im  Juli  1903. 
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EonstmktioiL  der  ErftmmiULgsaolLse  und  des  Mittelpimkts  der  Schmiegangs- 
kugel  einer  dnroli  Qnmdrlß  und  Aufriß  gegebenen  Knnre. 

Beschreibt  ein  Punkt  p  eine  beliebige  Baomkurve  und  tragt  man  yon 
p  aus  in  der  Tangente  der  Kurve  eine  beliebige,  aber  konstante  Länge 
immer  in  demselben  Sinne  ab,  so  beschreibt  der  Endpunkt  q  eine  neue 
Kurve ^),  welche,  wie  nachher  bewiesen  werden  soll,  die  Eigenschaft  hat, 
daß  ihre  Normalebene  in  g  die  Krümmungsachse  der  ersten  Kurve  zur  Stelle 
p  enthält,  sowie  dafi  ihre  zur  Stelle  g  gehörige  Krümmungsachse  den  Mittel- 
punkt der  zur  Stelle  p  gehörigen  Schmiegungskugel  der  ersten  Kurve  enthält. 
Hieraus  ergibt  sich  folgende  Lösung  der  in  der  Überschrift;  genannten  beiden 
Aufgaben.  Ist  nur  die  Krümmungsachse  der  Bahn  von  p  verlangt,  so  konstruiere 
man  in  der  angegebenen  Weise  die  Bahn  des  Punktes  q  und  bestimme  den 
Schnitt  der  zu  den  Punkten  p  und  q  gehörigen  Normalebenen  beider  Kurven. 
Um  auch  den  Mittelpunkt  der  zur  Stelle  p  gehörigen  Schmiegungskugel 
der  gegebenen  Kurve  zu  finden,  trage  man  von  dem  Punkte  q  aus  in  der 
Tangente  seiner  Bahn  wiederum  eine  beliebige,  aber  konstante  Länge  ab 
und  zeichne  die  Bahn  des  Endpunktes  g^.')  Die  Normalebenen  der  gegebenen 
Kurve  und  der  beiden  Hilfskurven  in  den  Punkten  jp,  g,  q^  schneiden  sich 
dann  offenbar  in  dem  gesuchten  Punkt  Die  darstellend-geometrische  Durch- 
führung dieser  Konstruktionen  bietet  keine  Schwierigkeiten.  Die  Spuren 
der  drei  Normalebenen  braucht  man  selbstverständlich  nicht  zu  konstruieren, 
sondern  man  yerwendet  die  durch  |>,  bezw.  q  und  q^  gehenden  Hauptlinien 
(„Spurparallelen")  der  fraglichen  drei  Ebenen. 

Durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  kann  man  auch  die  Aufgabe  lösen, 
bei  einer  durch  drei  Projektionen  gegebenen  Kurve  in  einem  Baum  von 
vier  Dimensionen  den  Mittelpunkt  des  zu  irgend  einer  Stelle  der  Kurve 
gehörigen  kugelartigen  dreidimensionalen  Schmiegungsraumes  zu  konstruieren 
(d.  h.  den  Punkt,  der  yon  fünf  unendlich  benachbarten  Punkten  der  Kurve 
gleichen  Abstand  hat),  und  die  entsprechende  Aufgabe  für  eine  beliebige 
Kurve  in  einem  n-dimensionalen  Raum.') 

1)  Sie  wird  nach  Brocard  eine  Äquitangentialkurve  der  gegebenen  Kurve 
genannt,  s.  Loria -Schütte,  Spezielle  ebene  Kurven,  Leipzig  1902,  S.  667. 

2)  Man  könnte  diese  Kurve  eine  Äquitangentialkurve  zweiter  Ordnung  der 
ursprünglichen  Kurve  nennen. 

8)  Die  entsprechende  Konstruktion  für  die  Ebene,  darin  bestehend,  daß  man 
die  Normale  der  gegebenen  Kurve  in  p  mit  der  Normale  der  Bahn  von  q  schneidet, 
wodurch  man  den  zur  Stelle  p  gehörigen  E^rümmungsmittelpunkt  der  gegebenen 
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Die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptungen  läßt  sich  einsehen  wie  folgt. 
Sie  sind  ohne  Zweifel  richtig  &ii  jede  sphärische  Kurve,  denn  trägt  man 
in  den  Tangenten  einer  solchen  eine  beliebige  konstante  Länge  ab,  so 
liegen  die  Endpunkte  auf  einer  Kugel,  welche  zu  der  Kugel,  auf  der  die 
gegebene  Kurve  liegt,  konzentrisch  ist.  Wir  können  uns  aber  bei  einer 
nicht -sphärischen  Kurve  durch  vier  unendlich  benachbarte  Punkte  irgend 
eine  sphärische  Kurve  hindurchgelegt  denken,  und  diese  wird  mit  der  gegebenen 
Kurve  an  der  betreffenden  Stelle  die  Tangente,  Normalebene,  Krümmungsachse 
und  den  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel  gemeinschaftlich  haben.  Femer 
wird  die  mit  Hilfe  des  Punktes  q  aus  ihr  abgeleitete  Kurve  noch  drei 
unendlich  benachbarte  Punkte  mit  der  auf  dieselbe  Art  aus  der  gegebenen 
Kurve  abgeleiteten  Hilfskurve  gemein  haben,  sodaß  hier  noch  die  Tangente, 
Normalebene  und  Krümmungsachse  übereinstimmen. 

Stuttgart.  B.  Mehhke. 

Tafel  der  AntilogaritlmLen  fax  die  Basis  2. 

Von  J.  ScHNÖCKEL  in  Düsseldorf. 

Veranlassung  zur  Berechnung  einer  Antüogarithmentafel  für  die  Basis  2 
gab  dem  Verfasser  die  Herstellung  eines  antilogarithmischen  Flächenmaß- 
stabes, den  er  in  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  Jahrgang  1900, 
Seite  413  u.  flg.  beschrieben  hat.^)  Die  Einrichtung  der  vorliegenden,  vier- 
stelligen Tafel,  welche  außer  zur  Flächenberechnung  auch  anderen  rechne- 
rischen Zwecken  dienen  kann,  ist  folgende. 

In  der  Spalte  L  stehen  die  Logarithmen  von  0,00  bis  10,00,  rechts 
deren  Numeri  und  in  Spalte  6  deren  Differenzen  in  Einheiten  der  vierten 
Stelle.  Die  römischen  Ziffern  I,  IE  ...  in  der  ersten  Spalte  bedeuten,  daß 
bei  den  Numeris  hinter  die  erste,  zweite,  etc.  Stelle  ein  Komma  zu  setzen 
ist  Bei  Logarithmen  zwischen  10,00  und  20,00  läßt  man  die  10  fort, 
fügt  0,034  hinzu  und  erhält  rechts  den  Numerus.  Letzterem  entsprechen 
die  Ziffern  IV,  V 

Zur  Erklärung  seien  folgende  vier  Beispiele  gegeben: 

1)  Num  3,462  =  11,02, 

2)  log      1,083  =    0,115, 

3)  Num     13,6  «  1000  ■  Num  3,634  =  12420, 

4)  log       1100  =  log  1,100  -f-  10  -  0,034  =  10,104. 

Kurve  erhält,  ist,  wie  ich  nachträglich  bemerkt  habe,  schon  von  einigen  angegeben 
word^,  z.  B.  von  Nicolai  des,  Nouv.  Ann.  de  Math^matiques  1866,  p.  883,  %ur- 
mester,  Lehrbuch  der  Ejnematik,  1888,  S.  63  unten  und  Loria  a.  a.  0.  Ich 
erwähne  noch,  daß  alle  hier  besprochenen  Konstruktionen  richtig  bleiben,  wenn 
man  projektive  Maßbestimmung  oder  nicht- euklidische  (Geometrie  zugrunde  le^t. 
Die  fragliche  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunkts  einer  ebenen  Kurve  gilt 
deshalb  auch  für  sphärische  Kurven  und  allgemeiner  für  Kurven  auf  beliebigen 
Flächen  konstanten  Krümmungsmaßes,  wobei  natürlich  sphärische  bezw.  geodätische 
Tangenten  und  Normalen  zu  benutzen  sind  und  der  Mittelpunkt  des  sphärischen 
bezw.  ^odätischen  Krämmunffskreises  erhalten  wird.  Analytische  Beweise  dafür 
werde  ich  im  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  mitteilen. 

1)  Vgl.  R.  Mbhmks,  Encyklopädie  der  matiiematischen  Wissenschaften,  Band  I, 
Seite  1028,  Anmerkung  423. 
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K.  J.  Ellgier«  Multiplikator.  BieBeneinmAleinB.  Prefiburg  1900. 
Rudolf  Drodtleff.     Preis  50  Heller. 

Die  Tafel  hat  Plakatform  und  gebt  von  11  mal  11  bis  99  mal  99,  d.  h. 
sie  enthält  die  Produkte  aller  zweizifirigen,  nicht  durch  10  teilbaren  Zahlen, 
jedes  Produkt  nur  einmal.  Die  Anordnung  ist  nicht  sehr  übersichtlich, 
weshalb  das  Aufsuchen  der  Produkte  durchschnittlich  mehr  Zeit  erfordert, 
als  bei  manchen  anderen  Produktentafeln  größeren  ümfangs.  Stichproben 
ergaben  keine  Druckfehler. 

Stuttgart.  R.  Mehhkb. 

J.  A«  Bonnerman.    Vraagstukken  over  theoretisohe  Meohanioa,  op- 

gegeben  bij  het  Examen  0  aan  de  Polytechnische  School  te  Delft  sedert 
1883,  met  antwoorden.  Delft  1900.  J.  Waltman  jr.  Preis  Fl.  —.50. 
Es  ist  immer  dankenswert,  wenn  Aufgaben  aus  Prüfungen  veröffentlicht 
werden.  Hier  sind  gegen  50,  in  den  Jahren  1883 — 1900  gestellte  Auf- 
gaben dargeboten.  Sie  gehören  den  yerschiedensten  Gebieten  der  theoretischen 
Mechanik  an  und  lassen  sich  für  ünterrichtszwecke  gut  verwenden.  Von 
Aufgaben,  in  denen  Beweise  verlangt  sind,  werden  keine  Auflösungen 
gegeben. 

Stuttgart.  ;  R.  Mehmke. 

Allan  Cnimingliaiii.    A  binary  Canon,  showing  residues  of  powers 
of  2  for  divisors  nnder  1000,  and  indices  to  residaes.    London  1900. 
Taylor  and  Francis. 
Diese,  mit  Unterstützung  der  British  Assocation  und  der  Royal  Society 
herausgegebenen   Tafeln    sind   in   bezug   auf  Anlage,    Zweck   und  umfang 
Jacobis   bekanntem  Canon    arithmeticus   von   1839   sehr  ähnlich,   nur  daß 
durchweg  die  Basis  2   zugrunde  gelegt  ist,  während  bei  Jacobi  die  Basis 
einer  jeden   einzelnen  Tafel  eine  primitive  Wurzel  des  betreffenden  Moduls 
ist.    Für  praktische  Zwecke,  wie  die  Prüfung  der  Teilbarkeit  oder  das  Auf- 
suchen der  Primfaktoren  großer  Zahlen,  sind  diese  neuen  Tafeln  geeigneter, 
während  Jacobis  Tafeln    den  Vorrang   behaupten,   sobald   die  Anwendung 
einer   primitiven  Wurzel    nötig   und    2   keine   solche  ist,   wie  es  bei  rein 
theoretischen  Untersuchungen  vorkommen  kann.  Auf  die  Herstellung  möglichst 
fehlerfreier  Tafeln  ist  große  Mühe  verwendet  worden,  z.  B.  hat  man  zwei 
Handschriften  unabhängig  von  einander  berechnet.    Es  werden  15  in  Jacobis 
Tafeln  aufgefundene,  bisher  nicht  veröffentlichte  Druckfehler  mitgeteilt 
Stuttgart.  R.  Mehmke. 
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Compte  BendxL  du  2.  oongrte  international  des  math^matioienB  tenn  k 

Faxifl  dXL  6  an  12  aoüt  1900.     Proces-yerbaux  et  communi  cations 

publik  pai'  E.  Dnporcq.     Paris  1902  Gauthier- Villars  15  fr. 

Der    angewandten    Mathematik    gehören    folgende    Mitteilungen    an: 

J.  Boccardi,    Remarques    snr    le    calcul    des    pertnrbations   speciales  des 

petites   planetes.     Die  Arbeit   gibt   einige  Batschläge  für  Berechnung  der 

speziellen  Störungen  der  Planetoiden,  wobei  der  Methode  der  Variation  der 

Elemente    der  Vorzug   gegeben   wird.     J.  Hadamard,    Sur   les  äquations 

aux  deriy^s  partielles  a  caract^ristiques  reelles.     Der  Verf.  betrachtet  die 

akustische  Gleichung  ^-p  »  a  ^  V  und  zeigt,  daß  der  Gegensatz  zwischen 

Gleichungen  mit  reellen  und  imaginären  Charakteristiken  kein  fundamentaler 
ist,  wie  man  gewöhnlich  glaubt.  V.  Volte rra,  Sur  les  equations  aux 
d^rivees  partielles.  Der  Verf.  dehnt  den  Satz  von  Poisson  über  die  Poten- 
tialfunktion auf  partielle  Differentialgleichungen  yon  hyperbolischem  Typus 
aus.  A.  Gallardo,  Les  math^matiques  et  la  biologie.  Die  Arbeit  be- 
schäftigt sich  mit  den  Leistungen  der  Variationsstatistik  in  den  einzelnen 
Ländern  und  zählt  unter  anderem  die  5  von  Pearson  aufgestellten  Typen 
der  Frequenzkurven  auf.  M.  d'Ocagne,  Sur  les  divers  modes  d'application 
de  la  methode  graphique  a  Tart  du  calcul.  Calcul  graphique  et  calcul 
nomographique.  Der  Verf.  setzt  den  prinzipiellen  Unterschied  zwischen 
graphischem  und  nomographischem  Kalkül  auseinander.  Ersterer  liefert  eine 
Größe  durch  geometrische  Konstruktion,  letzterer  sucht  ein  Bild  von  den 
mathematischen  Gesetzen  zu  geben. 

Stuttgart.  WöLFFiNO. 

J.  O.  Poggendorff^B  Biographisoh-LiterariadheB  Handwörterbnoh  snr 

Oesolüohte  der  exakten  WiBsenschaften.     Vierter  Band  (1883  bis 

zur  Gegenwart).  Herausgegeben  von  Prof.  Dr.  J.  von  Oettingen^  1 — 13. 

Lieferung  (A— L)  Leipzig  1902—1903,  Barth.  ^  Lieferung  3  Jl,) 

Der  dem  dritten  sehr  rasch  folgende  vierte  Band  ftillt  ein  dringendes 

Bedürfnis  aus,  umsomehr  als  er  sich  nicht  dem  ursprOngUchen  Plane  gemäß 

auf  das    19.    Jahrhundert   beschränkt,    sondern   bis  zur  Gegenwart  weiter 

geführt    worden    ist.      Von    Mathematikern,    welche    in   den   vorliegenden 

Lieferungen   fehlen,    nenne   ich   folgende   Namen:    C.    Alasia,  ü.   Amaldi, 

A.  C.  Archibald,  G.  Amoux,  A.  Aubry,  M.  A.  Baraniecky,  E.  N.  Barisien, 
G.  Bellacchi,  V.  V.  Bobynin,  T.  J.  Bromwich,  J.  M,  Brückner,  W.  E.  Byerly 

B.  Carrara,  C.  CSiamberlini,  L.  Couturat,  R.  H.  van  Dorsten,  A.  Droz-Famj, 
F.  Dumont,  E.  Fauquembergue,  F.  Ferrari,  N;  Fialkowski,  K.  Fink,  G.  Frattini, 
M.  Frolov,  G.  Z.  de  G^deano,  D.  Gambioli,  B.  Geigenmüller,  E.  Gelin, 
E.  Goedseels,  W.  Gosiewski,  E.  Gubler,  R.  Guimaraes,  D.  Kikuchi,  V.  Kom- 
merell,  R.  Lachlan,  Ed.  Lucas,  A.  LugH.  Von  Vertretern  der  angewandten 
Mathematik  fehlen  E.  Brauer,  Ad.  Franke,  K.  Hausmann,  A.  F.  Jorini, 
L.  Klerii,  vor  allem  aber  der  Name  C.  iBach.  Es  muB  freilich  zugegeben 
werden,  daß  es  bei  der  Gleichgültigkeit  vieler  hierher  gehörigen  Personen 
gegenüber  einem  solchen  Wörterbuch  und  bei  der  totalen  Verkennung  der 
Wichtigkeit,  welche  das  Zusammenwirken  aller  Fachgenossen  besitzt,  oft 
schwer  ist,   biographisches  Material  zu  bekommen.     Umso  weniger  ist  es 
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aber  gerechtfertigt,  daß  die  Redaktion  es  unterlassen  hat,  die  eingelaufenen 
Originalmitteilungen  auf  Grund  anderer  Quellen  zu  verbessern  und  zu 
ergänzen.  Denn  auch  diese  Originalmitteilungen  lassen  die  erforderliche 
Exaktheit  in  den  Literaturangaben  vielfach  vermissen,  und  daher  rühren  die 
zahlreichen  Auslassungen  wichtiger  Arbeiten,  die  fehlenden  Druckjahro  und 
Druckorte,  z.  T.  auch  die  unzweckmäßigen  Abkürzungen  der  Zeitschriften  usw. 
Zu  rügen  ist  auch,  daß  Schulprogramme  bisweilen  mitten  unter  den  Zeit- 
schriftenartikeln verzeichnet  sind.  Auch  die  Zahl  der  Druckfehler  scheint 
eher  größer  zu  sein  als  in  den  früheren  Bänden.  Trotz  dieser  Ausstellungen 
muß  anerkannt  werden,  daß  durch  den  neuen  Band  des  Wörterbuchs  ein 
wertvolles  weitzerstreutes  Material  für  geschichtliche,  biographische  und  litera- 
rische Forschung  in  praktischer  Anordnung  allgemein  zugänglich  gemacht  wird. 
Stuttgart.  WöLPPiNO. 

C.  de   Freyeinet^   8ur  les   principes   de   la  Möcanique   rationelle. 

Paris,  Gauthier- Villars,  1902. 

Der  Verfasser  ist  ein  entschiedener  Gegner  der  neueren  Bestrebungen, 
die  Mechanik  auf  Grund  von  Axiomen  deduktiv  aufzubauen;  er  befürchtet, 
daß  daraus  nur  Unfruchtbarkeit  und  Verödung  folgen  werde.  Ohne  Zweifel 
liegt  hierin  etwajs  Wahres.  Die  Geschichte  zeigt,  daß  in  den  schöpferischen 
Perioden  der  einzelnen  Disziplinen  die  Grundbegriffe  noch  unfertig  sind  und 
daß  die  kritische  Betrachtung  erst  dann  eintritt,  wenn  die  Konzeptionskraft 
nachläßt.  Femer  läßt  sichj  nicht  leugnen,  daß  die  Beschäftigung  mit 
solchen  logischen  Untersuchungen  die  Sache  reiferen  Alters  ist  und  auf  junge 
Gemüter  lähmend  wirken  kann.  Wer  Mechanik  lehrt,  tut  daher  gut,  wie 
Freycinet  es  empfiehlt,  seine  Zuhörer  ,4m  Kontakte  mit  der  Natur"  zu  er- 
halten. Allein  damit  ist  über  den  Wert  der  logisch-kritischen  Untersuchungen 
noch  nicht  das  letzte  Wort  gesprochen.  Sie  verbieten  zu  wollen,  würde 
jedenfalls  dem  Geiste  der  Freiheit  widersprechen,  der  die  Lebensluft  allen 
Fortschrittes  in  der  Wissenschaft  ist 

Indem  der  experimentelle  Charakter  der  Mechanik  in  den  Vordergrund 
gestellt  wird,  bespricht  der  Verfasser  der  Reihe  nach  die  Grundbegriffe: 
Bewegung,  Geschwindigkeit,  Beschleunigung,  Kraft,  Masse  und  die  Grund- 
gesetze der  Mechanik,  wobei  er  es  vorzüglich  versteht,  die  wahren  Schwierig- 
keiten aufzudecken.  Besonders  gilt  das  für  den  Begriff  der  Masse;  was  der 
Verfasser  hier  bringt,  verdiente  in  die  Lehrbücher  aufgenommen  zu  werden^ 
die  gerade  in  dieser  Beziehung  zu  wünschen  übrig  lassen. 

Kiel.  Paul  Stabckel. 

P.  Appell   et  J«  Chappnis.     11690118   de   möoanique   ölömentaire  k 
l^nsage  des  ölöves  des  olasses  de  premiöre,  conformöment  aux 
programmes  du  81  mal  1902.    Paris  Gauthier -Villars,  1903. 
Die  Programme  vom  31.  Mai  1902  bedeuten  eine  tiefgreifende  Um- 
gestaltung   des    französischen    Mittelschulunterrichtes,    die    im    besonderen 
auch    den    mathematischen   Unterricht   betrifft.      Diesem   war   vorgeworfen 
worden,  daß  er  zu  abstrakt  sei  imd  daß  die  Anwendungen  auf  die  Erfahrungs- 
wissenschaften vernachlässigt  würden,  „die  in  den  Schülern  den  Geist  der 
Initiative  erwecken  und  sie  auf  den  Tätigkeitskreis  vorbereiten,  in  dem  der 
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größte  Teil  von  ümen  sich  zu  entwickeln  berufen  ist^^  Jetzt  ist  eine 
ausgiebige  Beschäftigung  mit  Kinematik,  Statik  und  Dynamik  fiir  die 
classe  premiere  und  die  classe  de  Math^matiques  Yorgeschrieben,  die  der 
Unter-  und  Oberprima  der  deutschen  Gjnmasien  entsprechen.  Das  vorliegende 
Werk  enthält  die  Bearbeitung  des  Pensnms,  das  für  die  Unterprima  be- 
stimmt ist.  Da  in  Frankreich  bei  den  Prüfungen  —  unsere  Abiturienten- 
prüfong  ist  dort  in  zwei  Abteilxmgen  zerlegt,  die  bei  dem  Übergang  von 
Unter-  zu  Oberprima  und  von  Oberprima  zur  Hochschule  stattfinden,  — 
genau  nach  dem  Programm  gefragt  wird,  haben  sich  die  Verfasser,  wie 
das  auch  sonst  üblich  ist,  streng  an  das  Programm  gehalten;  in  diesem 
Bahmen  geben  sie  eine  sehr  klare  Darstellung  des  Gegenstandes.  Bei  dem 
großen  Interesse,  das  diese  neue  Entwicklung  des  mathematischen  Unter- 
richtes flir  uns  in  Deutschland  hat  —  handelt  es  sich  doch  um  einen 
Versuch,  der,  wenn  er  gelingt,  auf  die  deutschen  Verhältnisse  bedeutsam 
einwirken  muß  — ,  sei  es  gestattet,  das  amtliche  Programm  fOr  den  Unter- 
richt in  Mechanik  auf  der  classe  premiere  hier  mitzuteilen. 

Den  Anfang  bildet  eine  Einführung  in  die  Theorie  der  Vektoren. 
Dabei  ist  es  ausdrücklich  vorgeschrieben,  daß  die  Behandlung  rein  geometrisch 
sein  solle,  denn,  wie  Appel  und  Chappuis  in  der  Vorrede  ihres  Werkes 
sagen,  „der  Mißbrauch  der  Methoden  der  analytischen  Geometrie  tötet  die 
Anschauung  und  den  Erfindungsgeist'^  Die  Reihenfolge  der  zu  unter- 
richtenden Dinge  ist: 

Projektion  eines  Vektors  auf  eine  gerichtete  Achse,  geometrische  Summe 
mehrerer  zusammentreffender  Vektoren.  Theorie  der  Projektionen.  Geo- 
metrische Differenz  zweier  Vektoren.  Lineares  Moment  eines  Vektors  in 
Bezug  auf  einen  Punkt:  das  lineare  Moment  der  Summe  mehrerer  zusammen- 
treffender Vektoren  in  Bezug  auf  einen  Punkt  ist  gleich  der  geometrischen 
Summe  der  Momente  dieser  Vektoren.  Systeme  beliebiger  Vektoren;  geo- 
metrische Summe;  resultierendes  Moment  in  Bezug  auf  einen  Pimkt. 
Besonderer  Fall:  Paare  von  Vektoren.  Momente  in  Bezug  auf  eine  Axe. 
Moment  der  geometrischen  Summe  zusammentreffender  Vektoren.  Summe 
der  Momente  der  beiden  Vektoren  eines  Paares.  Tetraeder  und  Parallel- 
epipedon,  die  über  zwei  Strecken  konstruiert  werden.  Verallgemeinerung 
des  Beghffes  des  Momentes. 

Es  folgen  die  Grundbegriffe  und  -Tatsachen  der  Kinematik:  Messimg 
der  Zeit.  Angenommene  Einheiten.  Pendel.  Von  der  Bewegung.  Ihre 
Relativität  Bahn  eines  Punktes.  Beispiele  von  Bewegungen.  Geradlinige 
und  gleichförmige  Bewegung.  Geschwindigkeit  bei  einer  Bewegung.  Ihre 
Darstellung  durch  einen  Vektor.  Beliebige  ungleichförmige  Bewegung. 
Mittiere  Geschwindigkeit.  Geschwindigkeit  in  einem  gegebenen  Augenblick. 
Ihre  Darstellung  durch  einen  Vektor.  Die  Geschwindigkeit  ist  die  Ableitung 
des  Bogens  der  Bahn  nach  der  Zeit  (die  Entwickelung  des  Begriffes  der 
Ableitung  gehört  zu  dem  mathematischen  Pensum  der  classe  premiere  I). 
Hodograph.  Beschleunigung.  Beispiele  ungleichförmiger  Bewegung.  Gleich- 
förmige beschleunigte  Bewegung.  Gleichförmige  Bewegung  auf  einem 
Kreise.  Winkelgeschwindigkeit.  Einfache  Schwingungen  auf  einer  Geraden. 
Wechsel  des  Bezugsystems.  Zusammensetzung  von  Geschwindigkeiten.  Bei- 
spiele und  Anwendungen  (wobei  nicht  etwa  boß  geometrische  Anwendungen 
gegeben    werden    sollen).     Drehbewegung   eines   Körpers   um   eine  Achse. 
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Darstellung  der  Drehung  durcli  einen  auf  der  Achse  aufgetragenen  Vektor. 
Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  Körpers  ist  das  lineare  Moment  des 
darstellenden  Vektors  in  Bezug  auf  diesen  Punkt.  Translationsbewegung 
eines  starren  Körpers.  Schraubenbewegung  eines  Körpers.  Praktische 
Realisierung  dieser  Bewegungen.  Wellen  und  Zapfenlager.  Zapfen  und 
Pfannen.  Angeln  und  Gelenke.  Geradlinige  Gleitschienen.  Schrauben  und 
Schraubenmuttern. 

Kiel.  Paul  Staeckel. 

E.  Plcard.     Quelques  röflezionB   aar  la  möcanique  snivies   d'une 
premiöre  le9on  de  dynainique«     Paris,  Gauthier-Villars,  1902. 

,^m  Ende  des  18.  Jahrhunderts",  so  beginnt  der  Verfasser  söne 
Auseinandersetzungen,  „schienen  die  Grundlagen  der  Mechanik  über  jede 
Kritik  erhaben  zu  9ein,  und  das  Werk  der  Begründer  der  Wissenschaft 
der  Bewegung  bildete  eine  Gebäude,  das,  wie  man  glaubte,  auf  immer  der 
Zeit  trotzen  würde.  Seitdem  hat  eine  eindringende  Analyse  die  Fundamente 
des  Gebäudes  mit  der  Lupe  untersucht,  und  da,  wo  ein  Lagrange  und  ein 
Laplace  selbstverständliche  Dinge  sahen,  begegnen  wir  jetzt  den  emstlichsten 
Schwierigkeiten.  Ein  jeder,  der  die  Anfänge  der  Mechanik  zu  lehren  gehabt 
hat,  wird,  wenn  er  darüber  nur  selbständig  nachgedacht  hat,  gefühlt  haben; 
wie  wenig  zusammenhängend  die  mehr  oder  weniger  traditionellen  Dar- 
stellungen der  Grundlagen  sind".  Deshalb  habe  man  versucht,  den  Gesichts- 
punkt der  historischen  Entwicklung  zu  verlassen,  und,  wie  die  Geometer 
es  bei  ihrer  Wissenschaft  getan  haben,  die  Mechanik  auf  Grund  einer 
Anzahl  von  Axiomen  deduktiv  zu  entwickeln.  Man  erhält  so  ein  System 
der  Mechanik,  das  erst,  nachdem  es  vollständig  aufgebaut  ist,  mit  der 
Erfahrung  verglichen  wird.  Der  Mangel  dieser  Methode  besteht  darin,  daß 
der  Anfänger  nicht  begreift,  warum  man  gerade  auf  diese  Axiome  kommt; 
in  der  Geometrie  macht  sich  das  weniger  geltend,  weil  ihre  Forderungen 
einen  anschaulicheren  Charakter  haben  und  sich  auf  alltägliche  Erfahrungen 
beziehen. 

Wie  soll  man  unter  diesen  umständen  verfahren?  Der  Verf&sser 
berichtet,  welchen  Weg  er  seit  1894  in  seinen  Vorlesungen  eingeschlagen 
habe;  allerdings  entstehe  dabei  eine  Mischung  von  Axiomen  und  mehr  oder 
weniger  genauen  Erfahrungen,  „avec  quelque  peu  d'anthropomorphisme'S 
Wie  er  im  einzelnen  verfäirt,  läßt  sich  in  Kürze  nicht  darstellen,  dazu 
mufi  man  die  meisterhafte  Le9on  selbst  durchlesen. 

Kiel.  Paul  Staeokel. 
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ProfeflBor  in  Strasburg,  Professor  in  GiaBen. 

In  drei  Bänden,  zu  je  etwa  30  Druckbogen. 

I.  Eleuentare  Algebra  und  Analysis.     II.  Elementare  Geometrie, 
m.  Anwendungen  der  Elementar-Mathematik. 

Mitzahli.Textfig.  —  Bd.  I.  [XVI  u.  447  S.]  gr.8.  1903.  In  Leinw.  geb.  n.  .Ä  8 . — 

Das  Werk  will  die  fundamentalen  Lehren  der  Arithmetik  und  Alsebra 
mehr  vertiefen,  als  es  im  Schulunterricht  gewöhnlich  geschieht,  den  künnigen 
Lehrer  auf  einen  wissenschaftlichen  Standpunkt  stellen,  von  dem  aus  er  im 
stände  ist,  das,  was  er  sptlter  zu  lehren  hat,  tiefer  zu  erkennen  und  zu  er- 
fassen, und  damit  den  Wert  dieser  Lehren  für  die  allgemeine  Geistesbildung 
erhöhen.  —  Das  Ziel  wird  nicht  in  der  Vergrößerung  des  Umfanges  der 
Elementar-Mathematik  oder  in  der  Einkleidung  höherer  Probleme  in  ein  ele- 
mentares Gewand  zu  erreichen  gesucht,  sondern  in  einer  streiigen  Begründung 
und  leicht  faßlichen  Darlegung  der  Elemente.  Das  Werk  ist  nicht  sowom 
für  den  Schüler  selbst,  als  für  den  Lehrer  und  Studierenden  bestimmt,  die 
neben  jenen  fundamentalen  Betrachtungen  auch  eine  für  den  praktischen 
Gebrauch  nützliche  wohlgeordnete  Zusammenstellung  der  wichtigsten  Algo- 
rithmen und  Probleme  darin  finden  werden. 

ZU  Versuchs-  u.  Lehrz  Wecken  ist  eine  kleine  Accnmulatoren- 
batterie  mit  19  Elementen,  IS  Ampere  bei  Sstündiger 
Entladung,  sowie  eine  dazu  passende  Dynamomaschine  nnd 
Schaltbrett  mit  allen  erforderlichen  Schaltapparaten 
nnd  Meflinstmlnenten  unter  äußerst  günstigen  Bedingungen 
zu  verkaufen.  Die  Anlage  ist  erst  vor  kurzer  Zeit  aufgestellt 
und  noch  in  Betrieb  zu  sehen. 

Qefl.  Anerbieten  unter  Sa  M«  2  an  die  Expedition  dieser 
Zeitschrift,  Leipzig,  Poststn  3,  erbeten. 
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i/r  TerUg  pon  ß»  6«  Ccubner  In  Leipzig* 

rechnifche  Statik. 

Porlefttngen  über  bie  Ctjcorie  ber  Cragfönjbruftionen. 
Don  f^.  Oftenfdd, 

ptofeffor  cm  btt  Ced^nifc^cn  Qod^fd^ule  5«  Hopenliogcn« 

Z)eutfcf)e  ^lusgabe,  beforgt  pon  D*  Sfiougc» 

mU  336  Figuren  auf  33  Cafclm  [vm  u.  ^65  S.]  gr.  8.  ^903*  geb.  n.^\2.— 
Nach  einer  kurzen  Einleitung,  welche  Allgemeines  über  die  Eigenschaften  und 
Anwendungen  der  Einflußlinien  enthält,  werden  die  Leser  durch  den  zweiten  und  dritten 
Abschnitt  mit  der  Behandlung  ruhender  und  beweglicher  Belastung  auf  einfiich  unter- 
stutzte vollwandige  Träger  und  Fachwerkbalken  vertraut  gemacht.  Anstatt  nun  weiter 
mit  der  Behandlung  komplizierterer  FäUe  von  statisch  bestimmten  Konstruktionen  fort- 
zu&hren,  wird  im  vierten  Abschnitt  gleich  zur  allgemeinen  Theorie  der  TragkcMutnik- 
tionen  übergegangen.  Diese  Theorie  wird  hier  einheitlich  —  für  statisch  bestimmte 
und  unbestimmte  Systeme  —  mit  Hilfe  der  virtuellen  Verschiebungen  angebaut;  die 
Behandlung  ist  indessen  nur  noch  rein  prinzipiell,  indem  die  Besprechung  der  Einsd- 
heiten  der  Berechnung  von  allen  speziellen  Trägerformen  dem  folgenden  Bande  vor- 
behalten bleibt.  Endlich  wird  im  fünften  Abschnitt  (dem  letzten  dieses  Bandes)  das 
Wesentlichste  über  die  verschiedenen  Fachwerkformen  gesagt,  wobei  auch  die  in  den 
letzten  Jahren  entstandenen  Formen,  K-Fachwerk,  halbe  Diagonalen,  behanddt  werden* 

phyrtkaUfches  praktikum  für  Hnfänger. 

SacgcjleOt  in   25  Tbcbexten  oon 

Dr.  6manuel  pf äff tr» 

^rofeffox  an  btt  Kdnigl«  3n^u^tf(^nlc  3B  OlAndKn. 

Znit  ^7  in  ben  Ce^  gebrucfteit  Jlbbilbungen.    [Vin  u.  ^50  5.] 
gr.  8.    \903.     geb.  ^3.60. 

Die  bisher  existierenden  Werke,  welche  sich  mit  der  Anstellung  praktischer 
Arbeiten  im  physikalischen  Laboratorium  befassen,  streben  wohl  alle,  wenn  anch 
von  verschiedenem  Standpunkte  aus,  eine  gewisse  Vollständigkeit  hinsichtlich  des 
vorhandenen  Lehrstoffes  an.  Infolge  seines  großen  Umfiemges  bleibt  es  dann,  weil 
Zeit  und  Raum  mangeln,  bei  den  allgemeineren  Darbietungen;  das  Eingehen  auf 
Einzelheiten  wird  der  Tätigkeit  des  Lehrers  überlassen.  Da  aber  gerade  diese 
Details  für  den  Anfänger  am  wichtigsten  und  schwierigsten  sind  und  eingehende 
Überwachung  und  Belehrung  des  einzelnen  Praktikanten  erfordern,  so  ist  bei  zu 
großer  Schülerzahl  die  Gefiähr  vorhanden,  daß  das  Arbeiten  ein  unrationelles,  ober- 
flächliches, ungenaues  und  deshalb  wenig  befriedigendes  und  nutzbringendes  wird. 
Hier  sucht  das  vorliegende  Buch  eine  Lücke  in  unserer  physikalischen  Literatur 
auszufüllen,  indem  es  die  fundamentalsten  Teile  der  Physik  in  25  Arbeiten  auf 
150  Seiten  behandelt. 

Hierzu  Beilagen  von  B.  Gt.  Tenbner  in  Leipzig,  welche  wir  der  Beachiong  onBorer 
?"  Leser  bestens  empfehlen.  C^  r\r\n 
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